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Предислове. 


До ХУП столЗтя не существовало никакого общаго метода для р%- 
шен1я геометрическихъ вопросовъ, а въ ХУ] в., когда были положены пер- 
_выя основы алгебры, она была приложена и къ ршеню геометрическихъ 
вопросовъ, но въ каждомъ отд$льномъ вопрос, величины данныя и иско- 
мыя обозначались буквами и по условямъ задачи составлялись уравневя, 
которыя зат$мъ р$шались алгебраическими способами, въ результатЪ по- 
лучалось алгебраическое выражен!е, которое требовалось построить геоме- 
трически. Смотря по расположен1ю данныхъ въ задач, такое построение 
бываетъ возможно или невозможно, поэтому и задача, хотя и рфшена ком- 
бинащей алгебраическихъ символовъ, но конкретнаго значен1я не представ- 
ляетъ. Стараясь истолковать геометрически всякое алгебраическое выра- 
жене, дающее р5шене геометрической задачи, геометры нашли геометри- 
ческое значене отрицательныхъ р шен!й и предложили нфеколько спосо- 
‘бовъ для геометрическаго представления мнимыхъ — воображаемыхъ коли- 
чествъ. Геометрическое значене отрицательныхъ количествъ и разсматри- 
ван1е мнимыхъ результатовъ, какъ рЪшеня, хотя не конкретныхъ пред- 
ставленй, но отвлеченныхъ, дало такую общность изелЪдован1ямъ, кото- 
рой древние геометры не могли достигнуть и это потому, что ве ихъ раз- 
‘сужден1я происходили на чертежЪ, символами своихъ количественныхъ 
мыслей они не выражали, поэтому они не пришли ни къ отрицательнымъ, 
ни къ мнимымъ р$шеюшямъ, которыя дали возможность включить въ одно 
выражене вс случаи расположенная данныхъ въ задачЪ; случаи эти древ- 
н1е геометры должны были разематривать и доказывать отдФльно. | 

Введене мнимыхъ выражений дало возможность геометрамъ выра- 
жать предложеня между геометрическими данными, когда эти данныя 
такъ расположены, что предложене конкретно перестаетъ существовать 
—тглазь не видитъ, но отвлеченная комбинаця символовъ не перестаетъ 


УТ = | ПРЕДИСЛОВЕ. 


выражать свойство исчезнувшее для глаза, являющееся опять въ даль- 
н-фишихъ комбинащяхъ конкретно въ видЪ предложеюмя, которое безъ 
этого могло-бы остаться неизв$етнымъ. Безъ мнимыхъ—воображаемыхъ 
количествь многя предложен1я въ геометр1и не было-бы возможности 
Доказать. 

Такая частность прлемовъ для рЪшеня геометрическихъ задачъь и 
доказательствъ предложений алгебраическимъ путемъ происходила отъ то- 
го, что не имфли способовъ выражать уравнен1ями основныхъ элементовъ 
геометр1и точки и прямой, точки и плоскости. Что такое точка? Обыкно- 
венно точку опредфляютъ, говоря, что это есть зеометрическое мъсто. 
въ пространствь, неимюющее измпреня. ЗатЪмъ, если примемъ, что это 
опредЪлене даетъ возможность составить отчетливое понят1е объ этомъ 
элемент$, то прямую опредЗляютъ, говоря, что прямая есть такая ли- 
мя, Которая `вполнь опредъляется двумя данными точками; изъ этого 
опредЪлен1я непосредственно слЪдуетъ: что дв прямыя пересЗкаются 
только въ одной точкЪ. Если теперь замЪтимъ, что въ силу постулата, 
Евклида, дв прямыя лин!и на плоскости всегда перес$каются въ одной 
точкЪ, конечной или безконечно-удаленной, то мы будемъ. имЪть слЪдую- 
щую взаимность между точкою и прямою: прямая опредъляется двумя 
точками, а точка двумя прямыми. Изъ этого видимъ, что въ отвлечен- 
номъ опредЪ$лении, между точкою и прямою НЪтТъ разницы, разница состо- 
ить въ ихъ конкретномъ представлени, которое не имЗетъ никакого зна- 
чен1я, такъ какъ вс дальнфйпия изелЪдован1я вытекаютъ изъ отвлечен- 
нато опредфленя, а не изъ конкретнаго ихъ представлен1я. Такая же 
взаимность существуетъ между точкою и плоскостью въ пространствз. 

Итакъ, какой-бы ни взяли изъ этихъ двухъ элементовъ за основ- 
ной, другой будетъ имъ опредЪляться тождественнымъ выражетемъ въ 
обоихъ случаяхъ, сл$довательно эти два элемента мы должны прини- 
мать какъ данные — извЪстные, ясно представляемые. Изъ сказаннаго 
также видимъ, что необходимо два элемента въ плоскости или три эле- 
мента въ пространствЪ одного рода для опредЪления одного элемента дру- 
гаго рода—двЪ точки для прямой и двЪ прямыя для точки, три точки 
для плоскости и три плоскости для точки, слЪдовательно, если-бы можно 
было одинъ изъ элементовъ-—точку или прямую, или плоскость, выра- 
зить уравнешемъ, то другой выразится двумя уравненями. Изъ такой за- 
висимости между элементами — точкою и прямою на плоскости, точкою и 
плоскостью въ пространств%, вытекъ методъ двойственности, обобщивиий 
геометрическое значене алгебраическихъ уравнений. 

Первая мысль общаго алгебраическаго способа, для ршен1я геоме- 
трическихъ вопросовъ и изслфдованйй вообще, принадлежить франдузскому 
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философу и геометру Декарту, который въ своей „Геометри“, въ 1637 г., 
далъ первыя основы такого метода изслфдовавй и приложилъ его къ ко- 
ническимъ сЪченямъ. 

Методъ Декарта, извЪетный въ настоящее время подъ именемъ 
Аналитической Геометри, даетъ возможность выразить уравненемъ меж- 
ду двумя перемЪнными количествами, всякую плоскую кривую, если ея 
свойство присущее каждой ея точкЪ извФстно, и, обратно, каждое урав- 
нен!е съ двумя перем$нными количествами, представить геометрической 
фигурой. Онъ даетъ способъ выразить уравнетемъ между тремя. перемЪнв- 
ными всякую поверхность въ пространетвЪ, если извЪетно свойство каж- 
дой ея точки, и обратно, каждое уравнете между тремя перем$нными 
представляеть поверхность. Такимъ образомъ вм$ето чертежа геометръ 
имзетъ передъ глазами рядъ уравненй, въ которыхъ неявно включены 
всЪ свойства геометрическихъ фигуръ, подлежащихъ изелЪдован1ю, вс$ 
разсужденя обращаются въ комбинащю отвлеченныхъ алгебраическихъ за- 
коновъ, синтезъ древнихъ геометровъ потерялъ свою силу, напряженная 
дфятельность мышленя и воображен1я замфняется алгебраическими пре- 
образованями ‚одного выраженя въ другое, непрерывная цфпь среднихъ 
разсужденй обращается въ механическля преобразованя, такъ что ре- 
зультать изслЪдованй является, какъ бы полученнымъ изъ хаоса и часто 
ВЪ такой сложной комбинащи алгебраическихъ символовъ, что не представ- 
ляется возможности выяснить его геометрическое значете. Вотъ почему 
Ньютонъ, Маклоренъ, Лейбницъ и друпе геометры свои изелфдовантя по 
новому „методу переводили на синтезь древнихъ геометровъ, такъ какъ 
считали новый методъ механическимъ. Но такой недостатокъ былъ устра- 
ненъ, по мзрЪ развигя этого зам$чательнаго метода, которому обязаны 
своимь развитемъ механика, физика и астрономия. 

Усовершенствован1я координатнаго метода Декарта были сд$ланы 
введеннемъ поняття двойственности и введенемъ метода проэкшй. Двой- 
ственность состоитъ въ томъ, что на каждое уравнен!е можно смотрЪть съ 
двухъ точекъ зрЪн1я: какъ на выражеше перемфщен1я точки на плоскости 
или въ пространств, или какъ на перем$щен!е прямой на плоскости или 
плоскости въ пространств. Такой взглядъ на уравнен!е даетъ возможность 
переходить отъ предложений относительно точекъ къ предложен1ямъ отно- 
сительно прямой или плоскости въ пространствЪ, и обратно. Такое воз- 
зр$ ве на аналитическое уравнен1е дало необыкновенную общность методу 
Декарта. Какъ частный случай двойственности представляется методъ вза- 
имныхъ поляръ, такъ изящно разработанный Понселе. Методъ. проэктий, 
въ которомъ переходятъ оть предложений относительно точекь къ предло- 
женямъ также относительно точекъ, отъ предложевй относительно пря- 
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мой и плоскости къ предложенямъ также относительно прямой и плоско- 
сти. Этотъ послЪдьй методъ достигь въ настоящее время такого совер- 
шенства, что споритъ съ методомъ Декарта и сдЪлалея совершенно неза- 
висимымъ отъ этого послЪдняго. 

Въ методЪ Декарта трудно, иногда, бываетъ усмотрЪть геометрическое 
значене извЪетнаго результата, выраженнаго комбинащей алгебраическихъ 
символовъ, а тфмъ болЪе построить такое выражеше. Это заставило гео- 
метровъ нашего столфт1я обратить внимание на чисто геометричесве пруемы, 
слЪдетнемъ чего было появлене сочинений подъ различными названтями, 
каковы: „Высшая Геометрля“ (@еотёйме зарёмеиге, Нбпеге Сбеошевче )}, 
„Новая Геометрая“ (Модеги беотейу, Мецеге беотейле), „Геометрия поло- 
женя“ (Сботбыле 4е роз оп, Сеотей1е 4ег Гаое), и тому подобныя наз- 
ваня. Въ настоящее время наука эта извЪетна подъ названемъ „Проэк- 
тивной Геометри“ въ силу того, что она основана на метод проэкцй. 
Изъ нея алгебраическле прлемы совершенно устранены. До того просты 
методы проэктивной геометрли, что Штаудтъ написалъ свое зам чательное 
сочинен1е „Сеотейле 4ег Гасе“, предполагая даже незнакомство читателя 
съ элементарной геометрей. Самыя трудныя задачи и свойства фигуръ 
на, плоскости и въ пространствЪ не ускользаютъ отъ этого метода, кото- 
рый имЗетъ громадное техническое приложен!е: въ перспектив, архитек- 
турЪ, механикЪ и вообще во всЪхъ техническихъ отрасляхъ знаюя. Пред- 
ложеня служащля основаюшемъ метода проэкщй „ангармон1я и гармон1я ^ 
мы уже встр$чаемъ въ сочинен1яхъ Апполомя Пергскаго, Палпа, Дезарга, 
а полное развит1е—проэктивнаго метода, хотя не чисто геометрическое, 
дали Шаль, Понселе, Штейнеръ, Мёбусъ и друше, но ту чисто геометри- 
ческую форму, о которой мы упоминали, этому методу далъ Штаудтъ. 
Изучене этого метода рядомъ съ методомъ Декарта даетъь ясное понима- 
н1е весьма сложныхъ алгебраическихъ выраженй. Мы выше сказали, что 
Штаудтъ написалъ свою „Сеошейле 4ег Гаое“ не предполагая даже зна- 
комства читателя съ „Началами“ Евклида, поэтому элементарный куреъ 
проэктивной геометр1и въ начальныхъ техническихъ школахъ принесъ бы 
несомнЪнную пользу будущимъ практическимъ техникамъ. 

Затфмъ введенъ былъ въ Аналитическую Геометр1ю способъ сокра- 
щеннаго обозначен1я уравнев!й прямой и точки въ нормальныхъ формахъ, 
который собственно есть ничто иное, какъ неявный переходъ отъ одной 
системы координатъ къ другой. Съ помошью его часто избЪгаютъ весьма 
сложныхъ вычислешй и преобразовавий. 

Наконецъ введене трилинейной и тетраэдрической системъ координатъ. 
дало такую общность координатному методу Декарта, что этотъ послЪ дей 
сдълался частнымъ случаемъ трилинейнаго и тетраэдрическаго, 
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Скажу теперь н$еколько словъ о цзли и содержави настоящаго 
сочинен!я. Основанемъ его послужили лекщи, читанныя мною въ Импе- 
раторскомъ университет св. Владимра, которыя были разработаны по 
болзе извЪстнымъ сочинешямъ по Аналитической Геометри, существую- 
щимъ въ западно-европейской математической литературЪ. Если сравнить 
курсы Аналитической Геометрли, написанные въ началЪ настоящаго сто- 
лЪт1я, какъ напр. курсъ Бурдона, съ курсами написанными въ посл$де!е 
годы, то легко видЪть ту громадную разницу, которая существуетъ между 
ними. Читая курсъ Аналитической Геометрли въ продолжени болЪе двад- 
пати лЪтъь и сл$дя постоянно за развитемъ этой части математики я по- 
полнялъ и свои лекции тфми методами, которые явились въ этотъ про- 
межутокъ времени. Такимъ образомъ было написано настоящее сочинете, 
содержане котораго вкратц$ привожу. 

Прежде всего я предпосылаю иесторическлй очеркъ развит1я Аналит. 
Геом., начиная отъ Вета, т. е. съ ХУ[ вЗка, до настоящаго времени, въ 
которомъ упоминаются всЪ почти сочиненя вышедиия въ этотъ трехсот- 
лфте!й промежутокъ времени, при чемъ указывается на содержане сочи- 
ненй и что принадлежитъ каждому изъ авторовъ въ истори развитя 
этой отрасли математическихъ наукъ*”). За историческимъ очеркомъ слф- 
дуетъ изложен1е содержан1я самого предмема. 

Все сочинен1е состоитъ изъ двухъ Частей: въ первой части излагает- 
ся Аналитическая Геометрая на плоскости, а во второй—въ пространствЪ. 
Вторая часть изложена кратче, такъ какъ въ сущности это есть повторе- 
н1е первой, только съ добавленемъ третьей координаты: болЪе подробно 
изложены тЪ части ея, которыя существенно отличаются отъ Анал. Геом. 
на, плоскости. Цередаемъ вкратц$ содержан1е отдЪльныхЪ главъ. 

Первая часть. Въ гл. [ изложенъь методъ координатъ Декарта съ 
пояснительными, необходимыми впослЪдетви примЪрами, и на одномъ изъ 
нихъ дано поняте о геометрическомъ м$етф. Также дано представлене 
о полярныхъ координатахъ, а въ конц помфщены пояснительные при- 
мЪры. Въ гл. П излагается обстоятельно представлене уравнетями гео- 
метрическихъ мЪ$сть и показывается, какъ представляются уравненями 
прямая лия и всЪ коническля сЪ$чен1я: эллипеъ, гипербола, парабола и 
кругъ, какъ частный случай эллипса. ДЛалфе показаны уравнен1я н$еколь- 
кихъ кривыхъ третьей и Четвертой степеней, каковы конхоида, циссоида, 
и др., и наконецъ н$сколько трансцендентныхъ кривыхъ. Въ гл. Ш изло- 
жено преобразоване координатъ. Въ гл. [У показаны вс виды уравнения 
прямой и даны примЪры для пояснений. Въ гл. У и У изложена двой- 


*) Очеркъ этотъь былъ уже нами напечатанъ въ 1884 году, отдфльною брошюрой; 
въ настоящее время мы его немного дополнили. 
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ственность коордипатъ; вс№ виды уравненя точки и примЪры. Въ гл. УП 
показанъ сокращенный способъ и его приложевше къ прямой и точкЪ. Въ 
гл. УШ даны задачи на прямую лию и точку—теометричеекля м$ета. 
Въ гл. [Х и Х изложены ангармоническля свойства рядовъ точекъ и свя- 
зокъ прямыхъ ливй, и вообще вее то, что извЗстно въ настоящее время 
подъ именемъ проэктивной геометрти, но изложено аналитически. Въ гл. 
ХГ излагается значене и свойства однородныхъ уравневй. Гл. ХП посвя- 
щена трилинейной систем координатъ. Въ гл. ХШ дано геометрическое 
ноняте о инварантахъ и ихъ значени въ геометрли. Въ гл. ХУ изло- 
жены свойства кривыхъ втораго порядка и ихъ дфлене на классы; въ 
гл. ХУ изложено тоже. но съ точки зря двойственности. Въ гл. ХУ] 
подробно изложены свойства всЪхъ трехъ родовъ коническихъ сЗчешй и 
приведены примЪры. Въ гл. ХУП и ХУПШ подробно изложены свойства 
круга и системы круговъ; все это пояснено примЪрами. Въ гл. МХ изло- 
жены услов1я, при которыхъ уравнене второй степени распадается на два, 
линейные множителя и представляеть пару прямыхъ лишй. Въ гл ХХ, 
ХХТГ и ХХП показаны условя пересЁчен1я двухъ коническихъ сЪченй; 
ангармоническля ихъ свойства и инваранты системъ коническихъ сЪче- 
НИ; послЪдняя изъ этихъ главъ заканчивается построенемъ коническихъ 
сЪчешй по даннымъ пяти условямъ. Въ гл. ХХШ и ХХ[У показаны 
геометрические методы взаимныхъ поляръ и проэкшй; въ послЗдней изъ 
этихъ главъ въ концЪ показаны пересЪченля конуса плоскостью. 

Вторая часть. Въ гл. ХХУ изложенъ методъ координатъ въ про- 
странствЪ, при чемъ пояснено, что предетавляютъ уравнеюмя съ тремя 
перем%нными, съ двумя и съ однимъ; въ этой же глав показано р$ше- 
не нЪкоторыхъ существенныхъ вопросовъ. Въ гл. ХХУ[ изложены свой- 
ства и всЪ виды уравнен!я плоскости. Въ гл. ХХУЦ показаны свойства 
прямой, различные виды ея уравневшй, и прим$ры для различныхъ вза- 
имныхъ положенй прямой и плоскости. Въ гл. ХХУШ изложена двой- 
ственность координатъ въ пространств и примЪры, какъ для прямой, 
такъ и для плоскости; показано значеше уравневя съ тремя перем$ нными 
съ точки зръюя двойственности. Гл. ХХХ содержитъ сокращенный спо- 
собъ и примфры. Въ гл. ХХХ изложены: ангармон1я, гармон1я и инволю- 
пля связки плоскостей, а также прим$ры. Въ гл, ХХХ[ показано преобра- 
зоване координатъ въ пространств и система тетраэдрическихъ коорди- 
натъ. Въ гл. ХХХИ и ХХХ Ш изложены обшая свойства поверхностей 
втораго порядка и второй степени, со стороны двойственности. Въ гл. 
ХХХ[У изложены роды поверхностей, ихъ дфлене на классы и признаки, 
по которымъ ихъ различаютъ. Въ гл. ХХХУ[ показаны свойства централь- 
ныхъ поверхностей: эллипсоида, гиперболоида однополаго и двуполаго; 
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при этомъ приведены примфры. Въ гл. ХХХУП излагаются свойства по- 
верхностей неимзющихъ центра: эллиптическй параболоидъ и гипербо- 
лическй параболоидъ. Гл. ХХХУ Ш посвящена шару и системамъ шаровъ. 
Въ гл. ХХХ Х изложены общ1я понят1я о фокусахъ поверхностей, поверх- 
ности софокусныя, эллиптическля координаты и примЪры. Наконецъ гл. 
ХГ, посл$дняя, солержитъ образовате поверхностей вообще и образован- 
ныхъ движен1емъ прямой въ особенности, какъ напр. поверхности цилин- 
дрическля, коничеекля, коноидальныя, косыя и развертываюшияся. 

Таково вкратцЪ содержаюме изданнаго мною сочиненя. Изъ общахго 
- содержания ‚ отдВльныхъ главъ видно, что оно содержитъ всЪ части уни- 
верситетскаго курса Анал. Геом., но въ дополненномъ видЪ. Книга моя, 
я надЪюсь, можеть служить пособемъ къ изучентю Аналитической Гео- 
метр!и и къ ознакомленю съ современнымъ состояюемъ этого отдфла, гео- 
метр!и, т, е. въ томъ видф, какой она получила благодаря трудамъ наи- 
боле извфстныхъ геометровъ, каковы: Салмонъ, Гессе и ВКлебшъ. Класси- 
ческое сочинен1е Салмона „Коническля сЪчен1я“ было мною переведено на 
руссюй языкъ въ 1860 году. Въ настоящее время книга эта библюогра- 
фическая рЪдкость. Къ тому же на русскомъ языкЪ была издана только 
Аналитическая Геометр1я двухъ измЪревй. Издавая настояпай трудъ я 
имфлъ въ виду пополнить этоть пробфлъ и надЪюсь, что книга моя при- 
несетъь учащимся такую же пользу, какую принесло русское издане „Ко- 
ническихъ сЪченй“ Салмона двадцать лЪтъ тому назадъ. Первоначально 
трудъ мой былъ дважды изданъ литографически въ 1883 и 1884 годахъ. 
Сд$лавъ нзкоторыя изм$нен1я и исправлен1я я рЪшилея его напечатать. 

При составления настоящаго сочинен1я я пользовался, главнымъ обра- 
зомъ, классическими трудами Салмона, сочиненями Влебша, Гессе и пре- 
краснымъ курсомъ Аналитической Геометрли, составленнымъ профессоромъ 
Лувенскаго университета Карнуа. Привожу ниже боле подробный пере- 
чень главныхъ пособй, которыми я пользовался при чтени лекщй въ уни- 
верситет$ и при изданйи настоящаго сочинения. 


Ва[7ег, Апэжуйзеве Чеотевле. Це р21е, 1882, ш-8. 
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апа]уаие а деих её а #1015 4плептз101$. Раг1$, 4 е4. 1837 ш-8. 
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Сеъзев, Уогезипсеп иБег СЧеотейле. Нгзо. у. [лпаетапи. Ва. Т, ТВ, 1—2. 
Ге!р71ю, 1875. Также французское издане: [Гесоп$ Зиг 1а @60- 
шёбме. Т. 1 Ш, Раз, 1879—80—83, ш-3, 
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Стетопа, Еетепи 4 сеотен“а ргодресйуа. Уо]. Т. Воша, 1873. ш-8. 

Стетопа, шёто4итопе а4 ипа ео!1а сеотейлеа, аеДе Сагуе рлапе. Воюспа, 
1862, ш-4. 

Ое Уо150п Уооа, Те @етепёз оЁ Собгашае Сеошехгу ш ИЯтее рам. 1. 
Сазбезап Сеотегу, П. Опждегиюпз, Ш. Мо4еги Сбеотету. Меж 
е 1 оп. №еж-УотК. 1882, ш-8. 

Неззе, Уогезииоеп иБег 41е АпауйзеВе Чеотейле ег сега@еп Гаше, 
Чез Рипк&5 ип 4ез Кге1зез ш 4ег ЕЪепе. [ерле, 1865, ш-8. 
—3 Аиц#., геу. уоп в. дСипаеШпоег. Гер2е, 1881, т-8. 


Неззе, — УоШезипсеп Ифег 41е апа]уйзсве беошейле 4ез Валмтаз. Ге1р215, 
1861, ш-8.—3 АцН. геу. уоп ®. ЧипаеШосег. Герие, 1876, т-8. 

Неззе, \У1ег Уотезипоеп ам ег Апа]уйзеБеп @Чеотебме. Герл1о, 1866, 
т-8. 


Неззе, Злефеп Уоезипоеп. ааз 4ег АпауйзевВеп @Чеошейле 4ег Кесе]- 
све. Берю, 1874, ш-8. 

Веуе, П1е Сбеотейче 4ег Гасе. УеггАсе уоп Пг. ТВ. Веуе. 2 Ач. На- 
поуег, 1877—80, ш-8. 

Зайиоп, А Чтеаизе оп Сотие Чес1015. 3 е4. Топ@оп, 1855, т-8. 

байиоп, А ИеаЯзе оп Соп1ле ЗесНоп$. 6 ей. оп4оп, 1879, т-8. 

Зайпоп, Апэуйе Сеошеёйгу оЁ гее апиепз!юпз. 3 е4. Даби, 1874, ш-8. 

барпоп, ТгеаИзе оп Фе №метег р1апе сагуез. 2 е4а. Раба, 1878, ш-8. 

Стрекаловъ, Курсъ аналитической геометрии. Т. 1. Вривыя перваго порядка 
и перваго класса. СПБ. 1884, т-8. 


Въ заключен!е считаю долгомъ принесть искреннюю благодарность 
СовЪту Императорскаго университета св. Владим!ра за пособ1е, оказанное 
при напечатан настоящаго сочиненйя. 


М. Ващенко-Захарченко. 


Клевъ, февраль 1887 г. 


ОТГУГ.А ВЗУГЕТЕЧТТЕ. 


Предислове. еее ини я №, 

Оглавлеше еее ‚ хш 

Введене . ва : : . : . ХУП 
Часть первая. Аналитическая геометрия двухъ изыёренй. 


Глава, 
Глава, 
Глава 
Глава, 
Глава, 
Глава 
Глава 
Глава, 


Глава 


Глава 


Глава 


П. 
Ш. 
ТУ. 


УТ. 
УП. 


УТ. 


[Х. 


Х[. 


Методъ координатъ Декарта ......... 


Алгебраическое представлен1е геометрическихъ м$етъ. 


Преобразоваше координатъь. ....... 
Прямая лия. еее еее 
Двойственность координатъ. Црямая и точка, 
Прямая и точка. ... .. Е 
Сокращенный способъ. Прямая. очка . 
Геометрическое мЪсто точекъ есть прямая лишя. Пря- 
мая. Геометрическое м$Ъето прямой лини есть точка. 
Ангармон!я, гармовя, инволюц1я. Проэктивноеть. Ин- 
волющя. Проэктивныя связки. Гармоническая связка. 
Инволющонная связка. еее еее о 
Ангармон1я, гармон1я, изложенныя аналитически. Гар- 


8 
30 
35 
59 
70 
76 


34 


102 


моническ1я свойства полнаго четыреугольника. Проэк-` 


тивность и инволюшя. Инволющ1я точекъ. Инволю- 
понная связка. ое еее 
Геометрическое значеве однородныхъ уравнешй . 


. 158 
. 164 


ху ОГЛАВЛЕНИЕ. 

Глава ХП. — Трилинейныя координаты ........ . 

Глава ХПТ. — Инварланты и ковар!анты въ геометрии. 

Глава ХУ. — ЁЕКривыя втораго порядка и втораго класса. бе 
не коническаго сЪченя съ прямою. Поляры и каса- 
тельныя . еее еее ув 

Глава ХУ. — ЁВривыя второго порядка въ линейныхъ координатахт, 
Прямая и полюеъ. еее 

Глава ХУГ. — Прямая на безконечности. Роды коническихъ сЪчерйй. 


Эллипеъ, гипербола и парабола. Обиия количественныя 
свойства коническихъ сЪченй. ВКаноническля формы 
коническихъ с$чешй. Эллипсъ. Гипербола. Парабола. 
Подобле коническихъ сВченй. ....... 
Кругъ. Сокращенный способъ. Перес чене двухъ кру- 
РОВ в а о оф д м зе а 
Глава ХУШ.— Свойства системы круговъ, проходящихъ чрезъ точки 
| пересЪчен1я двухъ данныхъ круговъ. Уравнене круга, 

въ линейныхъ координатахъ. Свойства системы трехъ 

круговъ. Обшай полярный треугольникъ системы кру- 


я 


Глава, ХУП. 


говъ, проходящихъ чрезъ дв данныя точки. 
Глава ХХ. — Условя, при которыхъ коническое сЪЗченме представ- 
ляетъ пару прямыхъ и ихъ опредзлеше . .. .. 
Глава ХХ. — Опред$леюе точекъ пересЪченля двухъ коническихъ 
СВЧЕИ. #4 хх д ош бое а аа 
Глава ХХТ. — Н$которыя замЪчательныя свойства коническихъ с$- 


чений. Уравнение коническаго сЪченя отнесеннаго къ 
двумъ касательнымъ и къ хордЪ ихъ соприкосновевя. 
Ангармоническя свойства коническихъ сзченй. Фо- 
кусы коническихъ сЪченй. ...... 
Глава ХХП.— Геометрическое значенше инвар1антовъ системы кони- 
ческихъ сВчешй. Построене коническихъ сЖченй. . 
Глава ХХШ.— Методъ взаимныхъ поляръ. Взаимныя предложен1я . 
Глава ХХПУ.— Методъ проэкщй. СЪчевше конуса плоскостью. Ортого- 
нальная проэкшя . и. 


174 
186 


203 


225 


. 238 


300 


320 


335 


348 


‚ 363 


394 
422 


. 430 


Глава, 


ОГЛАВЛЕНТЕ. ХУ 


Часть вторая. — Аналитическая геометр!я трехъ измбрен!й. 


Глава ХХУ. — Методъ координатъ въ пространств$. Геометриче- 
ское представлене уравнеюмя между координатами 
точки въ пространств. РЪфшеше н®которыхъ воп- 
РОбОВБ: + ш & заза а в’ © 0 
Глава ХХУГ. — Плоскоеть. иен о 458 
Глава ХХУП. — Прямая. „еее о о 4710 
Глава ХХУШ. — Двойетвенность въ пространствЪ. Плоскость и точка 481 
Глава ХХХ. — Сокращенный способъ. ..... . . . . о 495 
Глава ХХХ. — Ангармовя, гармоная и инволющя плоскостей. . 502 
Глава ХХХ[. — Преобразован!е координатъ. Преобразоваяе плос- 
костныхъ координатъ. Тетраэдрическая система ко- 
Орлинат:. дс каза а 95 
Глава ХХХП. — Общля свойства поверхностей втораго порядка. . 532 
Глава ХХХШ. — Обшля свойства поверхностей втораго порядка въ 
плоскостныхъ координатахъ .... . . . . 944. 
Глава ХХХУ. — Роды поверхностей втораго порядка и первоначаль- 
ныя ихъ свойства. Вонусъ. .... . . . . 957 
Глава ХХХУ. — Приведене поверхностей втораго порядка къ кано- 
нической формЪ. Свойства полярнаго тетраэдра. 
Центральныя поверхности. Поверхности не имЪю- 
шля центра. Поверхности имфюшля безконечное 
число центровъ. Поверхности вращемя. . . . 570 
Глава ХХХУ1. — Свойства центральныхъ поверхностей. Эллипсоидъ. 
Однополый гиперболоидъ. Однополый гиперболоидъ, 
какъ геометрическое мЪето прямыхъ лин!й. Двупо- 
лый гиперболоидъ. ...... . . . . . 596 
Глава ХХХУП.— Поверхности не имюпая центра. Эллиптичесьй 


параболоидъ. Гиперболичесый параболоидъ. . . 635 


ХХХ У1Ш.— Шаръ. Уравнен1я конуса описаннаго около шара, 
полярной и касательной плоскостей. Уравнеше 
шара въ линейныхъ координатахъ. Система двухъ 
шаровъ. Центры подобя. Система трехъ шаровъ. 
Система четырехъь шаровъ. ..... . . , 658 


ХУ 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


Глава ХХХ[ГХ. — Фокусы поверхностей. Фокусы и фокальныя лити 


Глава ХПГ. 


въ Центральныхъ поверхностяхъ. Образоване цен- 
тральныхъ поверхностей. Софокусныя центральныя 
поверхности. Фокальныя лиюши поверхностей не 
имъющихъ центра. Софокусныя поверхности не 
имъюция центра. Прим$ры. Поверхности проходя- 
щ1я черезъ пересЪчеше двухъ поверхностей вто- 
раго порядка. еее 


— Образован1е поверхностей. Поверхности цилиндри- 


ческля. Поверхности коническля. Поверхности вра- 
щен1я. Воноидальныя поверхности. Поверхности 


677 


награфленыя: косыя и развертывающяся. . . . 709 


Введен1е. 


Историческй очеркъ развит!я аналитической геометри. 


Первоначальныя основы Аналитической Геометр?и были положены зна- 
менитымъ французскимъ математикомъ ХУ вЪзка Взетомъ (1540—1603 г.). 
Онъ первый сдЪлалъ нововведен!е въ тогдашнюю Алгебру, введя въ нее 
символы и показавъ, какъ при помощи ихъ могутъ быть производимы вы- 
численя. Обозначая буквами величины извфетныя и неизвЪстныя, Влетъ 
создалъ науку о символахъ и показалъ какъ эти символн подчиняются 
всБмъ тфмъ дЪйстямъ, которыя производили до него только надъ числа- 
ми. Первыя основы своего метода Ветъ изложилъ въ 1591 г. въ своемъ 
„Введени къ искусству аналитики“ !) и въ послЗдующихъ добавлерн1яхъ къ 
этому сочинемю. Необыкновенную важность своего нововведеня ясно соз- 
навалъ уже самъ Ретъ, говоря: „что методъ его даетъ возможность рЪ- 
шить самый важный вопросъ, а именно: задачу о р шен!и веЪхъ задачъь“ 2). 
Ноказавъ какъ алгебраическимъ путемъ могутъ быть р%шены различные 
геометрическле вопросы, р$шаемые до него построенемъ, Ветъ внесъ въ 
изслЪдоване геометрическихъ вопросовъ новое направлене, которое послу- 
жило къ боле т$сному сближеню Алгебры съ Геометруей. 


') Егапс15с1 У1@ае ш абет апаПИсат Тзасосе, 1591, Топтз, реё. ш-Юю]. Дополне- 
нНемъ къ этому сочинен1ю служило другое, заглаве котораго: АЯ Бос1зЯсешт зрес1озат № - 
$ае ру1огез. Оно было напечатано только посл смерти автора въ собран!и его сочинений, 
изданномъ подъ загланемъ: Егапс13с1 У1еае Орега МаБетаНеа ш ипаш Уо[илеп сопоез- 
(а, ас гесороца; Орега аёие зао Егапс15е1 & Бефо0фей Геудепяв. Габздию Вмахогию. 
1646. ш—4. Первыя два поименованныя сочинен1я В1ета переведены на француз. яз. и на- 
печатаны въ Ва\ейто 41 ВФНостаНа е 41 юпа 4еЙе баепхе шжештайсВе е НясВе. Вота. 
Т. Г рас. 223—276. 

>) Хешаце #азпозит ргоеша ргоешафаю агз АпаПсе, итрИсет Деейсез Ро- 
3 сез её Ехесейсез огташ {1а04'ш шама, ге ЗП адгоса, цой езё паПаш поп рго- 
ета зо]уега (ш абеш ава! сала Тзасосе сар. УШ, 29). 
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ЗамЪчательная попытка В1ета получила дальнфйшее развите только 
благодаря французскому философу Декарту (1596—1650 г.), котораго по 
справедливости считаютъ истиннымЪъ творцемъ Аналитической Геометрии, 
хотя весьма вЪроятно, что первоначальную идею своего метода Декартъ 
почерпнуль изъ сочиневй Влета. Методъ свой Декартъ изложилъ въ пер- 
вый разъ въ 1637 г. въ своей „Геометри“, составляющей прибавлене къ 
философскому трактату '). Особенность метода координатъ созданнаго Де- 
картомъ, заключается въ томъ, что онъ внесъ въ Геометрю, при ршеви 
вопросовъ различнаго рода характеръ общности, который она до него не 
имЪла. Ло Декарта геометры изелздовали только частныя свойства н%ко- 
торыхъ кривыхъ; такое направлене существовало у веЪхъ древнихъ гео- 
метровъ. Методъ внесенный въ Геометрлю Декартомъ придалъ ей харак- 
теръ, который она до него не имЗла, такъ какъ при помощи одной фор- 
мулы стало возможно выразить свойства, принадлежания цфлымъ классамъ 
кривыхъ. Благодаря новому направленю, данному Декартомъ, Геометря 
быстро подвинулась впередъ и развит1е ея оказало несомнЪнную пользу раз- 
вит1ю другихъ отраслей математическихъ наукъ. Особенно много подвину- 
лась впередъ Алгебра, символическле прлемы которой стали принимать на- 
глядвую форму и стали благодаря этому болФе понятны, велЪдетви ихъ 
осязательности. Однимъ изъ первыхъ приложевй Геометрли къ АлгебрЪ 
было объяснеше значен1я и прим$нене отрицательныхъ корней уравнезйй, 
о которыхъ древн!йе математики имфли весьма неотчетливое представление 
и которые ими старательно избфгались. Начиная съ Декарта развите Гео- 
метр1и и Алгебры идетъ рука объ руку и развит1е одной тЪено связано съ 
развит1емъ другой. Методъ Декарта былъ подготовительнымъ путемъ къ 
блестящему открыт!ю Лейбница, и Ньютона-—дифференщальному исчислен!ю. 

Методъ координатъ былъ примЪненъ Декартомъ только на плоскости 
къ Геометри двухъ измфревй. Сознавая всю важность и значене своего 
метода Декартъ не ограничился приложенемъ его къ плоскимъ кривимъ, 
а показалъ также его приложене къ кривымъ двойной кривизнЪ въ своей 
теорти кривыхъ двойной кривизны. Для этой цфли онъ изъ точекъ кривой, 
лежащей въ пространствЪ, опускалъ перпендикуляры на дв% взаимно пер- 
пендикулярныя плоскости; проэкщи этихъ перпендикуляровъ. образовали 
двЪ плоскмя кривыя, положенте каждой изъ которыхъ онъ относилъ къ 
двумъ осямь координатъ, лежащимъ въ плоскости кривой, изъ которыхъ 
одна была перес$чене двухъ плоскостей. Премъ этотъ, какъ видно, давалъь 


') Девсалез, ГЛзсомхв 4е 1а Мето4е роиг Ыеп сопдиге за газо, её сЪегсьег 1& 


уегИе дал 1ев ваепсев; р\из 1а Пюри щие, 1ез Мёедгез её ]а @ботбиле, Геу4е, 1637, 
11-4, 
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возможность, при помощи метода координатъ, опред$лить положеше кривой 
въ пространствЪ. Методъ этотъ приводитъ къ систем» координатъ трехъ 
измвренй и къ предетавлен1ю поверхностей въ вид$ уравнен!я между тре- 
мя перем$нными. Но прошелъ значительный пер1одъ времени пока геомет- 
ры освоились съ методомъ координатъ и первоначально ограничивались 
только прим$нен1емъ его къ плоскимъ кривымъ. 


Методъ координатъ Декарта, какъ всякое нововведене, былъ встр%- 
ченъ многими изъ современниковъ автора „Геометри“ съ неудовольствемъ. 
Къ числу противниковъ новаго метода принадлежалъ также французеюй 
геометрь Роберваль (Вофегуа], 1602—1675) подвергпай „Геометрю“ Де- 
карта самой строгой критик; извфетность Роберваля среди современныхъ 
ему математиковъ только способствовала распространению метода коорди- 
натъ. Есть основан1я полагать, что критикуя сочинен1я Декарта Роберваль 
руководствовался не чувствомъ справедливости, а скорЪе дЪйствовалъ подъ 
влян1емъ зависти, такъ какъ впослВдетыи имъ самимъ былъ примфненъ 
_методъ Декарта въ одномъ изъ своихъ сочиненй !). Въ числу сторонниковъ 
метода Декарта принадлежалъ французскй математикъ Ферма (1601—1665), 
которому нЪкоторые изъ аналитическихъ пр1емовъ Декарта были извЪетны 
еще ранзе выхода въ свЪть „Геометри“, но спешальный характеръ его 
изелЗдован1й, основанныхъ имъ, большею частью, на созданномъ имъ ме- 
тод$ „тажииз и тимтияз“ ближе подходить къ геометрическимъ изслЪдова- 
нямъ древнихъ геометровъ ?). Другой сторонникъ новаго метода былъ другъ 
Декарта французъ Де-Боне (Фе-Веадпе, 1601—1652), написавпий коммен- 
тар!и на „Геометр!ю“ 3), которые очень ц$нились самимъ Декартомъ. Де-Боне 
установилъ новыя воззрЪзн1я въ Аналитической Геометри вкривыхъ ли, 
онъ первый указалъ на связь существующую между уравненемъ и свой- 
ствами касательной и соотвтетвующей ей кривой. Комментарти Де-Боне 
появились въ печати въ первый разъ при обширномъ комментарли на „Гео- 
метр!ю` Декарта, сдЪланномъ голландскимъ математикомъ Ванъ- Шотеномъ 
(1581—1661). Въ другомъ изъ своихъ сочинейй озаглавленномъ „Матема- 


') Ое гезоиопе аециаопит. Сочинене это напечатано было послф смерти Робер- 
валя вмфст съ другими его сочинен1ями въ сборник: П1уегз оцчгасез 4е ша 6шайааев 
её 4е рвуз1дае, раг М. М. 4е ГАсадвийе Воуме 4ез Бс1епсез. Раг1; 1698 ш-]. 


*) Сочинене Ферма „о наибольшихъ и наименьшихъ величинахъ“ до насъ не дошло 
въ подлинник$, а сохранилось въ изданти сочинений Ферма: Уага орега ша Вешайса Ш. 
Рем! 4е Кегмаё, зепайохг1з То]озаю1; То1озае, 1679, ш-10]. 
_3) аеотейла, а Вепафо Рез Сайез адпо 1637 саШсе е4йНа, пипс алмеш саш 1083 
Еюгипоп@1 4е Веаапе, шсипа В]аеветз сопз|. гесй, шт Нпепал ]аИпаш уегза орега 
Егапе. & Эсвооеп, [ае4. Вадау. 1649, ш-4. Есть еще издаюмя 1659 и 1683 годовъ. 
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тическ1я упражненя“ ') Ванъ-Шотенъ примЪнилъ методъ координать къ 
р$Ъшеншю многихъ весьма сложныхъ и интересныхъ вопросовъ высшей гео- 
метри. Методъ этоть онъ съ успзхомъ примФнилъ въ [Ш-ей книг этого 
сочинен1я, предметъ которой относится къ возстановлен!ю утеряннаго сочи- 
нен1я Аполловшя „Плоскя мъета’. Въ У-й книг% того же трактата Шотена 
мы находимъ первое приложеве метода координатъ къ кривымъ въ прос- 
транствЪ. Это былъ первый шагъ къ Аналитической Геометрии трехъ изм$- 
ревй. Изъ числа другихъ послЪдователей метода Декарта упомянемъ еще 
голландскихъ математиковъ: Вита (УЦ, 1632—1672), Слуза (Базе, 1623 
—1685), Гудда (Наа4е, 1633—1704), Гюленса (Ниуспепз, 1629—1695), 
Бань-Геретя (Уап-Непгае), англичанина Нейля (Мей, 1630—1677), усво- 
ившихъ методъ координатъ и прим$нявшихъ его при р5шен!и различныхъ 
геометрическихъ вопросовъ. ПослЪдне два геометра, именно Ванъ-Геретъ 
и Нейль, одни изъ первыхъ занимались вопросомъ о спрямлеши кривыхъ. 
Нельзя также пройти молчашемъ довольно обетоятельные комментари на 
„Геометрию“ Декарта, написанные езуитомъ Рабуэлемь (1663—1628) 2). 

Первое сочинене относящееся къ коническимъ сЪченмямъ, въ кото- 
ромъ былъ приложенъ методъ Декарта, было написано въ 1665 году ан- 
глйскимъ математикомъ Валлисомь (1616—1703) 3). Сочиневе это не за- 
ключаеть ничего особеннаго, такъ какъ Валлисъ въ своихъ геометрическихъ 
изслЪдовашяхъ большею частю всегда слфдовалъ синтетическому методу 
древнихъ, творен1я которыхъ онъ очень ц%нилъ. Несравненно важнЪе при- 
ложен!е метода Декарта, которое сдзлалъ Валлисъ въ своей „Ариеметик$ 
безконечныхъ* *) къ методу недЪлимыхъ итал1анскаго математика Кавалери 
(СахаПе1, 1598—1647 < 

Одновременно съ Декартомъ друпе современные ему геометры, про- 
должая заниматься изученемъ сочинений древнихъ греческихъ геометровъ 
Аполлоня и Паппа, изслЪдовали геометрическле вопросы съ иной точки 
зрън1я-—съ синтетической. Обобщая выводы древнихъ и продолжая далЪе 
кругъ геометрическихъ изсл$дован!й они оказали также не малое вл1яне 
на посл5дующее развите Аналитической Геометри. Изъ числа такихъ гео- 
метровъ первое м$ето принадлежитъ другу Декарта Дезару (1598—1662) 
и ученику поелфдвяго извЪестному Паскалю (1623—1662). На труды этихъ 
геометровъ долгое Время не было обращено должнаго вниман1я, такъ какъ 
изслЪдоваше геометрическихъ вопросовъ синтетическимъ путемъ постепенно 





1) ЕхегсиаИовез падпетасае, Амфег@., 1657. 

2) Карие, Сотатепагев ваг 1а Сбеотебе 4е М. Певсатёев. Гуоп, 1730, ш-4. 

3) У’аИзз, Эе Зесйот ив Соле, Охоп., 1665, т-4. 

*) Уаз, Ати`шейса шйпИогаш, уе поуа шеодиз паихге м согуЙтеагит 
даа габагаюш аПацие рго ета, Охоп., 1656, т-4. 
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вытзенялось новымъ методомъ координатъ Декарта. Только въ началЪ ны- 
нЪшняго столЪт1я на синтетический методъ изслЗдовай было обращено 
снова вниман1е и онъ далъ блестяшле результаты. Сочинен1я Дезауга, каса- 
тись многихЪъ геометрическихъ вопросовъ интересныхъ по своему существу, 
къ сожалЪн!ю авторъ ихъ писалъ въ видЪ набросковъ, сообщая читателямъ 
только основныя положевя и результаты. Главное изъ его сочиненй,—на- 
печатанное въ 1639 г.,—имЪло предметомъ коническля сЪчения'); методъ из- 
слЪдован1я Дезарга прим$ненный въ немъ былъ основанъ на методЪ перс- 
пективы. Сочинене это дошло до насъ только благодаря коши снятой съ 
напечатаннаго экземпляра геометромъ Лагиромъ. Въ сочинени этомъ нахо- 
дится много зам чательныхъ изелздовавай и воззр$н!й автора, такъ напр. 
Дезаргъь первый высказалъ явно положене выраженное Евклидомъ неявно 
ВЪ своемъ постулатЪ, что если разсматривать прямую, какъ продолженную 
въ 06% стороны въ безконечность, то ея противоположные концы сходятся. 
Въ этомъ же сочинен1и` Дезарга изложены основныя начала теорли инволю- 
ци, которыя внослфдетви, благодаря французскому геометру Шалю, стали 
однимъ изъ основай новфйшей Геометр!и; также Дезаргу мы обязаны 
основными положенями метода сЗкущихъ и метода поляръ и полюсовъ на 
плоскости и въ пространствЪ. Посл дь!й методъ, который н$®которые при- 
писывали французскому геометру Лагиру, послужилъ основавемъ метода 
взаимныхъ поляръ. Геометрическля изелЪдовавя и методъ Дезарга высоко 
пфнились Декартомъ, не смотря на то что методы ихъ были различны; 
говоря о заслугахъ Дезарга Декартъ въ письм$ къ Мерсенну говорить, 
„что Дезаргъь первый внесъ въ геометрическля изелЗдован1я направление 
и характеръ, который онъ, Декартъ, называетъ метафизикой Геометри и 
который ник$мъ не былъ прилагаемъ кромЪ Архимеда“. 

Направление внесенное въ геометрическля изелЗдовавя Дезаргомъ на- 
шло послЗдователя въ лицЪ французскаго философа Паскаля, который так- 
же слЪдовалъ синтетическому пути. Методъ этоть Паскаль прим нилъ съ 
р*дкимъ успЪхомъ въ своемъ сочинени „ВКоническля СЪчешя“ ‘въ шести 
книгахъ. Въ сожалЪ ню сочинене это въ настоящее время утеряно, хотя 
еще въ 1676 году Лейбницъ въ бытность свою въ Париж% имЪлъ его въ 
рукахъ и упоминаетъ о его содержави. Указав1я на содержаве этого за- 
мъчательнаго сочиненя сохранились также въ дошедшемъ сочинен!и Пас- 
каля „Опыть коническихъ сфченй“, написанномъ въ 1640 году °). Въ не- 


т) ВгопШоп рго]есё Фапе аМеийме зах бубпетею. дез гепсопёгез 4’ип сбпе эуес 
ип р]ап, её аах 6убпешетз 4ез сопфгаг166з Фепёте 1ез асйопз 4ез ри15запсез оп Ёогсез 
Рав, 1639. 

2) Сочинен!е это было издано только въ 1779 г., подъ заглавемъ: „Юззал роиг 1е5 
сопдиез“, въ полномъ издани сочинеюй Паскаля, даннымъ Бо055и%, 
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дошедшемъ до насъ трактат Паскаля были положены основы предложенй, 
касающихся ангармоническихъ отношевнй, и дано также дальнзйшее раз- 
вите теори инволющи Дезарга. Въ „ОпытЪ“ Паскаля были указаны свой- 
ства шестиугольника, вписаннаго въ коническое сЪчеше. Шестиугольникъ 
этоть Паскаль называлъ „мистическимъ.  Коническля с$ченля Паскаль об- 
разовывалъ съ помощью круга, прим$няя начала перспективы, и свойства 
ИхЪ ВЫВОДИЛЪ ИЗЪ СВОЙСТВЪ круга. 


Другой современникъ Декарта, также одинъ изъ его друзей, фран- 
цузъ Мидоржь (1585—1647) первый написалъь во Франщи сочиненше по 
коническимъ сЪченлямъ, вышедшее въ 1631 г. въ двухъ книгахъ; въ 1641] г. 
оно было авторомъ дополнено и издано въ четырехъ книгахъ !). Методъ 
изслЪдовавй Мидоржа слЪдуетъ отнесть къ синтетическому методу древ- 
нихъ, который онъ стремился обобщить и расширить. 


ПослЪдователемъ метода Паскаля былъ`также извфстный знатокъ 
творений древнихъ греческихъ геометровъ голландецъ 1езуитъ Гр. де-Сенъ- 
Венсень (@тесоше 4е-5$.-Улшсепь 1584—1667), обогативпий теорпо кони- 
ческихъ сЪчен!й множествомъ предложений, найденныхъ имъ’). 


Въ духЪ древнихъ геометровъ разработывалъ теор!ю коническихъ с}- 
ченй также французск1й математикъ Лалиръ (Та-Не, 1640—1718) напи- 
савпий нЪфеколько сочиненй, изъ которыхъ главное „Трактатъ коническихъ 
С$ченй" напечатанный въ 1685 г. 3). Хотя Лагиръ былъ основательно 
знакомъ съ методомъ координатъ Декарта, но онъ предпочиталъ произво- 
дить свои изсл$дован1я методомъ синтетическимъ, впрочемъ въ значитель- 
ной степени разнящимея отъ премовъ древнихъ. Лагиръ инымъ образомъ 
образовывалъ коническ1я сЪченя чЪмъ древше. Онъ принадлежалъ къ 
числу послЪдователей Дезарга, который поручилъ ему даже окончане 
одного изъ своихъ сочинеюмй по прикладной математик». 


Цервый геометръ представивиий поверхность въ видф уравненя между 
тремя перем$нными, на сколько извЪстно, быль французъ Парень (1666— 
1715). Соображевня свои по этому вопросу онъ предетавилъ въ мемуарЪ, 


) Мудотдуиз, Ргодгот. Саориле. её ПГ1орылсит, РагвИв 1641, ш-Ю]. „Коническля 
СЪчен1я“ были введемемъ къ сочинен1ю, содержав!е котораго Катоптрика и Д1оптрика. 
Введен1е это должно было заключать восемь книгъ, но послфдийя четыре не были напеча- 
таны. — 

2) Стедотю а 5- Тщетно, Ориз веотей1сат диайгадигае @тсиЙ её Зесйопит сош, 
4есешт НЬгз сотргевепвит. Ус]. ТП, Апфуегр. 1625, т-№]. Въ сочинен1и этомъ азторъ 
даетъ невзрное рёшев1е задачи квадратуры круга. Ошибочность выводовъ первый указалъ 
Декартъ. 

3) Бесйопев соп1сае 1 поуеш Пфгов @5иИумае. РагвНз, 1685, ш-Ё№]. 
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читанномъ имъ въ 1700 г. въ Парижской Академии Наукъ. Въ другомъ 
своемъ сочинени Паренъ находитъ уравнене шара, уравненше касательной 
плоскости къ шару, уравнен1е яЪзкоторыхъ поверхностей третьей степени и 
кривыхъ двойной кривизны и многое другое‘). Нововведеше Парена оказало 
несомнзнныя услуги развитию Аналитической Геометр!и трехъ изм$рений. 


Методъ координатъь въ пространствЪ въ первый разъ обстоятельно 
былъ изложенъ французскимъ геометромъ Алеро (1713—1765), въ 1731 г., 
въ сочинен!и: „Грактатъь о кривыхъ двойной кривизны °), которое онъ на- 
писалъ имЪя всего шестнадцать лЪтъ. Въ этомъ сочинен!и показано при- 
мънеше координатъ въ пространетвЪ къ поверхностямъ и кривымъ двойной 
кривизны, происходящихъ отъ ихъ перес$чемя. Изъ другихъ математиковъ 
способствовавшихъ развитю Анал. Геом. трехъ изм$реюй укажемъ еще на, 
французскаго геометра аббата Де-Гуа (1718—1788) автора сочинеея по 
теор1и кривыхъ 3), въ которомъ онъ даетъ премы для нахождения касатель- 
ныхъ, ассимптотъ и кратныхъ точекъ кривыхъ всевозможныхъ степеней. 
Онъ первый показалъ, что нзкоторыя изъ этихъ точекъ могутъ лежать на 
безконечности. Методь Декарта нашелъ также прим$неше въ сочинени 
швейцарскаго геометра Крамера (1704—1752), озаглавленномъ: „Введете 
ВЪ анализъ алгебраическихъ кривыхъ“ 1) и въ сочинени француза мар- 
киза Лопиталя (1661—1704), озаглавленномъ „Аналитическй трактатъ 
коническихъ сЪченй“ 5). Въ послЪднихъ двухъ сочинеяхъ подробно из- 
ложена аналитическая теорля кривыхъ лин и поверхностей. 

Знаменитый Леонардь Эйлеръ (1707—1783), членьъ СПБ. Академи 
Наукъ, также изложилъ основан1я аналитической теор1и различныхъ гео- 
метрическихъ кривыхъ въ своемъ сочинени: „Введене въ анализъ без- 
конечныхъ", написанномъ въ 1748 г. 6). Изелфдоваюя свои онъ распро- 
странилъ на Геометр1ю трехъ изм$ревй и первый изслЪдовалъ уравненя 
съ двумя и тремя перемЪнными, заключающия уравнен1я поверхностей 


втораго порядка. ИзслЪдован1я Эйлера занимательны по своей удобопо- 
нятности и общности. | 


— 


') Ратет, Еззал её гесЪегсЬез 4е рВуз1дае её де шм№б6тайаиез. Раг15, 1713. 3 хо] 
11-12. 

2) (Чолтащ, Веспегсвез зиг ]е5 соигрез а Чоце соигриге. Рагз, 1731, ш-4. 

3) 41/е-Сиа, Озаже 4е Рапа]Лузе 4е Оезсагез, роиг Абсоцугг запв ]е зесойтз 4и са]- 
са! 91Ё6гепие], 1ез ргорг16%6з оц аНесйопз ргшераез 4ев Попез сботёй1аиез Че фюиз ]ез 
оггез. Рагз, 1740, ш-12. 

$) Статег, Пигодисйоп & Гапаузе 4ез Пепез сочтрез эе6Ъдаев. @боёуе. 1750, 
щ-4. | 

5) Г’Нозриа, Тгайё апа]уйаие 4ез зесНопз соп1иеё. Рал15, 1720, ш-4. 

8) Г, Ещег, Пихгодасно ш Апаузш шбойотиш, Уо1. ГП. Баазалие, 1748, 11-8, 
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Первый изъ геометровъ изслфдовавпий вопросъ о кривыхъ высшихъ 
порядковъ во всей его общности былъ велимй Ныютонъ (1642—1727), 
Работы его по этому предмету изложены въ сочиненти: „Перечислете кри- 
выхъ третьяго порядка“'). Ньютонъ насчитываетъь 72 вида различныхъ 
кривыхъ третьяго порядка, которыя онъ дзлитъ на пять классовъ. Онъ по- 
казываетъ, что он образованы перспективной проэкщей пяти кубическихъ 
параболъ, подобно тому какъ веЪ кривыя втораго порядка образованы про- 
экцями круговъ. Также указаны были Ньютономъ различныя интересныя 
свойства принадлежашия алгебраическимъ кривымъ, но доказательствъ ни- 
какихъ этому онъ не далъ. Въ настоящее время даже трудно сказать, 
какъ онъ пришелъ къ этимъ выводамъ: путемъ-ли анализа или геометри- 
ческимъ? Многе изъ вопросовъ чистой геометрии р$шены были Ньютономъ 
въ первомъ отдЪлЪ его знаменитаго сочинен!я „Начала философли , *). Въ 
этомъ отдфлЪ изложенъ методъ Ньютона, которымъ онъ пользовался при 
р$»шен1и различныхъ геометрическихъ вопросовъ, а также показаны мног!я 
замЪчательныя свойства коническихъ сЪчений. 


БолЪе обстоятельно была изложена теорйя кривыхъ, разсмотрЪнныхъ 
Ньютономъ, английскими геометрами Стирлинмюомь (1692—1770) и Макло- 
реномь (1698—1746). Первый далъ доказательства различныхъ свойствъ 
кривыхъ третьяго порядка перечисленныхъ Ньютономъ и прибавилъ къ 
нимъ еще четыре вида. ИзелЪдованая Стирлинга составляютъ предметъ 
его сочиненя: „Кривыя третьяго порядка перечисленныя Ньютономъ” 3). 
Цодобнаго же содержаня суть сочиненя Маклорена “), во второмъ изъ 
которыхъ онъ выводитъ наиболЪе интересвыя и важныя свойства алгебраи- 
ческихъ кривыхъ синтетическимъ путемъ. 


Попытки классификаши различныхъ кривыхъ были уже сдЪланы 
древними геометрами. Они сознавали что всякая кривая есть ничто иное 
какъ рьшевше неопред$леннаго вопроса Въ такомъ смыслЪ древне назы- 
вали кривыя 1еометрическими мостами. Хотя они не имЪли поняття объ 
уравнен1яхъ и объ представлен!и кривыхъ уравнен1ями, но они понимали, 
что геометрическая кривая есть мъсто точекъ соотвЪтетвующихъ безчис- 


1) Тзаасе М№ифот, Епатегамо Нпеагита {ег огдл8. Сочинеше это есть прибавлене 
къ „ОптикЪ“ того же автора, напечатанной въ 1704 г. 

2) №еиюп, РЫПоворае пабага! $ ргтспиа шабетаса. Гопоп, 1687, ш-4. 

3) оНтитд, Гщеае зе! ог4апу8 Мезбощалае. Охоп. 1717, ш-8. 

4) Мааитт, @еотефта ограшса, уе дезстрио Ппеагит согуагат ишчегза/з, 
Тод4. 1719. щ-4. 

Мадашит, Ое ПЦрезтит ны ргорпебайБи8 гепега!$ фгасбабиз. Гопй. 
1720, 1-4. 
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ленному множеству рЪшевнй, соотвЪтетвующихъ предложенному вопросу. 
Декартъ указалъ на отличительныя свойства двухъ видовъ кривыхьъь, 
именно: геометрическихъ и механическихъ. По его опредЪлен!ю леометри- 
ческтя кКривыя суть тъ, въ которыхъ точки кривой могутъ быть опредЪлены 
сочетан1емъ двухъ движенй, между которыми существуетъ опред$ленное от- 
ношен1е. Таковы конхоида, циссоида и т. д. Въ числу механическихь кри- 
выхъ принадлежатъ: спираль, квалратрикса, циклоида, логариемическая 
кривая и др., отношения движен1й отъ которыхъ онЪ происходятъ неиз- 
въЪстны. Это дЪлене кривыхъ было замфнено впослЪ дети другимъ, прел- 
ложеннымъ Лейбнииомь (1646—1716). Онъ всЪ кривыя отнесъ къ числу 
геометрическихъ, раздъливъ ихъ на два класса: кривыя алмебраичесмя и 
кривыя трансцендениныя. Первыя суть т$ въ которыхъ ординаты въ 
функши абециссы выражаются конечнымъ числомъ алгебраическихъ дЪй- 
ствй. Вторыя суть т, въ которыхъ эти функши состоять изъ безконеч- 
наго числа алгебраическихъ дЪйствй, таковы Юш, С0з, Тапо, |000 и т. д. 
Классификаця алгебраическихъ кривыхъ, какъ мы видЪли выше, дана 
была въ первый разъ Ньютономъ. 


Мы перечислили всЪ боле извфетныя сочиненя по Аналитической 
Геометри написанныя въ ХУП и ХУШ стол5тяхъ и указали на ихъ ха- 
рактеръ. Эти же сочинемя представляютъ постепенное развит!е метода ко- 
ординатъ, созданнаго Декартомъ. Мы уже видЪли Какъ Паскаль, Дезаргъ и 
друге геометры стремились создать синтетическлй методъ, основанный на 
новыхъ методахъ, который они постепенно вводили въ геометрическля из- 
слЗдован1я. Такой синтетическй методъ былъ снова введенъ въ геометри- 
ческля изслЪдован1я въ началЪ настоящаго стол тя знаменитымъ француз- 
скимъ геометромь Монжемь (1746— 1818), основателемъ политехнической 
школы, творцемъ „Начертательной Геометрли“ '). Предметъ Начерт. Геом. 
есть рБшен!е различныхъ вопросовъ, относящихся къ фигурамъ въ простран- 
ствЪ$ путемъ графическимъ— на плоскости. Методъ Монжа много способство- 
валъ болЪе обобщенному воззрЪн!ю на фигуры вообще. Такимъ образомъ 
въ геометрическихъ изелБ доватяхъ разсмотр$ н1е различныхъ фигуръ и ихъ 
соотношений въ пространствЪ являлось однимъ изъ самихъ главныхъ. Под- 
твержденемъ этому отчасти могутъ служить классическое сочиненше Монжа 
„Приложене Анализа къ Геометрии“ 2), предметъ котораго происхождене и 
свойства поверхностей, а равно и труды многочисленныхъ его учениковъ: 


') Моде, @Чботбёиле Чезстлриуе, Ралз, 1794, т-4. 
2) Мотде, АррИсамоп 4е ГАпайузе & 1а& Сботёыче 4ез виг#асез фи 1-е её 2-е девтё, 
Рал1з, 1807—1809, 1ш-8, 
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Дюптена (1784—18..) 1), Бо (1774—1862) ?), Бузаниюона (1185—1880) 3), 
Гащета (1769—1834) *), Понселе (1788—1867)5) и многихъ другихъ,. 
Понселе въ 1822 г. въ своемъ сочинен!и „Трактатъ о проэктивныхъ 
свойствахъ фигуръ“” далъ методъ проэкщй, въ которомъ отъ частныхь 
свойствъ фигуръ восходятъ къ болЪе общимъ. Тавя свойства носять назва- 
н1е яроэктивныхь свойствъ фигуръ. Перспективная проэкшя еще ране 
была приложена къ геометрическимъ изелЗдовавямъ Дезаргомъ, Ньютономъ 
и Паскалемъ, о чемъ мы упоминали уже выше, а впослЪдетвыи нёмецюий 
геометръь Ламберть (1728—1777) въ своей „ПерспективЪ“ 8) лриложилъ ее 
къ ршеншю нЪкоторыхъ весьма сложныхъ вопросовъ, при помощи преобра- 
зован1я ихъ въ болфе простые. Но только Понееле въ проэктивныхъ евой- 
ствахъ фигуръ увид$лъ весьма плодотворный геометрическай методъ и при 
помощи его развитя далъ новый толчекъ къ возникновен1ю новЪйшаго син- 
тетическаго метода. Въ сочинени Понселе изложена также одна изъ бол%е 
важныхъ геометрическихъ теорй, именно „Теоря взаимныхъ поляръ’, пер- 
воначальные слфды которой н$фкоторые математики усмотр$ли въ сочинен]- 
яхъ Дезарга. Еще ране, именно Лагиру въ 1685 г., было извЪетно, что 
въ плоскости коническаго сзчевя всякая точка съ прямою и всякая пря- 
мая съ точкою находятся въ извфетномъ соотношени. Такое соотношене 
Понселе прим$нилъ къ преобразованю одной фигуры въ другую, ей взаим- 
ную, и изъ него создалъ геометрическай методъ, гдЪ точк$ въ одной фи- 
гурз соотв$тствуетъ прямая въ другой, и обратно. Французекй геометръ 
Герюнне (1171—1859) въ подобномъ соотношени двухъ взаимныхъ фигуръ 
усмотрЪлъ общее начало, изъ котораго съ того времени возникла новая 
точка зря при геометрическихъ изслЪдован1яхъ. Начало это извЪетно 


'} Диля, Езва виг ]а ЧезсгрИоп 4ез Ивпез её 4ез вагРасев 4а весоп@ еде. 
Помфщ. въ доигоа1 ае ’Есое Ро]у{есЬп1дие, ХУ сашег, 1808, р. 45—88. 

Рирлт, О6уе]оррешещз 4е бботё ле, 1813, Раз, ш-4. 

Диурт, АррИсаМорв 4е Сбвошеёйче её 4е Мёсашаае, Рагз. 1822, т-4. 

2, Вало Евзай 4е @ботёйме аоэуйапе, Раг1в, 1805, 11-8. 

Воь Еззай апа\унаце дез соигрев её 4ез загасез, Раг1з, 1802. ш-8. 

3) Вчапстоп, Метоше зиг |ез ваг{асез сопгоез 4а весоп@ 4евтё. Помфщ. въ доцт- 
па! 4е 1’Ёсо]е Ро]уцесвищие, ХИТ саШег, 1806, р. 297—311. 

Втатсйо”я, Метоше виг ]ез Пепез да весоп4 огаге. Ралв, 1817, т-8. 

*) Насйейе, 16 тер: де Сбошейле & 1го1з Анпепз!отз, Раг!в, 1817, 11-8. 

Насйеце, АррИсэмоп 4е Рсёьге & 1& сбошене 4е фгов @1тепяюотв, Рагз, 1817, 
1-8. 

5) Роисёе, Тгайё 4ез ргормёёёз рго]есИуев 4ез Ягигев. Раллв, 1822, т-8. 

Ропе@е, Тибоме сёиёга]е 4е5з ромгев гёоргодаев. См. Фопгпа1 СгеП. Т. ТУ р. 
1—71, 1829. 

8) Тлитфе, Ге {гае Регзресиче. Дамеь. 1759, ш-8, 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРКЪ РЛЗВИТ1Я АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. ХХУП 


нын% подъ именемъ двойственности координать (дав). Назване это вве- 
дено было Гергонномъ 1). 


Новая точка зрЪн1я введенная Понселе въ изсл$доване геометриче- 
скихъ вопросовъ получила вскорЪ$ быстрое развите. Незадолго до появлен1я 
сочинен1я Понселе появилась въ 1803 г. „Геометрая положен1я“ *) фран- 
пузскаго геометра Карно (1753—1823), къ которой авторъ изел$дуетъ евой- 
ства фигуръ въ зависимости отъ ихъ положеня. Главное нововведеше Карно 
въ его „Геометри заключается въ томъ, что онъ далъ геометрическое 
представлен1е количествъ положительныхъ и отрицательныхъ, что способ- 
ствовало значительно обобщен1ю геометрическихъ ршевй, въ томъ смыел$ 
что одного рьшен1я было достаточно, каковы бы ни были положевя раз- 
личныхъ частей фигуры. Ло Карно требовалось столько рф шевй сколько 
было различныхъ расположенй частей фигуры. 


Дальнфйшему развитю геометрическихъ изелЪдоваюй много также 
содъйствовала новая геометрическая теор1я мнимыхъ количествъ, созданная 
въ начал настоящаго в$ка. Теорйя эта дала блестящие результаты въ сво- 
ихъ приложеншяхъ къ различнымъ вопросамъ математическаго анализа. Пер- 
вый 3) разсматривавпий выражеше И—1 какъ условный символъ, выражающий 
перпендикулярность, а выражения вида ——а/—1 какъ представляющ1я лини 
перпендикулярныя къ направлен1ямъ по которымъ отсчитывались величины 
дЪйствительныя, положительныя и отрицательныя, былъ французевлй мате- 
матикъ Арунь (1768—1813), написавпий въ 1806 г. сочинене „Попытка, 
‘предетавить мнимыя величины при геометрическихъ построен1яхъ" “). Одно- 
временно съ Арганомъ тзмь же вопросомъ занимался аббатъ Бюз °) и 
Франсе °). ДальнЪйпия обобщеютя методъ Аргана получилъ благодаря тру- 


— 


т) Аппа]ез 4е Ма фётайаиез, Т. ХУГ 1825—1826, р, 209. 

2) Сагпоф @ботёе 4е роз1 опт, Ралт1з, 1803, т-4. 

Сатпоф 'Тьбоге 4ез 4гапзуегза]ез, Раг1з, 1806, т-4. 

3) Первая попытка представить геометрически мнимыя выраженя принадлежить прус- 
скому геометру Кюну (Кап, 1690—1769), автора мемуара: МедНайопез 4е диап йа Ъи5 
пастахтНз сопзегиет418 её гад1с1Ъиз ПпастшагИз ех еп. Мемуаръ этотъ былъ напеча- 
танъ авторомъ въ 1750 году въ №\1 Соттешатй Асадет. 5с1еп%. Пирег. Реёгоро№., Т. Ш. 


`4) 4тдата, Еззай виг ипе шашеге @4е гергбвемег 1ез диатез ппастпатез дапз ]ез 
сопзгисйопз оботёаиез. Ралт1з 1806, ш-8. Есть издане 1873 г. 

5) Вибе, Мётоше ваг 1ез диап 65 1тастагез. Помфщено въ РЬПозорЬ1са] Тгал- 
засвйоп, 1806. 

°) Етаисаз, Мопуезах ргшерез Че Чбошёйле 4е розоп, её 1щегреайов рботб- 
гие 4ез зуто]ез Ппас1шатез. Помфщено въ Аппа]ез ае Мавётайдиев, Т. ТУ, р. 222, 
228, 364; Т. У р. 197; 1818—1815. | 
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дамъ англичанина Варена !), француза Мурея ?) и наконецъ въ новой гео- 
метрической теори эквиполениай, созданной профессоромъ падуанскаго уни- 
верситета Беллавитисомь въ 1832 году). Правильное воззр$ не на геоме- 
трическое представление мнимыхъ выражений имЪлъ также известный гер- 
_ мансюый математикъ Гауссь (@алмзз, 1777—1855), предложивший *) символъ 
$ для выраженшя У—1. Особенно удачныя приложен!я геометрической тео- 
рии мнимыхъ величинъ при изслдовани различныхъ аналитическихъ воп- 
росовъ сдфлалъ французсюй математикъ Коши (1789—1857) въ 1847 г. 5). 
Методъ геометрическаго представлен1я точки на плоскости при помощи 
мнимыхъ выражений англ йсев!й геометръ Гамильтонъ обобщилъ къ алгебраи- 
ческому представлен1ю точки въ пространетвЪ. Методъ этотъ получилъ наз- 
ван1е: метода кватерненовъ 5). Упомянемъ еще англичанъ Пикока, который 


въ свой „АлгебрЪ“ 7) занимался символомъ (+) и Греюри (1818— 
1844), который въ одномъ изъ своихъ мемуаровъ предложилъ особенное 
геометрическое представление для мнимыхъ количествъ 8). Оригинальное 
геометрическое представлене мнимыхъ количествъ далъ еще современный 


') орт ИУомтеп, А Тгеайзе оп Ве Чбеотей“са] Вергезещайоп о{ Ше Бацаге Воо 
0+ Мезайуе /фпап Иез, СашЪфтг1Аре, 1828, т-8. Дальнфйшее развит!е своей теори авторъ 
хаетъ въ РАПояор са] Тгапзасяоп за 1829 г. рас., 241—254, 839—359. 

2) Моитеу, Га угале (бое дез даапы6з пбоауе5 её дев днап 68 рг@епанев ппа- 
ста1тез, Раг1в, 1823. ш-8. Есть издаве 1861 г. 

3) ВеЙасиз, Меойо ЧеПе едилроПепяе (См. Аппа! 4еЦе заеп2е 4е] гебпо Бот- 
Ъагдо-Уепево, Т. УП, 1837).—Зроз!2опе 4е] пеёойо 4е!е ечи1роПеп2е (См. Метоге 4еПа 
Зос1е ЦаПапа Че]е зс1еп2>, Т. ХХУ, Модепа, 1854). Посл$днее сочинеме существуетъ 
во француз. переводЪ: ЕхроИоп 4е ]а шелойе дез едиро!спсев раг @. ВеПахиаз, фгад и 
раг Гла1зат Рат1з, 1874, т-8. 

4) О мнимыхъ величинахъ Гауссъ упоминаетъ мимоходомъ, говоря объ составныхъ 
количествахъ. Онъ говоритъ, что если величины положительныя и отрицательныя отсчиты- 
вать по горизонтальной линйи на право ина л$во, то мнимыя величины сл$дуетъ отсчиты- 
вать но направлению перпендикулярному. См. (6\Япе15спеп сеевг{4еп Ап2е1сеп, даБг 1831, 
58. 61, $. 625 и Треома гез4аогит Ыоааагайсогит, Соштепфа с 2-4е, ОбИшсае, 1832, 
рах. 16, ахф. 38 её 39. у 

5) Самеву, Баг ев дпапиев вботёйлачез; См. Ехегссез 4’Апмузе её 4е Рьузаие 
ша бтанаце, Т. ТУ, 1847, Ратв, раг. 157—180. 

') НатЧ\ютп, Оп Чамегиопв, ог оп а пем Бузет о? Ппастанев 1 А]сега, См. 
РЬозорЬ!са] Маразше, 1814, 1845.—Оп ЗушЪоНса/ Сеотшеу. См. Тье СашЬчАре апа 
Робо Ма\ет. Уойтпа], 1846, Уо/|. Г; 1847 Уо1. П. — Напийюп, Гете оп дажеги!о13. 

Рафа, 1853, т-8. 

") Реасоск, А]тефга. СашЪг4., 1842, ш-8. 

°) Стедоту, Оп Те еетемату ргларез о{ 41е аррИсаНоп о? а]веъгаса] зутЪо]8 
{0 реошехту. ПомЪш. въ Сашомаве Мафетайса] допгпа], Т. П. 1841. —ХальнЪзйшее раз- 
вит!е своей мысли Грегори приложилъ въ сочинени: Стедоту, Ехетр]ез оё е О егеп. ап4 
Ицевта! Смесиов. СашЪ4., 1841, ш-8, 
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французскй геометрь Мари '), съ помощью котораго онъ легко объяснилъ 
перодичность не только интеграловъ простыхъ, но и кратныхъ. 


Изъ новаго метода проэкщй Понселе, новаго воззрЪя на геометри- 
ческое значене мнимыхъ выраженй, „Геометри положення“ Карно воз- 
никла новфйшая синтетическая геометр1я. Предметъь ея изсл$доваЙ ка- 
сался въ началЪ только общихъ проэктивныхъ свойствъ фигуръ, впослд- 
стви въ нее вошли также изслЪдован1я непроэктивныхъ—метрическихъ 
свойствъ. ЦоелЪ Понселе французсклй геометрь Шаль (1793—1880) ин%- 
мецклй геометрь Штейнерь (1796—1863), независимо одинъ отъ другаго, 
положили основан1я новой синтетической геометрии, опредЗливъ отноше- 
н1я существуюцйя между проэкщей двухъ фигуръ, независимо отъ ихъ перс- 
пективнаго положеня. Услов1я эти легли въ основане ихъ теори. Труды 
этихъ двухъ геометровъ составили предметъ многочисленныхъ ихъ сочине- 
ый и мемуаровъ, изъ которыхъ болЪе важны „Высшая Геометр1я“ Шаля 2) 
и „[еометрическля построенля произведенныя ри помощи неподвижнаго 
круга и прямой лини’ Штейнера 3). Въ, другомъ сочинени „Систематичес- 
кое развите взаимной зависимости геометрическихъ образовъ” *) Штейнеръ 
излагаетъ свои геометрическая воззрЪв1я и подробно разбираетъ нзкоторые 
изъ методовъ новЪйшей геометрии, какъ напр. двойственность, проэктивность 
и др. Около того же времени Геометр!ю положеня разработывалъь нфмецей 
геометръ И/паутдь (1798—188.) авторъ сочинения „Геометрая положения“ 5), 
содержащее много интересныхъ изелдованй. Весьма много интересныхъ 
геометрическихъ вопросовъ было р5шено италланскимъ геометромъ Маске- 
_ рони (1750—1800), изсл$довавшимъ цфлый рядъ задачъ, которыя онъ р*- 
шилъ въ своей „Геометри циркуля” только съ помощью круга 5). 





Новый методъ, внесенный въ изелЪдован1я геометрическихъ вопросовъ, 
далъ самые блестяпие результаты въ рукахъ такихъ ген1альныхЪъ математи- 


1) Мажтеп Мате, ТЬвоме @4ез ФопсИоп8 4ез уага ез паасшалтез. Т. 1—Г. 
Рал1з. 1814—76, ш-8. 

?) СРаЯез, Тгалё6 ае аЧботё ме Зирёчеиге, Раг1з, 1852, т-8. 

3) тег, Ге веотейлзсвеп Сопзгасйопеп апзве!аВг пе 4ег сегадеп Те 
ип ешеш {езеп Кге!зез. Вег!а, 1833, т-8. 

1) обететг, Зубетайзсве ЕшщужтсКеаой бег АЪЪАпе1сКей сеотенсЪег  бемае УОП 
епараег, шй ВегаскясЬЯсопо 4ег Агфецеп аШЦег ил пецег беотеег йфег Рог1зшев, 
Рго]есНопз-Мео4еп, @беотейле 4ег Гасе, Тгапзуегзаеп, Оиа8$ ива Весргоси8“ цпа 5. 
\. ВегИп, 1832, ш-8. Сочинен1е это должно было состоять изъ пяти частей, но вышла 
въ свфтъ только первая часть. 

5) банаь Сеошейче 4ег Гаре. Мигиего. 1847, ш-8 Венудре гаг беотей“е 4ег 
Басе. Ней 1--2—3, 1856—60. Магофеге, т-8. 

6‘) Мазейегот, Га веошейЗа 4 сошразво. Раза, 1797, т-8.. 
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ковъ, какъ Шаль и Штейнеръ. Методъ этотъ способствовалъ много раеши- 
рен1ю границъ геометрическихъ изелЪдоваюмй. При этомъ замЪтимъ, что 
большую часть своихъ теоремъ Штейнеръ далъ безъ всякихъ доказательствъ, 
а приводить лишь ихъ сущность, между этими предложенями есть весьма 
сложныя; ихъ доказательствомъ впосл$детви занимались многе геометры. 
Изъ бол$е выдающихся сочиневй по Геометр1и положен1я укажемъ на со- 
чинев1е германскаго геометра Рейя, вышедшее въ 1868 г. 1). | 

Быстрое развите синтетической Геометраи оказало также вляюше на 
дальнЪйшее развите Аналитической Геометраи. Явилась необходимость анали- 
тическаго толкован1я новыхъ началъ геометрли и новыхъ воззрьшй. Требова- 
лось методъ доказательствъ, усвоенный, синтетической геометрлей, перевесть 
на аналитическай языкъ. Этому оказалъ важную услугу нЪмецей геометръ 
Плюккерь (1801—1868), занимавпийся болЪе глубокимъ и всестороннимъ из- 
сл дован1емъ аналитическихъ уравненй. Нлюккеръ показалъ въ 1828 г. 
въ своемъ сочиненми „Аналитически-геометрическля развитя“ 2), какъ при 
аналитическомъ изслфдовани геометрическихъ задачъ при извЪъстномъ соче- 
тан1и уравнен!Й видны лини фигуръ и взаимное отношен!е между ними. 
‘Совершенно справедливо зам$тилъ Плюккеръ, сказавъ: „формы моихъ урав- 
нен1й суть полныя представленя графическихъ построевшй, въ которыхъ 
нфть ничего посторонняго; это суть идеальныя, аналитическими символами, 
начертанныя фигуры‘ 3). Благодаря Плюккеру Аналитическая Геометрля со- 
вершенно изм$нилась и стала на должной степени своего развит1я. Боле 
обстоятельно были изелЗдованы Плюккеромъ кривыя 3-го порядка, которыя 
онъ разематриваетъ въ зависимости отъ ихъ вида и формы, при чемъ даетъ 
полное перечисление ихъ. Онъ насчитываетъ 219 кривыхъ 3-го порядка. Геоме- 
трическ1я свои воззр$ ная Плюккеръ проводилъ во многихъ сочинен1яхъ, изъ 
которыхъ болЪе важны слЗдующая: „Аналитическая Геометрая“ *), „Теоря 
алгебраическихъ кривыхъ’ °), „Геометря трехъ измЗревй“ 5). КромЪ того 
Плюккеръ написалъ, подобно Шалю, множество мемуаровъ чисто геометри- 
ческаго характера. 


1) Веуе, Пле Чеошейе 4эг Гаве. ТШе 1—2. Наппоуег. 1866—68, ш-8. Перезе- 
дено также на французсвй языкъ подъ заглавемъ: Деуе, дботбёёле 4е розоп. Раг 1—2, 
Раг1з, 1880—81. щ-8. 

*) Раскет, Апуизсв-кеотейчьсве Етизискепкер. В4. 1— П, Езвеп. 1828—31, ш-4. 


*) Рйскег, Цебег Сигуеп 8. Огапиюв. $. СгеЙе В4. ХХХМУ, 1847, 5. 882, Воззр}- 
нлемъ этимъ, говорить Плюккеръ, я обязанъ Монжу. 


*) Рискег, Зуцеш 4. Армуйзерел беотейте, Вега, 1885, ш-4. 
) РщсЁег, Тьеоме 4ег а]сеъгазсВев Сигуеп, Вопп, 1889, 10-4. 
°) Рискег, Зумет ег Сбеотене Чез Вацштев, Ойзве] огр, 1846, ш-4. 
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Исходя изъ своихъ воззрёй на методъ синтетической геометр!и 
Плюккеръ и другой германсвй геометръ Мебзусь (1790—1868) 1), незави- 
симо оть Цонселе и Гергонна, пришли къ началу двойственности коорди- 
натъ, какъ это видно изъ нъкоторыхъ мъетъ „Аналитически-геометрическихъ 
развит1й“ Плюккера и „Барицентрическаго счисления“ Мёбуса 2). Плюккеру 
также обязаны введенмемъ тетраэдрическихь коофдинать и сокращеннаю 
способа, который собственно въ первый разъ былъ предложенъ француз- 
скимъ геометромъ Бобилье (ВорШег) въ 1827 году 3). 

Новымъ синтетическимъ методомъ изсл5доваюй впервые воспользова- 
лись геометры для изелдован1я кривыхъ порядка выше втораго; этимъ за- 
нимались: Понселе, Штейнеръ и Плюккеръ. Въ теори этихъ кривыхъ 0о0со- 
бенное значене им$ли различныя присуппя имъ свойства. Въ такимъ свой- 
ствамъ принадлежать, напримЪръ, такъ называемыя почки перетиба кривой, 
т. е. точки въ которыхъ кривыя измЗняютъ направлен!е своей кривизны, а 
также двойныя касительныя, т. е. касательныя касающляся двухъ различ- 
ныхъ точекъ кривой. Еще Понселе въ этихъ особенностяхъ думалъ найти 
объяснене нзкоторыхъ парадоксовъ, представляемыхъ методомъ взаимныхъ 
поляръ. Изъ этой теори Плюккеръ вывелъ число точекъ перегиба и двой- 
ныхъ касательныхъ, соотвЗтетвующихъь алгебраической кривой извъетнаго 
порядка. Но нахожден1е аналитическимъ путемъ этого числа представляло 
непреодолимыя трудности, такъ какъ эти особенности зависили отъ различ- 
ныхъ свойствъ аналитическихъ уравненй, а также отъ одной изъ самыхъ 
трудныхъ частей Анализа, именно теор!и эллиминаши. Велфдетыи этихъ 
причинъ аналитическое изел$ доване алгебраическихъ кривыхъ высшихъ 
порядковъ долгое время оставалось неполнымъ, пока не получилъ оконча- 
тельнаго своего развит1я одинъ изъ новЪйшихъ методовъ Анализа, именно 
теорля опредзлителей, о которомъ справедливо сказалъ Сильвестръ: „Гео- 
рая опредфлителей есть примфнене Алгебры къ АлгебрЪ; это есть методъ 
даюшлй возможность предвидфть и связать результаты аналитическихъ 
ДЪйствй, такимъ же точно образомъ какъ Алгебра освобождаетъ насъ отъ 
производства обыкновенныхъ дфйстый Ариеметики‘ %). 


1!) Моби, Рег Багусепачзсье Са]си], ет пепез На е] гиг апа]уйвеЬеп Ве- 
Вал4]апе 4ег беошейле, Чагсеже!Ш пп шзБезоп4еге ацЁ 41е ВИацис пецег К]аззеп уой 
Ачафеп ип @1е ЕшусКеаос шеъгегег Е1серзсЪаЙеп 4ег КесезсьиЫе апсежав, уоц 
А. Е. Мороз, Рго{езвог 4ег Азгопош1е га Герле. Ге?ргю, 1827, т-8. 

2) Назваюе, „Барицентрическое счислене“, по словамъ Мёбуса, онъ ввелъ потому, 
что методъ этотъ онъ вывелъ изъ началъ центра тяжести. „Предметъь барицентрическаго 
счисден1я суть точки и численные коэфищенты ихъ“, говорить Мебусъ. 

3) Апла]ев де МазЬё6тайциез; Т. ХУШ, 1827—1828, рас. 320. 

*) Роз. Мас. Ус. Г. 4 . Бег. 1851, рас. 295. 
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Изел$доватя Плюккера нашли также многихъ послЪдователей, изъ 
числа которыхъ наиболЪе извЪстны нфмецке геометры Гессе (1811—1874) 
‘и Клебщь (1831—1872). Главная заслуга Гессе заключается въ томъ, что 
онъ обобщилъ многое въ Аналитической Геометрии, введя въ свои изелЪдо- 
ван1я опредълипели. Занимаясь, на ряду съ геометрическими вопросами, во- 
просами алгебры Гессе показалъ, какъ при помощи теори опредзлителей 
можно исключить одно неизвестное изъ двухъ уравнеюшй высшихъ степеней. 
Занимаясь этимъ вопросомъ Гессе далъ нФесколько важныхъ предложен, 
касающихся этого исключеня и приложилъ ихъ къ изслЪдован1ю кривыхъ 
‘3-го порядка и къ вопросу какъ форму 3-ей степени отъ трехъ перем$н- 
ныхъ привесть къ возможно простой формЪ изъ четырехъ членовъ'). Р%ше- 
н1е этого вопроса свелось на опред$литель изъ двухъ дифференщальныхъ 
коэфицентовъ 3-ей степени, который въ первый разъ былъ введенъ Гессе 
въ вычисления. ОпредЗлитель этотъ, получивпий большое приложене въ 
геометрическихъ изслЪдован1яхъ различныхъ вопросовъ, получилъ назване 
„Гессевскаго опред$лителя“. Одновременно съ изелфдоваюнями Гесее, кото- 
рыя привели его къ открытю опредзлителя его имени, английски геометръ 
Целле (Са]еу) въ 1845 г.2) положилъ первыя основы меори инварлантовь. 
Теорля эта получила, свое назване отъ вопроса, изслЪдован1емъ котораго она 
обязана своимъ возникновевщемъ; вопросъ этоть слЗдуюцший: „какъ могутъ 
быть изъ уравнен1я кривой выведены уравнен1я другихъ фигуръ, которыя 
находились бы съ кривой въ такомъ неизмнномъ (шуата ]е) соотноше- 
ни, что ихъ проэкщи неизм$няются". ДальнЪйшее развите теорля инварлан- 
товъ получила благодаря изелЪдованямъ многихъ геометровъ, прим$нив- 
шихъ ее въ своихъ сочинен1яхъ; изъ числа ихъ мы укажемъ на англичанъ 
Сильвестра, Салмона 3), и германскихъ геометровъ Влебща *), Аронюльдта 





| `) Неззе, Оеъег @е ЕНпипаИоп 4ег Уаг. ааз ге! а. Сеспаовеп уош 2-4еп Ота4 
11% 7мез УегапдегИсйеп.—Оеъег &е У!Мепдерилке ег Сигуе 3. Огарапе. См. Тоог. Сге|., 
Ва. ХХУШ, 1814, 6. 68, 97. | 


?) Изслдованая Келе составляють предметъ цфлаго ряда (десяти) мемуаровъ подъ 
заглавемъ „Ороп @ОцапИсз“, напечатанныхъ въ РЬПозорЬ. Тгалз. въ перлодъ 1856—79 гг. 

3) Байтоп, Ттезйве оп ап ус Сеотету. Гоп4оп, 1848. 11-8. Послфдуюцщая изда- 
ня озаглавлены: оайпой, Тгеазе оп Соп1с Бесйопв. Сочинене это выдержало шесть изда- 
н1й, изъ коихъ послфднее (6-е) вышло въ 1879 году. Сочинеюше это пользуется вполнф за- 
служенною извЪфстностью и переведено почти на вс европейске языки. Переводъ на рус- 
скй языкъ сдЗланъ нами въ 1860 году и намъ принадлежитъ первымъ честь перевода, этого 
сочинен1я на иностранный языкъ. ПЦереводъ нашъ озаглавленъ „Коническая СЪчен1я“, СПБ. 
1860, -8. Изъ другихъ сочинешй Салмона укажемъ еще Аналитическую Геометр!ю трехъ 
измфрев1й: Этоп, Тгеайзе оп 4Ъе апа]уйе Сеотегу о# Фгее тедяюопз. Оа ба, 1861, 
1-8, и на его теор!ю кривыхъ: байтой, Тгеаизе оп шерег р]апе сагуев. РаЪ а, 1852, 
11-8. ВефБ эти сочиненая выдержали по нфсколько издан и читаются математиками съ 
пользею и въ настоящее время. 


“) Изъ сочиненй Клебща наиболфе изв%стны:; С1ебзей, Уоевипрей иЪег Сеотейче, 
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(АтопВо]4$), Гордана (Сот4ап) и многихъ другихъ. ДалЪе Гессе показалъ, 
что его опредФлитель даетъ возможность найти къ каждой кривой другую 
кривую, связанную съ первой извЪфетными уесловями. Кривая эта получила 
впослЪдетви назван1е „кривой Гессе“ '). Изъ числа чисто геометрическихъ 
вопросовъ рьшенныхъ Гессе укажемъ на слЗдуюций: даны 9 точекъ, опре- 
дЪляющихъ поверхность втораго порядка, требуется найти 10-ю точку этой 
поверхвости? Вопросъ этотъ былъ предложенъ Брюссельской Академей въ 
1825 году, но долгое время оставалея нерзшеннымъ, пока не было дано 
р$шен1я Гессе въ 1842 году *). Вопросъ этотъ въ геометрии трехъ измзрений 
тоже что задача о нахождении 6-й точки коническаго сЪченя по даннымъ 
пяти его точкамъ. Послфдняя задача, какъ извфетно была рёшена еще 
Паскалемъ, при помощи его знаменитаго шестиугольника. Р-шене данное 
Гессе чисто синтетическое. ЗамЪтимъ здЪсь, что еще ранфе Гессе, въ 1836 
году, Штейнеръ предложилъ два рфшеня этой задали. 


Мног1я интересныя свойства кривыхъ- высшихъ порядковъ были из- 
слздованы съ аналитической точки зрЪв1я итал1анскимъ математикомъ Афе- 
моной, написавшимъ по этому предмету цЪлый рядъ сочинений %). ДальнЪй- 


Нгзе. у. Ьо4ешапп. Ва. Г—-П, Герис, 1875—117, ш-8. Существуетъ также французское 
издан1е этого капитальнаго сочинен1я. Полное заглав1е его: Гесопз зиг 1а сботёче, раг 
АНге СеЪзсЪ; гесае!ез её сотр! 6&6ез раг Е. Мадетапо, фгадаИез раг А. Вепо!${. Т. 1. 
— Тга\6 4ез зесйопз соп1щез еф шеодисНоп а 1а бое 4ез {огтез а]е6Ът1иез; Т. П.— 
Соцгрез а1е6бт14иез еп обпёга] еф соигез ди 1фго116ете огаге; Т. Ш. — Пибота]ез абёПеп- 
пез её соппехез. Раг1з, 1879—80—83, ш-8. Лекции Клебша были изданы уже посл его 
смерти однимъ изъ его близкихъ друзей проф. Линдеманомъ. Въ составъ изданнаго курса 
Аналитической Геометрли вошли лекции, читанныя Клебшемъ въ Геттингенскомъ универ- 
ситет$ въ лтн1е семестры 1871 и 1572 года и зимы семестръ 1871—7172 г. Подробный 
обзоръ ученой д$ятельности Клебша помфщенъ въ Ма\Теш. Аппа]. В. УП, 1874 и 96 
Япоег Масвг. 1872. 


1) Изъ трудовъ Гессе боле извЪфстны: Неззе, Уоезапкел иЪфег 41е Апа]узсЬе Сео- 
ше1е дез Важтз. Ге!’р2ле, 1861, п—8.— Неззе, Апа]уизсве @еотейле 4ег сегадеп Ге, 
4ез Рипк{з ип@ 4ез Кгезез ш ег ЕЪепе, герое, 1865, ш_—8, Кром$ того онъ написалъ 
еще: „У1ег Уогезипееп аиз дег Апа!уИзсЬеп Сеотевче“ (См. Хейзсеьг\ Раг Матем. ппа 
РьуящК, чайге. ХГ.—„э1ееп Уоезапееп аиз 4ег Апа]уйзсВеп Чеотенле 4ег Кехезевшве“ 
(См. Децзеь, 1. Маёь. ива Рвуз\, Табте ХХ и ]аБе. ХХТ. Кром% того онъ написалъ 
до 50-ти мемуаровъ по Геометрии. 


2?) Неззе, Чефег Фе СопзйгасИоп 4ег ОфегЁ&с\е 2. Огапипе, уоп м@свеп Бене ее 
9 Рапе сесефеп вш4. См. Топг. Сге., Ва. ХХТУ, 1842, В. 86. 


3) Главныя изъ его сочиненй: Стетопа, Пигоди2. а4 ипа Теота сеотег. 4еПе сигуе 
р1апе. Во]овпа, 1862 т-4.—РгеЙйштал1 41 ипа феог1а сеош. 4еПе зарегясе (41 1е 2 отч..). 
Вою5па, 1867, щ-4, 
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шимъ усп$хамъ Аналитической Геометрли также много способствовало 
введене въ изсл$дован1е однородныхь И трилинейныхь координатъ. На 
даьлнЪйшее развите Геометри также оказало не малое вмяюе примф- 
нене при геометрическихъ изелЪдованяхъ транецендентныхъ функ. 
Такое примзЗнеше было сдЪлано съ особеннымъ успЪхомъ Влебшемъ въ 


1863 году 1). 


На ряду съ синтетической Геометрлей возникла еще новая отрасль 
Геометр!и извЗетная подъ: именами: „мнимой“, „воображаемой“, „пангеомет- 
ри“, „геометрии высшихъ измфрей“, „гипергеометри“ и т. п. Первыя 
основы этой новой отрасли геометрическаго изслЪдовавня, были положены 
нашимъ соотечественникомъ Николаемь Ивановичемь Лобачевскимь (1793— 
1856), занимавшимъ м$сто профессора въ Казанскомъ университет® въ пе- 
р1юдъ времени между 1816—1856 гг. Систему свою Лобачевскй изложилъ 
въ сочинен1и „Воображаемая Геометрия“, напечатанномъ въ 1835 г.?). Одно- 
временно съ Лобачевскимъ т$ми же вопросами занимались венгерекле мате- 
матики Болен, отецъ и сынъ (1775—1856, 1802—1860). ИзелЪдовавя Бо- 
лея-отца были напечатаны въ 1829 и 1851 гг., а Болея-сына, въ 1833 г.?3). 
Въ настоящее время „Мнимая Геометр1я” и вообще обобщене различныхъ 
геометрическихъ вопросовъ, .касающихся пространствъ болфе трехъ изм$- 
рей, занимаютъ многихъ геометровъ и составляетъ предметъ многочис- 
ленныхъ мемуаровъ и изелЪдоваюй, въ которыхъ трактуется о простран- 
ствахъ многихъ измфренй. Основное свойство или положене въ геометрии 
Лобачевскаго состоитъ въ томъ, что сумма угловъ во всякомъ треугольник 
менъе двухъ прямыхъ угловъ. Иеходя изъ этого начала онъ доказываетъ 
много занимательныхъ предложевй. Изъ математиковъ настоящаго време- 
ни, занимающихся „Мнимой Геометрей“, названной въ послЪднее время 
также „Неевклидовской“, въ отлич!е отъ геометрии Евклида, т.е. обыкно- 
венной, входящей въ составъ гимназическаго курса,  наиболфе извЪфетны 


| 


1) С1еБзев, Чеъег Че Апжепиор ег АЪе]’зсВеп Гипсйопеп ш 4ег Сбеотейле, См. 
Фоиг. Сге!., Ва. 6ГХШ, 18653, В. 53. 


3) Напечатано въ ученыхъ запискахъ Казанскаго Универ. кн. 1, 1835 г., а также въ 
Зопгпа] СгеЙе, Ва. ХУП, 1837. Кром этого сочинен1я онъ написалъ нфсколько другихъ, 
относящихся къ тому же вопросу, изъ нихъ главное: Рапевотейле оц ргбс1; 4е сботеёйле 
опее виг цпе {\№609е хбпёгае её ггоопгеизе 4ез рага!6ез. Кахап, 1856, т-8. См. также 
полиое собране сочинен1!й по геометри Н. И. Лобачевскаго. Издаше Императорского 
Казанскаго университета Т. 1—1, Казань, 1883—86, ш-4. | 

$) Интересное изслфдован1е Болея-сына переведено из французсюй языкъ Гуэлемъ 
подъ загланемъ: Га з4ерсе аЪзоле 4е Резрасе шаёрепёалце 4е ]а убгИйеё ой 4е ]а Разве 
фе Гажбше ХТ ФЕисНае есё., раг Зевп Войум, Рав, 1868, ш-8. 
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труды; Бельпрами '), Клейна ®), Риманна (1896—1866) 3), Фриинауфа *), Бу- 
няковсколо 5) и многихъ другихъ 6). Далфе геометры обобщили поняте о 
пространств$ трехъ изм$ренай и стали разематривать и изсл$довать прос- 
транства четырехъ, пяти и вообще эт, -. ‚> измБревй. Конкретное пред- 
ставлен1е такихъ пространствъ недоступно нашему пониман!ю, съ геоме- 
трической точки зрЪя, но съ аналитической вполнЪ возможны и подле- 


жатъ математическимъ изслБдован1ямъ. 


Выходя изъ предЪловъ нашего представлен1я при помощи Геометрии 
высшихъ измзревюй р$шаютея вопросы повидимому совершенно невозмож- 
ные, лишенные здраваго смысла, какъ напр. выворачиване вполнЪ замкну- 
таго т$ла, въ род шара, эллипеоида и т. под.; основывая ‘свои разсужде- 
н1я на аналоги и исходя изь свойствъ тзлъ трехъ изм$реюмй многе гео- 
метры, теоремы, им$юшля мЪето въ нашемъ пространствЪ, обобщили и на 
пространства высшихъ измфренй. Въ послЪднее время германсве геометры 
Рудель?) и Дюрежь?) изселФдовали н%®которыя свойства тфлъ боле трехъ 
измфренй. Дюрежъ показалъ, что для тълъ въ пространствЪ четырехъ, пя- 
ти, шести и т. д. измБревюй, соотв$тетвующимъ нашимъ многогранникамъ 
также существуетъ теорема Эйлера, выражающая зависимость между сто- 
ронами, ребрами и углами многогранника. Какъ частный случай изъ общей 
формулы для тЪла я изм$ренй онъ выводитъ формулу Эйлера. Американ- 
сый математикъ Нюкомбь?) рЪшилъ задачу о выворотЪ бочковидной фи- 


') Вейгатя, Бао1о 91 Пиегргеалопе аеПе Сбеотех1а поп ЕпеНдеа. Марой, @1ог- 
пе 41 Ммыетайсье, 01. УТ, 1868. 

2) Е ет, ЧеЪег 41с восепапще Тс -ЕтЕНа15сВе Язотевле. См. Мафеш. Апозеп 
Т. ТУ, 1871; Т. УБ 1873; Т. УП, 1874. 

3) №етатт, Четег Фе Нурофезеп месве ег беошейле гаг @гипае Пебев. НафШ- 
фабопззсВг уоп 10 Лии 1854. АБВапа!лисеп 4ег Кбп121. Сезезсь. га @бееп, ВЧ. ХШ. 

4“) Ручзсриир, АЪзойме Сеотеш1е пасЪ 1. Во]уа1. Герге, 1872, ш-8. — Шетеше 
ег АЪвоццеп Сеотейле. Гере, 1876, т-8. 

5) Воитлакойзку, СопзА6ёгаА1юотз заг аае!иез зшеи]агИ 65 Чи! зе ргбзещеп+ 4апз [ез 
сопгасНопз 4е 1а СЧботшёиле поп-еасИЧетпе См. Мётошез 4е РАса4. 4е 5 РефегзЪ.., 
Земе УП, Т. ХУШ, 1872. 

8) Основныя начала „Неевклидовской Геометрли“ изложены нами въ сочинен!и „На- 
чала Евклида“, Клевъ, 1880, ш-8. См. стр. 1—80. 

7) ЕКиае, Уош Кбгрег Ь6Ъегеп Опаепзопеп. ВейгАсе ха деп Еетешщей сшег х— 
41тепз1опа]еп @еотейле. Калегалеги, 1882, ш—8. 

8) Дитёде, Чефег Когрег уоп у1ег Оллепз1отеп. 512Ъ. 4ег К. К. АКа4. 4ег \УУ15зеп 
зевает уоп У/Леп. Ва. (ГХХХШ, П АЪМ., Ммы-Ней, Та\го. 1881. 

У) №ешсотб, Мое оп а с<1азз оЁ ТгапзогтаН орз “№еЬ Багасез шау ипдегоо ш 
БЭрасе оЁ шоге 4Вап {тее 4имегз101Пз. См. Атег1сап оптом 0{ Матетайс., Т. 1., раз. 
1—4, 1818, 


ХХХУ!1 ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРКЪ РАЗВИТЯ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРЛИ. 


гуры безъ разрыва или разр за частей. Въ послзднее время извЪетный гер- 
манск!й математикъ Бальцеръ въ своей „Аналитической Геометр!и` ') также 
ввелъь нфкоторыя обобщеюня, основанныя на введене въ геометрическое из- 
сл$доване пространства и измЗренй. Но замЪтимъ здесь, что выводы Дю- 
режа основаны только на аналопи и на обобщении извЪетныхъ свойствъ, 
присущихъ только нашему пространству. Съ аналитической точки зрзя 
такое обобщене возможно, но съ геометрической— реальной, такля обобще- 
ня представляютъ несообразность. Въ настоящее время вопросы эти, какъ 
мы уже замЪтили выше, занимаютъ многихъ геометровъ и представляютъ 
обширное поле для абстрактнаго мышленя человЪ$ческаго ума. 


:) Е, Валет, Апуйвсце Сеощейле. Герак, 1882, ш-8, 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 
Аналитическая [еометр1я дВухь изн рений, 
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ГЛАВА Г. 
Методъ координатъ Декарта. _ 


3 1. Аналитическая Геометрля есть методъ съ помощью котораго каж- 
дая геометрическая задача облекается въ алгебраическую форму, а каждая 
кривая или поверхность выражается алгебраическимъ уравненемъ. Такъ 
какъ геометрическля задачи относятся къ системЪ точекъ въ конечномъ 
или безконечномъ числ, вЪ этомъь послЪднемъ случаЪ точки образуютъ 
поверхность или кривую ливю, то необходимо имфть епособъ съ помощью 
котораго возможно бы было выразить точку, на плоскости или въ прос- 
траяетвЪ, числами. у 

Методъ этотъ принадлежитъ Декарту; приложенный къ геометрии на 
плоскости онъ носитъ назване: Аналитиииеской Геометраи дзухь измюъренш 
или просто плоской, а приложенный къ геометрти въ пространствЪ носить 
назване: Аналипической Геометрив трель измюрени. 

Замътимъ при этомъ, что Декартъ свой методъ приложилъ только 
къ плоской геометрии. 

Методъ Декарта рЪзко отличался отъ вефхъ методовъ до него упо- 
треблявшихся; онъ самъ о немъ говоритъ, что съ помощью его можно 
рЬшить всякую геометрическую задачу, то есть по извЪетнымъ опред$лен- 
нымъ правиламъ можно найти алгебраическое выражене, которое соотвЪт- 
ствуетъ искомому результалу. 

$ 2. Въ чемъ-же состоитъ этотъ методъ? Методъ этотъ состоитъ въ 
томъ, что каждая точка на плоскости опредЪляется двумя числами ел$дую- 
щимъ образомъ: 
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Проводятъ на плоскости дв прямыя, для простоты, подъ прямымъ 
угломъ (фиг. 1), которыя называютъ: координотными осями, а точку ихъ 
Фиг. 1. пересЗчентя—началомь координать. Пусть 
‚У такля прямыя будуть ХХи УУ, точка ихъ 

| перес$чен!я или начало координатъ 0. 


у ‘а прямая УУ—0осью ординать. Условимся 
ыы теперь отсчитывать по оси абсцисеъ ХХ 
отъ точки (0 вправо, по принятому масшта- 
бу, положительныя числа, которыя всегда 
будемъ означать —-х, авлЪво отъ точки (), 
по той-же прямой, будемъ отечитывать, по тому-же масштабу, отрица- 
тельныя числа —х. По оси ординать УУ, начиная отъ начала О вверхъ, 
будемъ отсчитывать положительныя числа -|-у, а внизъ отрицательныя 
—1 по тому-же масштабу. Легко видфть, что съ помощью этого условя, 
каждой точкЪ на плоскости принадлежать два числа, которыя получатся: 
одно на оси абсциссъ, а другое на оси ординатъ, если изъ взятой точки 
на плоскости опустимъ перпендикуляры на ХХ и УТ. Таковы точки 
А, А., А., А, которымъ соотвЗтетвуютъ числа: х и у для 4, 
—жи у для 4, —ти — у для А. и наконець -х и —у для А.. 
Обратно, каждымь двумъ даннымъ числамъ, какъ абецисса и ордината 
точки, соотв тетвуютъ точки на плоскости, когда изъ точекъ соотвЪтствую- 
щихъ числамъ на ординатЪ и абециссВ возставимъ перпендикуляры; пе- 
рес$ченме этихъ перпендикуляровъ и будетъ соотвЪтетвующая даннымъ 
числамъ точка на плоскости. 


| Прямая ХХ называется осью абсциссъ, 
+, | 
| 





Точки соотвЪтствующия числамъ: х=0, у=0; х=Ь-а, у=0; 
х=0, у=--6; х=—=—а, у=0; х=0, у=—-6 суть (фиг. 2): начало 
координатъ О и точки А, 4, 43, 44. 


Фиг. 2. Вм$Ъето того, чтобы писать точки х=(, 


у, 
А, 


у== мы будемъ писать просто (&,65). Слф- 
довательно значевюя (3,5), (—3, —5) и т. д. 
будуть означать точки, коихъ абециссы суть: 
—-3, —3,..., а ординаты 5, —5..... 


Мы взяли за координатныя оси двЪ 
перпендикулярныя прямыя, но можно взять 
и прямыя наклоненныя подъ произвольнымъ 
угломъ. Въ этомъ случа, вмфсто перпен- 
дикуляровъ, изъ точекъ на осяхъ, должно брать за координаты точки, 
лини параллельныя координатнымь осямъ, 
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Въ первомъ случаЪ говорятъ: прямоуюольная система координать, & 
во второмъ—косоулольная система координать. 

дамфтимъ еще, что мы будемъ всегда обозначать коортинаты точки, 
которая можетъ принимать различныя положеюмя на плоскости, то есть 
описывать какую нибудь ливю, черезъ (х,у), а координаты точекъ дан- 
ныхъ, фиксированныхъ на плоскости, черезъ (2,4), (5х2, ча) и т. д. Пер- 
выя мы будемъ называть перемьнными, а вторыя— постоянными. ) 

Е Полярныя координаты. Есть еще другой способъ опредфлять 
положене точки на плоскости, именно: ея разстояемъ отъ данной точки, 
принятой за начало, которую называютъ полюсомь и угломъ который это 
разстоян1е составляетъ съ данною прямою, проходящей черезъ полюсъ. 
Пусть данная точка—полюсъ—будеть О (фиг. 3), данная прямая ОА. 

ПЦоложен1е точки Р опредЗляется Фит. 3. 
разстоянемъ ОР==, которое называется 
радзусомь вектором», и угломъь РОА==5.- : 
Радусу х даютъ опредзленный знакъ, а 
уголъ ф измзняють отъ 0° до 360°, чтобы 
каждой точкЪ на плоскости принадле- 
жала единственная пара координатъ (т, 9). 
Такая система координатъ называется 
полярной. Условились углы отечитываемые оть АО по направлен!ю стрзлки 
принимать за положительные, а отсчитываемые оть АО въ противупо- 
ложномъ направлени за отрицательные. Углы отъ АО въ обЪ стороны 
могутъ возрастать оть 0 до + со или — ©. / 

$ 4. РЕшимъ, еъ помощью метода координатъ, н$которыя простыя 
задачи, которыя намъ будутъ необходимы впослздетви. 

Задача 1. Найти выражене для раз- 
стояня точекъ 4, и 4.2, коихъ коорди- 
наты, отнесенныя къ прямоугольнымъ осямъ, 
суть: (жд, 1), (2, Уз)? 
| Ришене. Пусть данныя оси ХХ и УУ А, 
(фиг. 4), данныя точки А, и 43, коихъ ко- 
ординаты (2,9) и (25, у). Проведемъ пря- 
мую 4, О) параллельно абециссъ. 

Изъ прямоугольнаго треугольника у 
А 4) мы имЗемъ: 





Фиг. 4. 


в 





— > ===>. 


У 


инь 
2< 





ое ——9 ——а 
А, А = ‚2 -|- 2) 


Но: 
А Аз = ; АО) =0с — ОЕ . А) =А.а—@в)=А.<— АЕ 


ОЕ = , ОС == 23 ‚ АЁ=ф , Аз == уз 
]* 
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подставляя, найдемъ: 


АВ =(0—) , АО = (у3—/) 
откуда: 


ие = (а — 2) Е (У (1) 
Извлекая корень квадратный, найдемъ: 


а аа ое 
= У (д — 22) + (и — 92)? 


Если въ уравненми (1) отбросимъ ул] и и значки, то есть сдЪлаемъ ихъ 
неопред$ленными, то уравнеше (1) приметъ слздующий вилъ: 


г = (д— 2) + (у— у) 


изъ котораго видно, что точка, координаты которой (х, у), лежитъ на окруж- 
ности круга, коего ращусъ х, а слЗдовательно уравнеше выражаетъ окруж- 
НОСТЬ. 


Если точка 4. будетъ лежать въ началЪ . координатъ, то 1. ==0 
и у) =0. СлЪдовательно уравнеюше (1) приметъ видъ: 


г — д -- 9) или у= И у (2) 


и выражаетъ разстояне точки (21, у), находящейся на окружности круга 
радлуса ”, отъ начала координатъ, въ которомъ лежить центрь круга. 


Если оси будутъ косоугольныя и уголь между ними будетъ ®, то 
легко видЪть, что: 


г = (д — 2) Е (у — У) - 2 


"=У (— 2.) — — Е 2( — 22) (у — 9: )с05® 


2) (у! — 2) с08 ® (3) 





откуда: 


Въ предъидущихъ выражешяхъ радикалу нужно дать положительный 
знакъ, такъ какъ дфло идетъ объ абсолютной величинВ разстоятя. Если 


Фит. 5. въ уравнени (3) отбросимъ ух! и и значки, то 
А ПОолучимъ уравнене круга, отнесеннаго къ косоу- 

А 4” * тольной систем% координатъ. 
ТР ь Е Задача 2. Ланы двЪ точки на плоскости: 
у, А г т (жи) и (12,92), найти на прямой, соединяющей 
Г | эти двЪф точки, координаты точки, которая д%- 
ах лить разстояне между данными точками въ дан- 





т. 
номъ отношен!и ы ? 
7 


Рьшение. Пусть данныя точки будуть А, и 4. (фиг. 5), ихъ коор- 
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динаты (м,и), (2,4); искомая точка пусть булетъь А, ея координа- 
ты (2,4). . 

Проводя черезъ точки А и 4; лиши АВи А) параллельныя къ 
оси ОХ, черезъ точку А, прямую АГ параллельную оси ОУ, мы найдемъ: 


АА 4 С _т 
АА, ОО оп 
НО: 
АС=ЕЕ=оОЕ—ОЕ=х— 
(Ор=Еа=0<—ОЕР=х.—х 


подетавляя эти выраженая въ предъидущее уравнене, найдемъ: 


9 —— А т 


До 


$ 


откуда имфемъ: 


и п —- то 


о мт 


Такъ какъ между х и у нЪть разницы относительно координатныхъ осей, 
то можно прямо написать и выражеюе для чу, оно будетъ: 


„—_ ИЕ 
у эт 


Сокращая предъидушпя выражения для хич ная и означая отноше- 
„т . 
н1е — черезъ А, найдемъ: 
п 


__ М -- №2 __ 1 -- Ау 


Если искомая точка должна дЪлить внЪшнее разетояне между данными 
: п с 
точками въ томъ же отношенши = —^, то процесеъ подобный предъиду- 


щему приведетъ къ формуламъ: 


2! — 22 Е у — №2 | а (5) 


а. .й Е 


Изъ этихъ двухъ выражешй для ти у видимь, что для точекъ, лежащихъ 


т 
между точками 4, и 45, отношетше и или ^ есть величина положитель- 
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ная, а для точекъ лежащихъ вн А, и 4., это отношеше есть величина 
отрицательная. 


Зам$тимъ, что уравнешя (4) и (5) имЪють мЪсто и при косоуголь- 
ной систем координатъ, такъ какъ подобле треугольниковъ А, АСи А, А.) 
независитъ отъ наклоненая осей. 


Давая въ формулахъ (4) величин ^ вс возможныя значеня, мы нио- 
лучимъ координаты вс$хъ точекъ, лежащихъ на прямой, проходящей че- 
резъ точки 4, и 4,, коихъ координаты суть: (ж,ч), (1,42). Изъ вефхъ 
значенй А оть — со до со единственное А==—1 дЪФлаетъ координаты 
х и у равными безконечности, а это показываетъ, что прямая имфетъ одну 
только точку лежащую на безконечнссти. Между тфмъ по форм прямой 
казалось-бы, Что на прямой есть двЪ безконечно удаленныя точки— одна 
въ одномъь направлеши, а другая въ противуположномъ '). 


Пр. 1. Найти разстоян1е между точками: (—3, 4) и (5, —6)? 
Отв. 91 41. 
“<. Пр. 2. Найти длину сторонъ треугольника, коего вершины суть: (2,3); (4, —5); 
(—3, —6)? 
Отв. 63, И5б, УТ0б. 
``. Пр. 3. Найти координаты точки. дфлящей пополамъ расстояне между точ- 
ками: (х,,9,), (7..9)? 


х, 2, — У РУз 


Отв. х = ‚у 


* Пр. 4. Найти координаты срединъ сторонъ треугольника, коего вершины суть: 
(2, 3); (4, —5); (—5, —6? 


1 11 1 3 
Отв. (3, —1); = чб" ей (-=, -5). 


>” Ир. 5. Найти координаты тозьн, лежащей ва одной трети рагаоявшя между 
точками (2,3), (4, —5) ближе къ первой? 


1 
Отв. х = — 9 ——. 
р. 

„Х Пр. 6. Коордннаты вершинъ треугольника суть: (х,.у,); (1..и,); (1..3), вайти 
координаты точки, лежащей на одной трсти прямой, соединяющей вершину треуголг- 
ника съ срединой противуположной стороны. считая трегь оть этой стороны? 
ет. я у -Е и 
ТЯ 3) бош" 


()тв. х = 5 З 


1) Это заключене можно вывесть изъ опред лен!я прамой: что прямая есть такая 
лин!я, которая вполнф опред%ляется двумя точезми. Такъ какъ принимается что двз парал- 
лельныя прямыя лини перес®каются на безконечности, то, имВя на безконечности двз об- 
ция точки, он% бы совмВстались. 
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Такъ какъ въ эти выраженая координаты (5:,4,), (х,,9.), (2..у.} входятъ оди- 


наково, то изъ этого заключаемъ, что три тамя прямыя перес$каются въ одной 
точкЪ. 


„Пр. 7. Какая нибудь изъ сторонъ треугольника раздЪлена въ отношеши т:п, 
а лин1я, соединяющая эту точку съ иротивулежащей вершиной, раздЪлена въ отно- 
шен1и т--я”:Г найти координаты этой посл$дней точки? 


--тх,-их;, ут. Муз 
Отв. = Ца о 








_$ 5. Задача. По даннымъ координатамъ ат (т, уз), (3, Уз) вер- 
шинъ треугольника, найти его площадь? 


Рьшене. Пусть координатныя оси бу- 
дуть ХХ и УТУ (фиг. 6), начало О и треу- 
гольникъ 4, .4›.4. 


Площадь прямоугольника 4, ВС), оче- 
видно, равна произведению: (23—2 )(у›— ии }; 
если отъ этой плошади отнимемъ площади 
трехъ треугольниковъ А, Б.4о, А.С Аз, А. П.Аз, 
коихъ площади суть: 





1 1 1 | 
5 (из— 21) (у) , 5 (28—22) (уз— уз) о (1—2 ) (и) 


то получимъ искомую площадь: 


| 1 ] 
ДА = (аа) (уу) — 2 (аа) (у И) — 5 (22а) №) — 


= : (3—2) (3—1) 


откуда имЗемъ: 
220 — 21 (уз уз) -- 22(— и) 23 (и — Уз) 
Выражене, которое можно изобразить въ видЪ опредЪлителя: 


я 1 


1 
А = 5 4:3 уз 1 


Хз \з 1 


Если ДЛ =0, то это будетъ услоше, что три точки (ли), (2,92), (23, Уз) 
лежатъ на одной прямой лини. 
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‹ 96. Задача. Найти разстояще между двумя точками, коихъ поляр- 
ныя координаты суть: (м, 4:), (то, 9)? 


Фиг. 7. Рьщеню. Пусть (фиг. 7) ОР=л,. 
ав О =. и углы АОР=оУ, а А09 = це. 
и ле. Если разстояне РО означимъ черезъ 
< 5" 7 ©, то легко видЪть, замфтивтЪ, что уголь 
0..-<. \ и аа 
ия г А РОО =%— 4, что: 
ре =”, Е 7, — 27115 603 (95 — $). 


ГЛАВА П. 
Алгебраическое представлен!е геометрическихъ мъстъ. 


$ 7. Какая бы нибыла выбрана система координатъ всегда необхо- 
димо имфть двЪ величины для опредЪлевя положеня точки на плоско- 
сти, то есть необходимо имЪть два условтя или уравнензя. Еели-же будетъ 
дана одна только изъ этихъ величинъ или одно услове, то существуетъ 
безконечное число точекъ на плоскости, которыхъ положен!е будетъ удов- 
летворять данному условию. Совокупность такихъ точекъ представляетъ 
кривую линио ИЛИ зеометрическое мюсто. 


Для пояснеюмя сказаннаго возьмемъ нЪеколько примфровъ: 


Пр. 1. Пусть будетъ дано одво услов1е х =. Координата у остается 
неопредЪленною. 


Если черезъ точку, лежащую на оси Х на разстояи х отъ начала 
координатъ, проведемъ прямую параллельную оси У, то веЪ точки этой 
прямой будутъ удовлетворять уразненю: 


д — 4 


такъ какъ во онЪ находятся на разетоявщи а отъ оси У. СлЪдовательно 
проведенная прямая есть геометрическое мЪето точект. находящихся на 
разстояни & оть оси У, коего алгебраическое представлене есть уравие- 
не х==4. Очевидно, что уравнете у==6, представляеть прямую парал- 
лельную оси Х, проведенную на разстояюми В оть оси Х. 





Совокупность этихъ уравненй даетъ точку, коей координаты суть 
(а«,6). СлЪдовательно въ Декартовой системЪ координатъ положене точки 
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на плоскости опред\ляется перес$четемь двухъ простЪйшихъ геометри- 
ческихъ мЪстъ. 
Легко видЪть, что въ отдфльности, каждое изъ уравнешй: 


х=—=0 ,‚ у=0 


представляетъ первое ось У, а второе ось Х, а въ совокупности— начало 
координатъ. 

Пр. 8. Возьмемъ направление ф за постоянное, а разетоянте х оста- 
вимъ неопредЪленнымъ, очевидно, что вс точки лежащая на прямой, про- 
ходящей черезъ начало и составляющей уголъ ф съ осью Х будутъ 
удовлетворять этому уелов1ю, т.е. координаты веЪзхъ точекъ этой прямой 
будутъ удовлетворять уравневе: 


у=2 ($) 


слЪдовательно это уравнеме будетъ И представлене этой 
прямой. 

Напротив'ь, если оставимъ х постояннымъ, а уголъ ф будемъ изм$нять 
или оставимъ неопредъленнымъ, то точки, коихъ координаты будутъ удов- 
летворять этимъ условамъ, будутъ находится на окружности круга, коего 
центръ находится въ полюсЪ, а рад1усъ равенъ постоянной величин 7. 
Слздовательно уравнение: 


д? -- у? ==? 


будетъ алгебраическое представленйе окружности круга, коего рад!усъ есть 
’, т.е. всЪ точки, коихьъ координаты удовлетворяютъ предъидущему урав- 
неню, будутъ лежать на этой окружности. } 

Ё: 3 8. Идея геометрическаго м$ета, о которомъ предъидуше прим$ры 
даютъ первое поняе, есть основная въ Аналитической Геометрти, пред- 
метъ которой и составляетъ изслЗдоване свойствъ такихъ мфетъ или кри- 
НЫХЪ ЛИНИЙ. 

Одно услове или уравнен!е между координатами (х,у) или (т, $): 


Е(х,у)=0 или Ф(у,ф) =0 


представляетъ кривую или геометрическое мЪето точекъ, координаты ко- 
торыхъ,  прямоугольныя или полярныя, удовлетворяютъ предъидущимъ 
уравнешямъ. Эти уравнен!я выражаютъ геометрическое свойство, общее 
всфмъ точкамъ кривой. Чтобы построить такую кривую надобно р шить 
предъидушля уравнеюя относительно у или х. Изъ перваго будемъ им$ть: 


у= /(@) (1) 
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Давая произвольныя значеня 1, начиная, напримфръ, съ 0, 1, 9......, 


—1, —2, —$5...... мы изъ уравневая (1) будемъ получать величины для у, 
Фит. 8. соотвЪтственно одно или нЪсколько, смотря по 
Е характеру уравнешя. НапримЪ$ръ абсцисс ОА 


(фиг. 8) будутъ соотвЪтетвовать три ординаты 
АС АБ и АБ, изъ коихъ послфдняя отрица- 


тельная. 






Тоже самое можно сказать и объ уравненм 
а Ф( т, Ф), которое рёшивъ, получимъ: 


и " = ($) 


Давая вс возможныя значен1я углу ф (фиг. 9) получимъ соотвЪтственныя 
значен1я для 7. 
фиг. 9. Такимъ образомъ кривая будетъ построена, 
хотя въ общихъ чертахъ. 
Обратно, если будеть дано геометрическое свой- 
ство кривой, общее для вс$хь ея точекъ, то выра- 
4 зивъ это свойство уравнешемъ между координатами, 
; произвольно выбранными на плоскости, найдемъ урав- 
нене, которое и будетъ алгебраическое представлене кривой, опред$лен- 
ной даннымъ свойствомъ. Кругъ, наприм$ръ, опред$ляетеся общимъ свой- 
ствомъ всфхъ его точекъ: что онЪ находятся въ равномъ разетояни отъ 
центра, или что хорда есть средне-пропорцональная величина между 
цзлымъ д!аметромъ и прилежащимъ отрЪзкомъ. Первое свойство даетъ 
уравнен1е круга: 


друг" (2) 
если начало координатъ находится въ центр его, а второе даетъ урав- 
нение: 
22 —[- у? = 2х (3) 
если начало координать помъетить на окружности, д1аметръ проведенный 


черезъ начало взять за ось абециссъ, а касательную къ окружности, черезъ 
начало, —за ось ординатъ. 


Изъ этого мы видимъ, что извЪетное свойство, принадлежащее всЁмъ 
точкамъ кривой, даетъь ея уравнене или-же алгебраическое представлен!е: 
обратно, каждое алгебраическое уравнене между координатами х, у или 
’, © выражаетъ геометрическое свойство кривой, принадлежащее всЪмъ ея 
точкамъ. Все здЪеь сказанное вкратцЪ будеть выяснено ниже. } 


/ $ 9. Мы ограничимся изученемъ алебраическихь кривыхъ, т. е. та- 
кихъ, которыя выражаются алгебраическими уравненями и преимущест- 
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венно кривыми выражаемыми уравнен1ями первой и второй стеленей; эти 
кривыя известны въ анализ подъ именемъ хоническихь съчений, 


Веф кривыя, которыя не могутъ быть выражены алгебраическими 
уравнен1ями, называются трансцендентными, таковы: 


у=зшх ‚ у=е , у=щшх ит.д. 


Какъ ни любопытны свойства трансцендентныхъ кривыхъ, но ихъ свойство, 
при настоящемъ состояни анализа, не могутъ быть обстоятельно изсл%- 
дованы и относятся къ анализу трансцендентныхъ функций. 


$ 10. Алгебраическля кривыя раздфляются по порядкамъ; порядкомъ 
кривой называютъ степень х или у или того и другаго вы№естЪ въ 
уравненши. Чтобы опред$лить порядокъ кривой надобно привести ея урав- 
нен!е въ такую форму, въ которой оно заключаетъ только цфлыя и поло- 
жительныя степени пёрем$нныхъ 5 и у. НапримЗръ уравневе круга: . 


г= У 22 у? 
будучи приведено къ формЪ: 
г д у? 


показываетъ, что окружноеть есть кривая втораго порядка. Уравнене 


показываетъ, что прямая лиюя перваго порядка. \ 


$ 11. Пояенимъ все выше сказанное примфрами и выберемъ т$ изъ 
нихъ, которые будутъ составлять главный предметь изелЪ доваюй настоя- 
щаго курса— коническая съченля; покажемъ самыя замЪчательныя ихъ свой- 
ства, а затЪмъ выведемъ уравнен1я, найболфе выдающихея, по своимъ 
свойствамъ, или историческому значеню, кривыхъ выше втораго порядка. 


$ 12. Прямая линая. Мы выше видфли, что какая нибудь лин1я, про- 
ходящая черезъ двЪ данныя точки (2,9), (1,42), дЪлитея, какою нибудь, 
точкою, лежащей на ней, въ нфкоторомъ отношени А и что координаты 
такой точки выражаются черезъ А, д, 12, у, у» слдующими уравнен1ями: 


РИ № Ра -Н 
о 


давая всЪ возможныя значешя \, точка (х, у) будетъ скользить по прямой, 
проходящей черезъ точки (1,4), (2%, у). Сл$довательно если, между предъ- 
идущими уравненями исклочимъ ^, то получимъ уравнене между коорди- 
натами точки, скользящей по прямой. Это уравнене и будетъ алгебраи- 


Пр 


:2, у 
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ческое предетавлене прямой, положен1е которой вполнЪ опредЪляетея точ- 
ками (м, 9), (42, 92). Уравнеше это будетъ: 


а (4) 
2 У 1 | 

ИЛИ. 
ИТ ыы 09. (5) 
м 2—9 


Легко видЪть (фиг. 10), что: 


2 —=юо 
21 о 

если ф есть уголъ, который данная прямая составляеть съ осью абсциссъ. 

СлЪдовательно уравнеше (5) можно написать въ слздующихъ формахъ: 
У Ч 
2—5) 


—=%ф (6) 


ИЛИ: 
(ум) с0зф — (х—2ж ) зто =0 (7) 
Н$которые авторы выводятъ уравненме прямой изъ н$зкоторыхъ ея 
геометрическихъ свойствъ; мы находимъ, что лучше выводить уравнене 
прямой изъ ея геометрическаго опред$ленпя: 
что прямою мы называемъ ту линю, кото- 
рая вполнЪ опредЗляется двумя данными 
точками. 
Клебшъ, напримфръ, выводить уравне- 
ве прямой изъ выраженя для площади треу- 
гольника, коего вершины (27,9), (5х2, 4), 
(1з, Уз) даны (55): 


Фиг. 10. 






о 
1 
> 
3 ‘ 
аа. 


` 


У у 
| 


м1 
2 А == о У 1 
|243 уз 1 


Если третяя точка (13, уз) будетъ скользить по прямой, соединяющей точки 
(дом), (2, 42), то площадь такого треугольника будетъ всегда равна, нулю. 
СлЪдовательно, обозначая координаты скользящей точки черезъь ху най- 
демъ уравнеше прямой въ формЪ опредЪлителя: 





2 А= 


аж учитесь дж < аи 
`- 
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Это уравнене тождественно съ уравнешемъ (5), такъ какъ оно есть ал- 

гебраическое представлеше опред$леня прямой лин!и двумя точками. 
Гессе опред$ляетъ прямую линю, какъ геометрическое мЪсто точекъ, 

находящихся въ равномъ разстояни отъ двухъ данныхъ точекъ. 


$ 13. Эллимесь. Даны дв точки, найти геометрическое мЪсто точекъ, 
_°коихъ сумма разетоянй отъ данныхъ точекъ была бы величина посто- 
янная? - 

Координатныя оси могутъ быть взяты произвольно на плоскости, но 
задача, упрощается, если онЪ будуть выбраны симметрично, относительно 
данныхъ точекъ, 

Для этого соединимъ данныя двЪ точки прямою (фиг. 11), раздЗлимъ 
это разстоян1е пополамъ и означимъ его черезъ 2с, изъ точки дфлевля 
возставимъ перпендикуляръ и возьмемъ эти Фиг. 11. 
дв прямыя за координатныя оси; лин, 
соединяющую данныя точки 1, 2, за ось 
абсециссъ Х, а перпендикуляръ, возета- 
вленный изъ середины ея, за ось орди- 
нать У. Означимъ постоянную сумму раз- 
стоян! черезъ 24. 

По услов1ю задачи сумма разетоянЙ 7: ит), какой нибудь, точки (т, у) 
на кривой, отъ данныхъ точекъ | и 2 равна 2а, т. е. мы имфемъ: 





п-- 72 = 24 (8) 


Изъ прямоугольныхъ треугольниковъ 2МА и 1МА будемъ им%ть: 


7? = у? -- (2-5 с} м 
$99 (9) 





то == у? Е (5—6)* 
вычитая, найдемъ: | 
2х 
71 — № — я | (1 0) 


имфя сумму и разность двухъ количествъ у; и 7», найдемъ каждое изъ 
НИХЪ; 


Подставляя выраженше для 7”, въ первое изъ уравнений (9), найдемъ: 


(+ “)= у? (2-е) 
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откуда, полагая а*— с? ==6?, атакое положен1е мы въ правЪ сдЪлать, такъ 
какъ изъ (12 М) мы имЪемъ 2а > 2с и а > с, слБдовательно а*—с? есть 
величина положительная. ПослЪ всзхъ приведен, найдемъ искомое гео- 
метрическое м$сто: 


ти =1 (11) 


Изъ этого уравненя видимъ, что х не можетъ быть больше а, а у не мо- 
жетъ быть больше 6, слЗдовательно вся кривая заключена въ прямоуголь- 
никъ, котораго стороны суть да и 46. 

Такъ какъ х всегда меньше а, то можно положить: 


1=40605Ф ‚, У=ЬЗтО (12) 


эти величины будучи подставлены въ уравнене (11) удовлетворяютъ ему, 
такъ какъ это подстановлен1е даетъ: 


$112 -|- 6052ф =1 


Давая въ уравневяхъ (12) углу ф вс значемя отъ 0 до 2п получимъ 
координаты всЪхъ точекъ кривой. 
Способъ выражать координаты точекъ кривой съ помощью третьяго 
перем ннаго— яараметри, тождественъ съ уравнен1емъ кривой, которое по- 
Фиг. 12. лучитея, исключая этотъ параметръ, какъ 
мы уже сд\толи относительно прямой, 
гдЪ для полученная уравненя прямой исклю- 
чили перем$нный параметръ ^. 


Изъ выражений (12) легко видЪть 
форму эллипса и построить сколько угодно 
его точекъ. Для этого около начала ко- 
ординатъ (фиг. 12), какъ центра, опи- 
шемъ два круга одинъ рад1усомъ а, а дру- 
гой радлусомъ 6. 





Черезъ начало проведемъ, какую нибудь, прямую, составляющую 
уголъ ф съ осью абециесъ, Легко видфть, что: 


ОА —=х=а6с0%Ху ‚, Бе = АР=у==0шф 


Слздовательно точка Р находится на эллипсЪ. Если ф =0, то х==а, 
т.е. эллицеъ вотр$чаеть ось Х на разстоянш а оть начала координатъ, 


К | : 
если ет то у=0, т. е, эллипеъ ветрёчаеть ось ХР на разстоянш 
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6 отъ начала координатъ. Легко видфть, что эллипеъ встрЪчаетъ ось 
Х еще на разетояни —а, а ось У на разетоями —№ отъ начала коор- 
динатъь и слЪдовательно состоитъ изъ четырехъ тождественныхъ четвер- 
тей. Если а, то а называютъ большою, а В малою осью эллипса. 
Данныя точки 1, 2 на оси Х, лежашия на разстоямяхъ с и —<с оть 
начала, называютъ фокусами эллипса; ихъ легко построить, зная, что: 


И т. 
Въ самомъ дЪлЪ, если изъ точки Ш) (фиг. 12), какъ изъ центра радусомъ 
а, опишемъ кругъ, то кругъ этотъ пересеБчетъь ось Х, очевидно, въ точ- 


кахъь | и2, т.е. въ фокусахъ. Разстоян!е с называютъ эксцентрисите- 
томь. Если с=0, то а=ф и эллипеъ обращается въ кругъ: 

22 -- у? = а? 
слЪдовательно кругъ есть частный случай эллипса.^. 

28 14. Гипербола. Даны двЪ точки, найти геометрическое мЪсто то- 
чекъ, коихъ разность разстоянй отъ данныхъ точекъ есть величина по- 
стоянная? | 
— Если означимъ разстоян1е данныхъ точекъ черезъ 26, а разноеть раз- 
стоянй, какой нибудь, точки на кривой отъ данныхъ точекъ черезъ 24а и 
помЪетимъ координаты, какъ въ эллипсЪ, то замфчая, что: 


Иеее Р. — 24 
мы легко найдемъ, какъ выше, для эллипса, уравнене искомой кривой: 


и ив 
а’ => 0 
если положимъ: 
с? = а -|- 6? 

а и 6 называются осями кривой, какъ въ эллинс$. 

Изъ уравненя (13) мы видимъ, что х не можетъ быть меньше а, 
а у можетъ возрастать неопредЪленно. Легко видЪть, что между парал- 
лельными оси У, проведенными на разетоями --а и —а отъ начала 
координатъ, нЪтъ ни одной точки, при- Фиг. 13. 
надлежащей кривой; въ остальной. части т 
плоскости хи у не имфютъ предфловъ; 
онЪ могутъ возрастать до безконечности, 
слЗдовательно гипербола, есть кривая, про- х 
стирающая свои вфтви въ безконечность. 

Чтобы ближе видфть форму кривой, 
проведемъ прямую черезь начало коор- “о. У 
динатъ подъ угломъ ф къ оси Х (фиг. 13) и розыщемъ точки кривой, 
лежашля на этой прямой, 


ий 
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Означимъ черезъ х ‘разстоян1е такой точки отъ пачала координать и 


положимъ: 
д=7605ф ‚, У=уЯШФ 


подставляя эти выраженя въ уравнен1е кривой (13), найдемъ: 


1 
ВЫ ла. 
с05ф _ 511“ СА 


0? р? 





СлЪдовательно на каждомъ радусеЪ находятся двЪ точки кривой, такъ 
какъ г опредЪляется изъ уравненя второй стенени. Если, начиная съ нуля, 


о 2 
- 6087 $1129 
мы будемъ увеличивать уголъ ф, то членъ —=“ уменьшается, а — 
(17 








увеличивается, т. е. г возрастаетъ непрерывно, начиная съ 4, и при: 


су ош ф` (15) 
42 р? 
дБлается безконечностью; для величинъ угла ф большихъ, знаменатель въ 
уравнен!и (14) дЪлается отрицательнымъ, а х мнимымъ. Если означимъ 
черезь х уголъ удовлетворяющшй уравненю (15) и дающий направлене 
безконечно-удаленной точки на кривой, то будемъ имЪть: 


б 


С 


(са = — 


СлБдовательно есть два паправлешя, симметрично разеположенныхъ отно- 
сительно координатныхъ осей, къ которымъ коивая приближается неопре- 
дфленно, но никогда ихъ не встрЪчаетъ. Эти дв прямыя называются 
ассимптотами кривой. 

Данных двЪ точки, какъ и въ эллинеЪ, называются фокусами и связь 
ихъ съ осями дается уравневемъ: 

а? 62 = е? 
Фиг. 14. съ помощью котораго ихъ летко по- 
М | строить. . 

а 5 м $ 15. Параболе. Найти геометри- 
ых ческое мЪсто точекъ, находящихея въ 
равномъ разстояти отъ данной точки и 
данной прямой? 

Пусть данная прямая будеть МЕ 
(фиг. 14), данная точка ЁР. Изъ точки 
Е опуекаемъ пернендикуляръ на данную 
ых прямую и возьмемъ его за ое абециссъ. 
Разсетояне КК ==р дфлимь пополамъ, изъ точки дфлешя  возетавимъ 


оч 





У 
д. 
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перцпендикуляръ УУ къ оси абециесъ и возьмемь его за ось ординатъ, 
пусть М будетъ точка на кривой, тогда будемъ имЪ$ть: 


/ )\2 3 
у [=—8) - (++) 
\ г 2 


откуда, раскрывая скобки и сдЪлавъ приведене, получимъ: 
у? = 2х 


Это опять кривая втораго порядка—парабола, коей уравнеше не заклю- 
чаетъ второй степени величины т. 

Форма уравненя показываетъ, что кривая проходитъ черезъ начало 
 координатъ и вся лежитъ съ положительной стороны оси Х, т.е. х не 
можеть быть отрицательной величиной, такъ какъ, въ этомъ случаБ у 
дЪлается мнимымъ. Легко также вид$ть, что вЪтвь параболы безконечна 
и. осью Х дБлится на двЪ совершенно тождественныя части: одна съ по- 
ложительными ординатами --у, а другая съ отрицательными — У. 

Законъ образоватя параболы даетъ легай способъ построить еколько 
угодно ел точекъ. Для этого около данной точки Е (фиг. 14), какъ цен- 
тра, описываютъ кругъ, произвольнымъ радлусомъ ху, на разетояи > ОТЪ 
данной прямой (директрисы) по оси Х возставляютъ къ этой послдней 
перднжикулирч; . который, встр чаетъь описанный кругь въ двухъ точ- 
Жахъ= ‚ принахлежащих дарабол$: одна съ положительной ординатой, дру- 
гая я: отрицательной. 

о 16: Уравнешя эллипса, гиперболы и параболы могутъ быть выве- 
денылеще. изъ ‘сл$дующей: задачи: 

Найти геометрическое 1 мЪсто точекъ, отношене разстояюй которыхъ 
бть Ханнсй прямой -и ‘отъ данной точки было- бы постоянное? 

`Возьмемъ перпендикуляръ ЕК; опущен- фи: 1 
ный изъ данной точки на данную прямую 
МР, за ось Х (фиг. 15), означимъ черезъ р 
разстоян1е данной точки отъ данной прямой, 
возьмемъ на оси Х произвольную точку 0, 
па, разстояни я отъ данной прямой МА, за 
начало координатъ, и пусть наконецъ ) бу- 
деть данное отношенте. 

Легко видЪть, что уравнен1е искомаго геометрическаго м$ета, будетъ: 


и уе (х—@— р)? = А2(5—а) 


уз (5—а— р) — \*(х—а)8 = 0 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЯ. | о ео ое ке 5 


У станова ЗАУкаЦцы 
“Я щебсх: азяожойны унезсмат! 





ИЛИ: 
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откуда имЪемъ: 


(2 — 1) 2—2 (0—1) и— р! ж-Е №? — (р-р а) — у? =0 (16) 


такъ какъ а есть величина произвольная, то можно положить для упроще- 
н1я уравнения: 


мы 
Зе 


вслфдств!и чего предъидущее уравнене сдЗлается: 


о 

а У оеадиае 

А М 

(1—^2)° 1—)? 
Очевидно, что это уравнен!е будетъ эллипсъ, если \ < 1, и гипербола, если 
)>1. Изъ этого сл$дуетъ, что если даны точка и прямая и если другая 
точка скользить по плоскости такъ, что отношен!е разетоян1я ея отъ дан- 
ной точки къ разстояню отъ данной прямой, есть величина постоянная, 
то точка опишетъ эллипсъ, если она постоянно будетъ ближе къ данной 
точк$, и опишетъ гиперболу, если она постоянно ближе къ данной 
прямой. 

Мы здЪеь имфемъ нЪкоторую точку и прямую, которыя тЪено связаны 
съ двумя кривыми, эллипсомъ и гиперболой. Простое вычислене покажетъ, 
что данная точка есть одинъ изъ фокусовъ, съ которыми мы уже познако- 
мились выше. Въ самомъ дёлЪ, положимъ ^< 1-— это эллипсъ. Ёвадраты 
осей эллипса будуть: | 

а В ны № 
(1—2)? ' 1— А? 
откуда: 
^4 Ар. 


2 — па ра — —— 
С а р (22) ИЛИ с а 





Но растояне данной точки отъ начала есть: 


- )2 
ао 


а это есть разетояне фокуса отъ начала, слЪдовательно эти двЪ точки 
тождественны. 

Есть еще другая прямая, которая играетъ туже роль относительно 
другаго фокуса, “чо требуеть симметрия кривой относительно оси У. 
Эти двЪ прямыя называются дарсктрисами эллииса. Выражене разстояня 
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директрисы отъ центра эллииса, или начала координатъ, даетъ способъ 
построить эту прямую. Въ самомъ д$лф: 





ср == 6? 
слЪдовательно разстояне: 
—=с-р 
даетъ: 
р? й в 
И ЧУРЫ 


т. е. большая полуось есть средне-пропориюнальная между разстоянлемъ 
директрисы оть начала и эксцентриситетомь эллипса. 

Съ помощью этого свойства легко построить директрису, сл$дующимъ 
образомъ. Изъ центра эллипса О рамусомъ а описываютъ кругъ (фиг. 16), 


изъ фокуса Е возставляютъ перпендику- Фиг. 16. 
ляръ къ оси Х и продолжаютъ его до м | 
пересЪченля съ окружностью; точку пере- ни 


оъчентя А соединяютъ съ центромъ и изъ и 
той-же точки 4 возставляютъ перпенди- 
куляръ къ проведенному радлусу; пере- Хх: 
сфчене этого перпендикуляра съ осью Х | 
даеть точку, изъ которой возставленный \. 
къ.0си Х перпендикуляръ и будетъ иско- 

мой директриссой. 





Вторая директриса будетъ параллельна первой, на такомъ же раз- 
стоями отъ центра съ другой стороны оси Х. Сл$довательно лин 
весь`лежитъ между директрисами.) 


У 17. Раземотримъ теперь тотъ случай, когда А=1, т.е. когда, сколь- 
зящая точка находится всегда въ равномъ разстояи отъ данной точки 
(фокуса) и отъ данной прямой (диревтрисы). Въ этомъ случа уравненше’ 
(16) $ 16 сд$лается: 


у? — 2ух-- р(р- 2а) =0 


р 


5 › То будемъ имЪть: 


Если положим “= -—- 
и? — 90 
у — 2рх 


а это, какъ мы выше видФли, есть уравнене параболы. 

Изъ предъидущаго видимъ, что уравнев!я: эллипса, гиперболы, па-. 
раболы и круга, какъ частный случай эллипса, веЪ втораго порядка; ниже 
_Увидимъ, что самое общее уравненме между координатами х и у втораго 


= 
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порядка будетъ алтебраически представлять одну изъ этихъ трехъ замф- 
Чательныхъ кривыхъ, названныхъ древними трёадой Менайжма, которому 
приписывають ихъ открыте. Формы уравненй, полученныя нами длх этихъ 
кривыхъ, самыя простыя, поэтому онЪ называются каноническими. 


< 18. Уже въ У-омъ в. до Р. Х. греческихъ геометровъ занимали 
три задачи: квадратура круга, трисекщя угла и удвоеше куба или Делй- 
ская задача, которыя они старались ршить съ помощью линейки и круга; 
послфдняя ‘задача была сведена Гиппократомъ Х1оскимъ на разыскане 
двухъ средне-пропорцтональныхь отр$зковъ прямой лини между двумя 
данными стр$зками, т. е. если в и В суть данные отр%зки, то требуется 
найти друге два хи у такле, чтобы: 


ИЛИ. 


или еше: 


2=0у ‚, у=0б 


Если изъ перваго уравнения опредфлить у и вставить во второе, то най- 
демъ: 

и 23 = 426 

полагая 6 = 24, будемъ имЪть: 


ВОЗ 


ршить это уравнене значить найти сторону х такого куба, который 
былъ-бы вдвое больше куба, построеннато на данномъ отрЪзкЪ 4. 

Три задачи: отыскане двухъ’ередне-нропоршональныхъ, трисекця 
угла и удвоеше куба занимали многихъ греческихъ геометровъ. Начиная 
съ Платона вопросы эти не переставали интересовать древнихъ геометровъ, 
которые придавали имъ особенное значене и важность. 

Тревне геометры стремились рёшить эти задачи съ помощью пря- 
мой лиши (линейки) и круга (циркуля), но только въ послЪднее время, 
въ 1837 году, была доказана Ванцелемъ (\ап2е]) невозможность такого 
ръшевя. 

Н»Ъ которыми геометрами даны были у шен1я при помощи коническихь 
сЪчешй, другими были изобрфтены особыя кривыя, изъ числа которыхъ 
найболЪе известны: конхоила Никомела, ЦИиССои ла, Люклеса, одна изъ кри- 
ВЫХЪ двойной кривизны, предложенная Архитомъ и друмя. Также были 
изобрЪтены, нЪкоторыми геометрами, приборы для ршеня этихъ задачъ, 
т.е. инструменты для черченя различныхъ кривыхъ, р3ёшающихъ вопросъ. 
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Изъ такихъ приборовъ извЪстенъ месеслабь (теззо]а), предложенный Эра- 
тосоеномъ для р5шевя задачи объ удвоеши куба. Перейдемъ теперь къ 
разсмотрЪншо нЪзкоторыхъ изъ этихъ кривыхъ: | 


$ 19. Донхоида Никомеда. Конхоида (черепахообразная) была изоб- 
р'тена Никомедомъ для трисеклаи угла. Вотъ ея образовате. Дана пря- 





мая НН (фиг. 17) и внЪ ея точка О, данъ отрЪ- Фиг. 17. 
зокъ прямой линии 6. Данная точка О называется у 
полосомь, прямая НН дирекирисой, а отр$зокъ 6 - 

РЗ 


параметром». Изъ точки (0 опустимъ перпенди- Е-— 
куляръь ОУ на НН и проведемъ прямую ХОХ а! 
параллельно НН. Возьмемь полюсъ О за начало х_— 
координатъ, а ХХ за абециесу и ОТ за ординату. “о 

Проведемъ черезъ точку О, какую нибудь, прямую ОА, которая пере- 
 сЪчеть НЫ въ точкЪ$ А, отъ точки А, на прямой ОА, отложимъ въ 06% 
стороны отрзки А'А и А'А” равные 6. Геометрическое мЪето, такимъ 
образомъ, полученныхъ точекъ, проводя черезъь О прямыя во всЪхъ на- 
правленяхъ, есть конхоида. Пусть координаты точки А будуть д и у, 


я 





Хх 


) 


пусть разетоянте ба а. Изъ прямоугольныхъ треугольниковь ОДА и 
АВА имЗемъ: 

АБ _ АБ о Ув 

Ор АВ АВ 
Но: 





АВ=АА —АВ или АВ = — (у а} 
откуда будемъ имБть слфдующее: 
У (а 


э 


2 (уфа) 
ИЛИ. 


(22 -|- у?) (у—а)* =? 


(При построенш конхоиды можеть быть три случая: 
1. Случай, В > а. Въ этомъ случаф конхоида иметь форму (фиг. 18). 


Фиг. 18. Фиг. 19. 





2. Случай, 5 ==а. Въ этомъ случаЪ форма конхоиды будеть (фиг. 19). 
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3. Случай, 6 < а. Форма конхоиды булеть (фиг. 20). 
Фиг. 20. ВЪтви конхоиды на безконечности встрЪ- 
гу чаютъ директрису НН, поэтому она есть 

_ асимптота вЪтвей конхоиды, 
$ 20. Трисекщя ума. Пусть ЕОС 6у- 
Н. Н’ детъ данный уголъ, который требуется раз- 
Ц дЪлить на три равныя Части. Возьмемъ за 
директрису конхоиды перпендикуляръ ЕС 
къ ОС въ какой нибудь точк$ С (фиг. 21). 
Построимъ конхоиду, которой бы полюсъ былъ 0, а параметръ В = 20Е. 
Проведемь ЕР параллельно ОС до ветрЗчи съ конхоидой въ точк% Р, 

соединяя О съ Р и положивъь / ЕОР=ф мы будемъ имЪть: 


Хх 5 х 


" Фиг. 21. ДРОб= + Д ЕОС 


Въ самомъ дЪлф, если / = / ЕРО == / РОС, 
то ЕР==6с0$9 =20Е с0$9, а треугольникъ 
ЕОР даетт: 

ЕР _ зщ Ш Ф 6 6056 


БрееЕ е их 6 
ЕО 909 — , 2С08 








о 
2 
откуда: 

зшф == 28119.6080 == 511 26 


СлЪдовательно ф = 29. Если ф =. то: 


3 21. Диесоида (клинообразная). Данъ 
кругъ, коего радусъ х. Изъ концов д1аметра 
ОТ, (фиг. 22) проведены касательныя ОУи Г.Б, 
дламетрь ОЁ принимаютъ за ось Х, каса- 
тельную ОУ за ось У. Черезъ начало 0 про- 
водятъ безчиеленное множество прямыхъ, въ 
родз ОД, каждая изъ этихъ прямыхъ пересз- 
каетъ окружность и касательную Г.Б въ точ- 

_кахъ, какъ Си 0. На каждой изъ такихъ 
 прямыхъ откладываютъ отрЪзокъ 011== СД; геометрическое место точекъ 
М и будетъ кривая, носящая назване циссоиды Дзоклеса. 

Такъ какь точка М на кривой, то ОЕ = ЕГ =х, & ЕМ = у. Изъ 

прямоугольныхь треугольниковъ ОМЕ и ОСЕ имЪемъ: 


МЕ:ОЕРГ=СЕ:ОЕ 





©^ 
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Но: 
СЕ? = ОЕ. ЕГ == #(7—х) 
слЪдовательно: 
2: д = (27—х)х: (27—25)? 
откуда: 
28 
рэ 27—25 


Изъ этого уравненля видимъ, что циссоида есть кривая третьяго порядка, 
состоящая изъ двухъ тождественныхъ вЪтвей: одна съ положительными 
ординатами, другая съ отрицательными. 0бЪ эти вЪтви неопредЪленно 
приближаются къ касательной ГВ и сливаются съ нею на безконечности, 
когда х=— 027, слЪдовательно касательная Г.Б есть ихъ общая асимптота. 
Кривая вся лежитъ съ положительной стороны оси Х и вся заключена 
между касательными ОУ и Г.Б, а для >97 и для —Х ординаты дзлаются 
МНИМЫМИ. | | 


< 22. Найти два средне-пропорщональныхъ 
отрззка, между двумя данными отрЪзками аи 6? 

Опишемь кругъ А/В, коего рад1усъ есть а. 
Построимъ циссоиду АН (фиг. 93); 

Изъ центра С возетавимъ перпендикуляръ 
ЕС =, соединимъ Е съ В, ЕБ ветр$тить цис- 
соиду въ точкЪ С, проведемъ АС, которая встр%- 
тить СЁ въ точкЪ Е, отр№зокь СЕ и будетъ 
искомый въ пропорщяхъ: да: и=и:2==2:6. 

Въ самомъ дЪлЪ: 














а _СЕ 2а—х _у 
х 4 а б 
Откуда, зам$чая что: 
22°. 
ах 
найдемъ: | 
СЕ == а = 


6 23. Фомумь Декарта. Эта кривая дается уравненемъ: 
у — Заху -- д3 =0 


Такъ какъ оно симметрично относительно х и у, то и ея фигура раепо- 
ложена также симметрично. 
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Легко видЪть, что выражения: 


в. д ба 
1-8 Е 





Фиг. 24. удовлетворяють уравнен!ю кривой, какое бы 

у значение не им5ло перем\нное $, поэтому, да- 

вая различныя числовыя значення $ мы 0у- 

Н демъ имфть координаты точекъ кривой, кото- 
рая имЪетъ форму, показанную на фигурз 

(фиг. 24). ВЪтви ея ОН и ОС имЪють асимито- 


и той прямую /./М. 

__ 5 24. Оваль Кассини. Найти геометри- 
ческое мфето точекъ, коихъ произведеше раз- 
с стояшй отъ двухъ данныхъ точекъ было бы 

м величина постоянная? 


Пусть данныя точки будуть Ги Е, разстояше между ними КЁ’ = 
(фиг. 25). произведене разстояй каждой 
точки геометрическаго мЪста отъ точекъ К 
и Е пусть ‚будетъ т”. | 

РаздЪлимъ, въ точк$ (0, разетояе ЕЁ' 
пополамъ, возьмемь ЕЁ’ за абециссу, а ОУ, 
перпендикулярную РЁ’, за ординалу. 

Если точка Р находится на геометри- 
ческомъ м$етЪ, то: 


Фиг. 95. 





ЕР.ЕР=т? 
Такъ какъ ОВи РБ суть координаты хи у, точки Р, то мы имфемъ: 
[У ао у? (2—0 } = ии 


у ИЛИ: 
| (жену? в?) — 462172 = п 





Овалъ‘ будетъ имЪть форму (фиг. 25) если 

Х тре. 
Если же т==е, то мы будемъ имЪть 
_лемнискату Бернулли, коей уравнеше есть: _ 


(2? -|- 92)? — 262 (22—92) = 0 


Форма лемниекаты будеть (фиг. 26). 
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Если-же т< с, то овалъ Кассини состоитъ изъ двухъ отдЪльныхъ 
оваловъ (фиг. 27). 

< 25. Гранецендентныя кривыя. | Фиг. 27. 
Ве до сихъ поръ разсемотрЪнныя ра 
кривыя называются @-иебраическими, 
такъ какъ всф онЪ выражаются ал- Х(+, я + 
гебраическими уравнениями различ- 
ныхъ степеней. Коническя сЪчен1я у 
суть кривыя 2-ой степени, конхоида—4-ой, циссоида—3-ей и т.д. За ал- 
гебраическими кривыми слфдуютъ трансиендентниыя, т. е. тавя кривыя, 
въ уравнемя которыхъ входять трансцендентныя функии: зшх, созх, 
д, 106 д, ит. д. > ‘ 

$ 26. Синусоида. Уравнеше этой кривой есть: 

/ = $Ш 5 

Чтобы видЪть ея форму дадимъ х воЪ значеня, начиная съ 0,.и опред$- 
ЛИМЪ 1: | 


п п рп Тк Зт < 
2—==0.... ет ДД че ь я в" = 1%, ... йе 7—5 .... д—=от.... 


на 


] 
у%+ /—=0,... У о" 0 —=—1|... =—=0.... 


Ко | = 


у==0.... =. =, у—1,... УС 
Эта кривая имфетъ слздующую Фиг. 28. 
форму (фиг. 28). | 
_ Въ болзе общей форм$ 
уравнене синусоиды будетъ: и мы 
| п 


у > | ой +7 += 
у —= а Ш (0) Знание ее Х 


гл аи б произвольныя ко- 
личества. 


|< 


$ 27. Досинусоида. Эта кривая выражается уравненемъ: 


у == с085 
Если изелЪдуемъ ея форму, какъ это = Фиг. 29. 
мы сдфлали для синусоиды, то уви- ре У 
димъ, что она иметь слфдующий видъ = 


(фиг. 29). 

Видъ ея показываетъ, что кри- 
вая перес$каетъ ось ординатъ на раз- 
стояши равномъ единицВ отъ начала 
координатъ 0. 
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$ 28. Кривая татенсов:. Кривая эта выражается уравненемъ: 
у == (55 


Если изслфдуемъ ея форму, какъ сдЪлали это для двухъ предъидущихъ 
кривыхъ, то найдемь, что: 


т =0,... = 


у ==0,... ‘-/*..- и—1,... у— со ,... | у—0,... у== — со 


Кривая имЪетъ форму (фиг. 30). 


Фиг. 30. $ 29. Лолариомическая кривая. Ёри- 
У вая эта выражается уравненемъ: 
] 
2 — 108 (у) 
| которое можно написать въ форм: 
и | Е 
^ Е пал у 2 
. 2 а 
если 105 есть неперовекай. 
д —=—©0,... Х=0,... == 


/ —=0,... и —],... У== со 
форма кривой будетъ (фиг. 31). 


$ 30. Кривая секансовь. Кривая эта выражается уравнен1емъ: 


у== ест. 
и имфетъ форму (фиг. 32). 
| Фит. 31. 


| № 
У | 





_6 31. Квадратрикса Дейнострата. Если ордината ЭР (фиг. 33) рав- 
номфрно движется по д1аметру АВ круга О, начиная съ точки В къ А, 


и въ тоже время ращусь ОВ вращается также равномфрно около центра, 
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то точка перес$чен1я‘ ординаты и рад!уса, образуетъ геометрическое м$ето, 
которое и называется квадратриксой. 
Если рамуеъ круга есть г, а — Фиг. 38. 
`/ ВОР==9, то очевидно, изъ усло- у 
вя движеня, мы будемъ имЪть: 


г—д==а9. Если при х==0, 9—5, РА 
х. 


ее ОТКУДА ны 
Е уда $ — 9. и 


Но мы имЗемъ 


СИР 
.. ©ф 


откуда: 


у УХ 
8 (5.".=) 


Это и есть уравнене квадратриксы. Эта кривая была изобрЪтена Дейно- 
стратомъ для отыскан!я квадратуры круга, откуда ея назване. Если х==0, 


то ордината ОЁ будетъ равна =", это можно показать съ помощью нЪ- 
которыхъ преобразовавюй уравнегпя, ‘елЪдовательно надобно только по- 
строить точку Е, чтобы найти п. Но построеше точки Ё представляетъ 
так1я-же трудности, какъ и построене х. СЪ помощью квадратриксы можно. 
также раздЪлить уголъ натри равныя части, для этого надобно разд$лить 
на три равныя части отр$зокъ ОВ, тогда ординаты этихъ точекъ ветрф- 
тятъ квадратриксу въ точкахъ, которыя соединивъ съ центромъ, раздЪлимъ 
уголь ф на три равныя части. 

3 32. Циклоида. Циклоида есть кривая, описанная точкою дкружно- 
сти круга, который катится, не скользя, по прямой лини. Пусть ОХ будетъ 
прямая, покоторой катится кругь, Фиг. 34. 
коего радусъ есть х (фиг. 34). у 
Пусть х будеть точка касатя 
круга и прямой ОХ, пусть М 
будетъ точка, описывающая кри- 
вую. Мы полагаемъ, что въ на- 
чал$ движеюшя точка М совпа- 
даеть съ точкою касатя 0, прямой и окружности. 

Возьмемъ за ось Х прямую ОХ, О за начало координатъ, ОУ пер- 
пендикулярную ОХ за ось У. Въ томъ положеши, какое имЗетъ кругъ на 
фигур%, координаты точки. М будуть: 


х=оОР=оОВ— РВ ‚, у=оЕ— 05 (17) 
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Означимъ черезь ф уголъ, который радуеъ СМ состазляетъ съ началь- 
нымъ своимъ положенемъ СА. По свойству движеншя мы имземъ: 


ОЁ == дуг МЕ ==о 
Но: | 2} 
ВР = МЕ =т;ту ‚, 5С=тс0зФ 
подставляя въ (17), найдемъ: 


= "(Ф — 319) , у=/(1 — с0$0) (18) 


Откуда найдемъ: 





"—у В 
08 ф — и т $ 81 Ф = И 2у—у? 
}- 


Слфдовательно: 


Уд. ом 
ф — аге т И 2—9? 
ы 


подставляя это выражене ф въ первое изъ выражеюй (18), найдемъ: 


У—у_ 
=. ато с08 № и 2"у— у" 
== 


Таково уравнен1е одной изъ самыхъ зам чательныхъ кривыхъ По своимъ 
геометрическимъ и механическимъ свойствамъ. Она состоитъ изъ безко- 
нечнаго числа тождественныхь Частей, изъ коихъ только одна дана на 
чертеж». 


33. Воть еще замфчательная а, выражаемая уравнешемъ: 


у — а = 8 щие У 


Чтобы построить эту кривую, пстроимь сначала параболу у == ал. 

Фиг. 35. Пусть она будеть С’ОС (фиг. 35). Если 
будемъ прибавлять и отнимать отъ ординатъ 
параболы, величину зшхИ 2, то съ положи- 
тельной стороны получимъ овалы: РН, КГ 
и ЛММ.. о аа съ отрицательной отд$льныя 
точки А’. В', С',..., на вЪтвяхъ параболы, 
такъ как для отрицательныхъ величинъ 2 
выражеше Ш ху х будетъ мнимое, а лЪй- 
ствительное, равное нулю, только въ точ- 
кахъ А' В' С'... Длина оваловъ и разётояня точекъ А’, В, С'..., ечи- 
тая по оси Х, будутъ веЪ равны т. 
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У 34. Спираль Архимеда. Прямая ОЛ врашается равномфрно около. 
точки О (фиг. 36), точка М, начиная съ О, скользить равном$рно по пря- 
мой ОА и притомъ такъ, что когда Фиг. 36. 
прямая сдЪлаетъ полный оборотЪ, точка 
М проскользитъ на прямой разстояше 
у всегда одно и тоже для веЪхъ пол- 
ныхъ оборотовъ. 

При такихъ движевшяхъ, съ пря- 
мою и по прямой, точка М опишетъ 
кривую, состоящую изъ безконечнаго_ 
числа оборотовъ около точки 0. Ёри- 
вая эта извъетна, подъ именемъ сяирали | 
Архимеда. 





Возьмемъ полярныя координаты: : 
точку О за полюсъ, а постоянная прямая пусть будетъ первоначальное 
направлене прямой ОЛ. 

Пусть ОА’ будеть такое положене радгуса вектора ОА, при которомъ 
уголъ ф будетъ шестнадцатая часть окружности. По условю точка М прой- 
деть шестнадцалую часть у, слЪдовательно: 


ОМ _ АА, т | _$ 
ОА’ ‚2 А. вм 
откуда: 
а. 
РТ 


у у | 
в —__ —ы | ® т Ах з 
полагая = @, искомое уравневе спирали будетъ: 


= (19) 


Уголъ ф можеть возрастать неопредЪленно, какъ въ положительномъ, тавъ 
и въ отрицательномь направлени, въ обоихъ случаяхъ получатся двЪ 
вЪтви тождественныя, но съ противуположными оборотами. 

Если изъ точки О возставимъ перпендикуляръ и возьмемъ его за 
ось У, а ОД за ось Х, то будемъ имфть: 


и . —— #с | и из у 


Откуда уравненше спирали въ декартовыхъ координатахъ будетъ: 


т | | : ] ; 
я -- у =а^ агс1? > в 
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ИЛИ: 


з = 


—5 г | (20) 


уравнен1е трансцендентное, между т$мъ съ перваго раза кажется, что въ 
полярныхъ координатахъ (19)`’ оно алгебраическое. Чтобы выяснить это 
противор че, надобно вспомнить, что © и ф величины разнородныя. 

$ 35. Этихъ примФровъ достаточно, чтобы показать, какъ съ помощью 
метода Декарта, всякую кривую, которой свойство, общее веБмъ ея точ- 
камъ, извЪетно, служащее для ея опредЪленя, выразить алгебраическимъ 
уравненемъ, и обратно, каждое алгебраическое уравневе представить гео- 
метрически. Такимъ образомъ, всЪ геометрическля изелЪдован!я обращаются 
въ алгебраическля комбинащи и преобразован1я, геометрическля конкретныя 
предетавлен1я обобщаются въ отвлеченныхъ алгебраическихъ символахъ и 
часто, переставая существовать конкретно для глаза, идеализируются въ 
алгебраическихъ символахъ и ихъ законахъ. Таюя обобщеня, или такая 
идеализащя, ведуть ко многимъ теоремамъ, которыя безъ этого были-бы 
для насъ всегда скрыты, существуи только въ отвлеченной комбинаши 
алгебраическихъ сИМВОЛОВЪ, 


——— 


у 
ый 


ГЛАВА Ш. 
Преобразован!е координатъ. 
г. 36. Часто встрфчаетея необходимость опред$лить положене точки 


на плоскости относительно другаго начала или другихъ координатныхъ 
осей. Такой переходъ отъ однзхъ координатныхъ осей къ другимъ назны- 


Фиг. 37. вается преобразованяемь координат». Въ пе- 
У у реход$ отъ одн$хъ осей къ другимъ встр%- 
дм чается несколько случаевт: 


Случай 1. Перенесене начала. Пусть 
а я ‚ ОХи ОТ (фиг. 37) будутъ старыя оси, 
О'Х' и О'У' новыя, параллельныя старымъ. 
-Х Черезь хиу мы будемъ обозначать 
координаты точки М относительно старыхъ 
осей, а черезъь х иу координаты той-же точки относительно новыхъ осей. 
Пусть координаты новаго начала, относительно старыхъ осей, будуть 
ОА =аи АО =. Воординаты точки М, отнесенной къ старымъ осямъ, 
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будуть х=0ОР, у=РМ; отнесенной къ новымъ, будуть = ОР’, 
у = Р'М. Но: 
ОР=оОА- АР=оОА’А-О’Р! 


ИР= РР -- МР' = 0О'А-- МР' 
ИЛИ: 


г=на-с у уу (1) 
Это формулы, съ помощью которыхъ перемфняется начало, а направление 
осей остается тоже; а и 6 суть величины данныя. 
-- Пр. 1. Что сдЪлается съ уравненями: 
у--4х—7=0 , 22--у2—45-2у—1=0 
если начало координать перенесемь въ точку (2, —1)}? 
Отв. у-4х=0 , ху -6. 
Пр. 2. Что сдфлается съ уравнешемъ: 


т 
т — 0 
7 — п 


х*-- у — 








. тя 
если новое начало находится на оси ОХ, ва разстояня =. 


—- оть стараго начала? 
Г тп \? 
Отв. 5"? иг з = 0. 
но а ри 





(бичай 2. Перемьна направлензя осей. Пусть ОХ и ОУ будутъ. ста- 
рыя оси, а ОХ' и ОУ —новыя, имБюпия общее начало со старыми осями. 
Пусть х и В будуть углы, которые новыя оси ОХ' Фит. 38. 

и ОУ’ составляютъ съ осью ОХ (фиг. 38), эти углы 
‚опредЗляютьъ положене новыхъ осей. Какъ прежде 
мы будемъ обозначать черезъ х,у координаты точки 
М относительно старыхъ осей, а черезъ х, у’ коор- 
динаты той-же точки относительно новыхъ осей. 


Пусть наконецъь 0 будетъ уголъ между старыми 
осями ОХ и ОУ. 


СлЪдовательно мы имЪемъ: 
(= УОХ ‚, а=хХ'0ОХ ‚ 8В=УОохХ 
д=0ОР ‚, у= МР ‚, х=0ОР'’, у=МР 





Чтобы выразить хи у черезъь х’иу, проведемь ОВ перпендикулярно ОУ 
и 05 перпендикулярно ОХ и проэктируемъ полигонъ ОР МРО на ОВ. 
Въ силу теоремы, что алгебраическая сумма проэкщй сторонъ замкнутаго 
полигона, на какую нибудь прямую, равна нулю, мы будемъ имфть слЪ- 
дующее уравненйе, пробЪгая полигонъ въ направлени ОР МРО: 


ИР”. со РОВ Р'М. со; ОУ -- МР. сз ВОУ— РО. соз ВОР= -0 
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или: | 
5605 ВОР' Ру со НОУ — хеоз ВОХ =0 


проэкцтя стороны МР на ОВ равна нулю, такъ какъ уголь ВОУ есть 
прямой. Но мы имЗемъ: 
т 
ХОВ = УОВ— ХОХ = 1 
а также: 


хов= хх ХОЕ=а+ 5—9 = 5 — (@—о) 


УОЕ= УОХ- ХОВ=В-Ь = 5—(— В) 


подставляя, найдемъ: 
д’ т (9— <) - уз (8—8) — хзш 0 =0 (2) 
Если тотъ же полигонъ проэктируемъ на 05, то найдемъ: 


ОР'. со Х 05- Р'М.с05 У'05— МР. с0$ 705 — РО .с05 ХО5=0 


но. 
Ц 


$ ы 


3 


Хх Об = 


>| а 


6 
д 


а сторона ОР“перпендикулярна Ох, слдовательно ея проэкця равна нулю; 
подетавляя найдемъ: 
хзта-Ну т В — узш 0 =0 (3) 
Уравнен1я (2) и (3) даютъ искомыя величины для хи у: 
д’ зш (8—) -- у’ зт (8—8) д’ т а -- у’зш В ь 
бы о А о (4) 
зп $ $10 0 


Эти формулы служатъ для перехода отъ одной системы косоугольныхъ 
осей, къ другой косоугольной, имъющей тоже начало; онф рЪдко употре- 
бляются во всей ихъ общности. 
Мы разберемъ тЪ частные случаи, которые часто ветрчаются. 
_1. Перейти отъ системы прямоугольныхъ осей къ систем косоуголь- 
: в в 
ныхъ? Въ этомъ случаЪ о. 51 4 =1, слФдовательно формулы (4) 
слълаются: 
_ Ж==х 605 а - у с05 В 


у = я зто -- у зш В 
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2. Перейти отъ системы прямоугольной къ другой прямоугольной? 
к Е: | 
Въ этомъ случаЪ Е эт =1 и Во ро, 6058 =-— ша“ и 
шт В = с0$ ®. Въ силу этого. формулы (4) едЪлаются: 


д —х 608 & — у зто 
ы 1 (6) 
у = д зта-- у с03 а 
Это самыя употребительныя формулы. 


3: Перейти отъ системы косоугольной къ систем прямоугольной? 
Въ этомъ селучаЪ мы имЪемъ: 


ия 


р. 


м. | га 
В=э-На , за (9—6) = — с03 (#—) и зшВ = с0за 


въ силу чего формулы (4) сдЪлаются: 


#10 9 (9—“) — чу с03 (9 — а) 
а” т 9 

(7) 
_ язто-Ру 03% › 
И”, ВНИИ с 


Случай 3. Общее преобразоване. Опо состоитъ въ перенесеши начала 
и ВБ измънени направленя осей. 

Этого можно достигнуть съ помощью двухъ предъидущихъ преобра- 
зованй. Если координаты новаго начала О’ будуть (а,6), а оси проведен- 
ныя черезъ это начало, параллельно старымъ, будуть ОХ” и ОУ", то 
_ мы будемъ. имЪть: 


х=а-х у=ёь-у 


Остается перейти отъ системы О’Х", О'У” къ систем О'’У", О'Х', сохра- 
няя начало (. д этого надобно преобразовать т иу по формуламъ (4), 
‘что даетъ: 
х зт (6 — а) -- у зщ (9 — ь 
Шор ау. 
908. 


(8) 
ом изта-- уз в 
у зп 6 
Веф предъидущуя формулы, служашия для перехода отъ одной системы къ 
другой, первой степени относительно 5`и у, имЪютъ форму: 


у = Ц -- ри Е Чу 3 у —0 -- г’ -- $4 | 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. Г ь 


34 ГЛАВА ПТ.—ПРЕОБРАЗОВАН1Е КООРДИНАТЪ. 


`- 


Подстановлеше этихъ выражеюй въ уравнене я-ой степени вмЪето д иу 
ведеть къ уравненшю той-же степени относительно новыхъ координатъ 
хиу. Въ самомъ дЪлЪ, очевидно, что степень не можетъ повысится, 
возвышая полиномъ въ ,-ую степень и не дастъ членовъь въ хи у выше 
7-0й степени; степень и не понизится, ибо возвращаясь обратно, она бы 


повысилась. , 
Пр. 1. Показать, что уравнеше: 


-- у? — 2 
будетъ такой-же формы для всЪхъ прямоугольныхъ осей, имфющихъ тоже начало? 
- Пр. 2. Что сдфлается съ уравнетемъ: 
х?-- у — Зах — у а-- ==." 
если начало координатъ перенесемъ въ точку (а, 5)? 
Отв. и -Ну’ = 1". 
‚Пр. 3. Что сдфлается съ уравнешемъ: 
2—4? = 6 
вЪ прямоугольныхъ осяхъ, если за новыя оси возьмемъ равнодфляпия углы между 
старыми осями? 
Отв. ху’ =3. 
Пр. 4. Написать формулы, служапия къ переходу отъ одной системы прямоу- 
гольныхъ осей къ другой косоугольной, сохраняя начало и ось Х? 
Отв. =’ Ру’ с0о38 ‚ У=у’ зщ В. 
Пр. 5. Дано уравнен1е въ прямоугольныхъ осяхъ: 
252 — Зху-- 2 =1 
какую форму оно будетъ имфть, если оставить ось Х, а за ось У взять равнодфля- 
щую уголь между старыми осями? 
Отв. Ау --х’И 2 =2. 


$ 37. Переходь оть декартовыхь координать кь полярнымь и обратно. 


Предъидущия формулы даютъ возможность перейти отъ одной системы де- 

Фиг. 39. картовыхъ координать къ другой, но часто необхо- 
димо бываетъ оть декартовыхъ координатъь перейти 
къ полярнымъ и обратно. Если мы имЪемъ прямоу- 
гольную систему координать и зжелаемъ преобра- 
| зовать уравнене кривой въ декартовыхъ коорди- 
У натахъ, въ полярныя, коихъ полюсъ находится въ 
начал, а направлене дается осью Х, то будемъ имЪть елЪдующую за- 
висимость: 





== 0608 ф ‚ Ужезшф , = 


ГДВ р есть разстояше точки (х,у) отъ начала координатъ 0, а ф уголъ, 
который р составляетъь съ осью абециссъ (фиг. 39); подставляя вм\ето 


7 
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хиу ихъ выражеюя Черезъ ри % въ данное уравнете, мы получимъ 
уравнен1е кривой въ полярныхъ координатахъ. Если, обратно, требуется 
перейти отъ уравнен1я въ полярныхъ координатахъ къ декартовымъ пря- 
моугольнымъ, то предъидушия уравнен1я даютъ: 


= И? у°, ф ато > 


Подставляя эти выраженя въ полярное уравне- 
н1е, найдемъ уравнен!е въ координатахъ Декарта. 

Если оси Хи У (фиг.40) не прямоугольны, 
а составляютъ уголь ©, то мы будемъ имЪть 
слЗдуюния пропорши: 





у: = зто: Шо , 2:0 =т(о—9): Шо 
откуда: 
__ 9 о ‚ — РЯ («— 6) 
шо 3 @ 


Эти формулы и служать для перехода отъ косоугольныхъ декартовыхъ 
координатъ къ полярнымъ,: если начало координатъ есть полюсъ. 


54 Пр. 1. Преобразовать слфлуюная уравненя въ прямоугольныхъ координатахъ, 
ВЪ полярный: 


х--у=5ах , 4 —9у?= 
Отв. т=54ас0$$ ,‚ 1260829 = а. 
:( Пр. 2. Преобразовать схфдующая уравненя въ полярныхъ координатахъ, въ 


прямоугольныя: 
4 


4 1 : 
"25129 =24? , 12-42082 , псов ф= а“. 


Отв. зуза? , (туза), аут (даа) 


ГЛАВА ТУ. 
Прямая линия. 


_6 38. Въ главЪ ЦП $ 12 мы вывели уравнене прямой, основываясь 
на ея опредЪлен!и; въ настоящей главЪ мы дадимъ этому уравненю раз- 
дичныя формы и изелЪдуемъ всЪ свойства прямой, какъ въ ОТДЗЛЬНоСТи, 
такъ и въ связи съ системою прямыхъ на той-же плоскости. — 
Въ $ 12 мы нашли, что уравнеше прямой, проходящей черезъ двЪ 
данныя точки (2,9), (2›, 4), произвольно выбранныя на плоскости, есть: 
У 9 иди уу = № (1—2) (1) 
тм ^^ ж— Ж — 22 
3“ 
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или еще: 
(и— №) х — (м— 2) у и — 2 и=0 


Замфтимъ, что форма этого уравнен1ля не зависитъ отъ наклоненя Вории: 
натныхъ осей между собою. 

Фиг. 41. | Одна изъ самыхъ замЪчательныхъ формъ 
уравнен1я прямой получится, если возьмемъ точки, 
опред$ляющия прямую, одну на пересЪчеи пря- 
мой съ осью Х (фиг. 41), другую на пересЗчени 
съ осью У, слдовательно надобно положить: 


{1 — @ ) == ) Хо = 0 ) Уо =6 





тд аи б отръьзки, которые прямая дЪлаетъ на 
координатныхъ осяхъ. Подставляя эти величины въ уравнене (1), найдемъ: 


У 
С г т =1 (2) 
Если положимъ: 
1 1 
—=— , б=—- 3 
Е ь _ (3) 


то предъидущее уравнен!е сд%лается: 


сх Ржу 1=0 (4) 


Это одна изъ самыхъ зам чательныхъ формъ Уааной» прямой. Она также 
не зависить отъ наклоненля осей. 

Отр$зки аи 6 опредЪляютъ положене прямой или-же & ит, свя- 
занныя съ а и $ уравнешями (3). Величины ё& и 9 называются координа- 
тами прямой, фиксируюция ея положене на плоскости, такъ точно, какъ. 
координаты точки фиксирують ея положен. 
| Въ уравнети (4) х и у называются бмущими или скользящими коор- 
динатами, онЪ остаются неопредЪленными и должны удовлетворять только 
уравнен1ю (4). Когда х и у удовлетворяютъ уравненю (4), точка, коей 
координаты суть х, у, скользить по прямой, фиксированной координатами &, т. 

Форма уравнения (4) замчательна въ томъ ‘отношени, что она сим- 
метрична, относительно координатъ &, м прямой, и  координать 2, у точки. 
Ниже увидимъ важное значене этой симметрии. } 

{ При изучени. Аналитической геометрии необходимо выяснить геомет- 
рическое значене каждаго алгебрах ческаго выраженя или уравнен!я, безъ 
этого аналитическля формулы навсегда остаются только отвлеченными ком- 
бинащями алгебраическихъ символовъ, которые теряютъ, такимъ образомъ, 
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конкретное представлене. Возьмемъ, наприм$ръ, уравненше (2), которое вы- 
разжкаетъ только то, что прямая проходить черезъ точки (а, 0), (0,6); но 
если мы его напишемъ въ формф: 


рх —- ау = а 


у то видимъ, что площадь прямоугольника аб 
(фиг. 42), построеннаго на отрзкахъ диф всегда 
равна сумм площадей прямоугольниковъ 65 и 44, 
гл бы точка (1,4) ни была взята на длагонали 
х 1-1  х прямоугольника, т. е. на прямой (2) 1). 


` 
® Ра 
`. „= 
`ъ-. „.“ 
">... |“ 


и у 39. Если уравнение (2) помножимъ на пер- 
пендикуляръ р, опущенный изъ начала координать на прямую АБ 
(фиг. 43), то получим; 






чае 
= ооо и 6 об 


р р 
„Тур 


Но На есть соз угла, который перпендикуляръ р составляеть съ осью Х, 


1 р з 
Фиг. 43. а р есть 5 тото-же угла, слЪдовательно, озна- 


чая черезъ о этотъ уголъ, найдемъ: 

д 60$ @ -|-- узш © — р=0 (5) 
Это уравнеме прямой, которой положене фикси- 
хх руетея координатами а и р. Эта форма называетея 
нормальной—ъиже увидимъ почему. Замтимъ, что: 





ОА=в=— ‚5 ов, > Обр '.. / А0б—а 


& 40. Мы видфли въ 8 12, (6), что уравненю прямой, проходящей 
черезъ точки (2,9), (122,2), можно дать елфдующую форму: 


У е 
2—2 5 
ИЛИ: 
у—и= (2—2). (6) 


Это есть уравнене прямой, проходящей черезь данную точку (д, у) и 
составляющей уголь ф съ осью Х. Точку (м,‚у) можно выбрать гдЪ угодно 


| ') См. Ващенко-Заларченко, Элементарная геометрия. Кевъ, 1883, т-8, стр. 13, 


я з 139, 


- 
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на прямой. Возьмемъ точку пересВченмя прямой съ осью У, координаты 


) 


этой точки будутъ (0,6); $ есть отрзокъ, который прямая дЪлаетъ на 
оси У. Полагая въ уравнени (6) хл==0, и==Ь, найдемъ: 


у=2 86 


или полагая {9 ==а,. уравнене сдЪлается: 


у=ах-Ь (7) 


о ча | ее 
Значене коэфищента въ этомъ уравнени объяснено выше. Уравневе (6) 
можно написать еще въ сл$дующей форм$: 


ИИ „НИИ ЩИНЫЫЙ (8) 
51 Ф 605 Ф 


или, полагая: 





3 ф 605 ф 


найдемъ: 
у=и-Ну.-зтФ , х= м х.с08 $ (10) 


гд$ г есть разстоян1е скользящей точки отъ данной точки (м,и). Если 
прямая проходитъ черезъ начало координатъ, то въ уравневе (7) отрз- 
зокъ 6 = 0, елЪдовательно: 


у = ах (11) 


будетъ уравнене прямой, проходящей черезъ начало координатъ и со- 
ставляющей съ осью Х уголъ, коего тангенсъ равенъ числу а. 
Если въ уравнени: 


у.м 
2-2 ® 95 


Фиг. 44. 


номЪетимъ точку (1,4) въ начало коорди- 
натъ, . т. е. положимъ 45 =0, у2==0, то 
уравнен1е сдЪлается: 


или у=ЙЩ—х 
Я м. ий 





Если оси будутъ косоугольныя и уголъ между ними будетъ ® (фиг. 44), 
то значение коэфищента а въ уравнени: 


уаз (13) 
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найдемъ, написавъь уравнеше (13) въ форм%: 


у—б6==ах или а 
или: 
У—6 $11 © 
Хх т (@— 9) 
откуда: | 
_ 8$ 
— зщ (&—6) (14) 


3 41. Мы исчерпали всЪ формы, которыя уравнен!е прямой’ можетъ 
получать, выбирая извЪетнымъ образомъ величины (координаты), опред$- 
ляюшля положевше прямой. ВсВ эти уравнен!я первой степени относительно 
х, у, откуда представляется самъ собою вопросъ: всякое-ли уравнене пер- 
вой степени, въ хи у, представляетъь прямую линю? 

Мы сейчасъ покажемъ, что это такъ. Въ самомъ дфлЪ, самая общая 
форма уравнен1я первой степени относительно х, у будетъ: 


Аз Ву О=0 `(15) 
которое можно написать въ форм$: 


д; 


(16) 


ь 


Е ЕЕНЕЕЕМЕЕНЕЮ ртр 


я 
Го= 
В 


>. 


но это ничто иное, какъ уравнене прямой въ форм (2) 8 38, гд$: 


откуда заключаемъ, Что каждое уразнене первой степени относительно 
д и у представляеть прямую линию. 


$ 42. Мы вид$ли въ предъидущемъ паратраф®, какъ прямая, данная 
въ самой общей формЪ: 


ЕО. (17) 


приводится къ формЪ: 


—- 


5 


| 


а | з 


но чаще всего требуется уравнен1ю (17) дать нормальную форму: 


хсоза + узта —р=0 (18) 
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для этого помножимъ уравнеюше (18) на неопред$ленный множитель ^, 
тогда получимъ: 
Ах 608 а -- Лузша — №№ =0 


Если это уравнеше тождественно съ (17), то мы должны имфть: 


^6059 = 4 ‚ Азша=В ‚, —№=О (19) 


откуда, возвышая въ квадратъ первыя два уравнения и складывая, найдемъ: 


2 — 43-- Б2 


ИЛИ. 


=== у АЗ- В? 
Подставляя въ уравненя (19), получимъ: 


А Б —С 


—-У 42 - В? --У 42-1 В? --У 4? + В? 








(20) 


Перпендикуляръ р, опущенный изъ начала координатъ, на прямую, мы 
будемъ всегда принимать за величину положительную, иоэтому въ выра- 
жени: = 

—0 


о а ов БаиинннижинысттттК 1) 
И 42 В? 7 


р 
радикалу нужно давать такой знакъ, чтобы вторая часть была положитель- 
ная. Этимъ условемъ опредфляетея знакъ радикала. Если С будетъ коли- 
чество положительное, то радикалу нужно дать знакъ —, а если С будетъ 
количество отрицательное, то радикалу надобно дать знакъ --. Опредф- 
ЛИВЪ, ТАКИМЪ образомъ, знакъ радикала, мы будемъ имЪть зша и соза. 


Сл довательно если уравнене (17) раздфлимъ на У 4?- В?, то оно 
‘приметъ нормальную форму: 


Аг-- ВУ--С | 


ие _ (22 
И 4? - В? В 


` Замфтимъ еще, что зша и сова выражаются только коэфищентами Ди В 
и не зависятъ отъ (С. 


$ 43. Если въ уравнени прямой: 


Я; р | 
Су = (23) 
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измЪнимъ ди ф на яа и яф, то получимъ уравнене: 


о 
ты ] (24) 


ИЛИ. 


$ 


з |3 
==. 


- 


прямой, очевидно, параллельной прямой (23). 


Если въ уравнении: 
2605% —— узШа = = (25) 


измЪнимъ р) на р, То прямая перенесется параллельно самой себ, такъ 
какъ ея наклонен1е, при такомъ замфщени, неизмЗняется. СлФдовательно 
прямая: 

2605 & -- У5Ш@ = 
параллельна прямой (25). 


Такъ какъ наклонене прямой, данной общимъ уравненемъ: 
Ал - ВС =0 


выражается только коэфищентами А и Б, то съ изм$нешемъ С прямая 
переносится параллельно самой себ. 


Наконецъ въ уравнени: 
у= ах Е Ь 


оставляя а, угловой коэфищентъ, безъ перемЪны, а изм$няя только 6, мы 
будемъ переносить прямую параллельно самой себЪ.. 

$ 44. Задача. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ’ данную 
точку (21,9%)? | | 


Рьшене. Возьмемъ уравневте прямой въ самой общей форм: 
Ах БуС=0 — ы (26) 


Если эта прямая должна проходить черезь точку (21, %,), то координаты 
д. ии должны удовлетворять предъидущему уравненю, т. е. мы должны 
ИМЪТЬ: | 
Ая-- Ви С =0 


откуда: 
С = — Ажд— Бу 


42 ГЛАВА 1У.— ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. 


вставляя въ уравнеше (26), найдемъ: 
А(х—) + В(у—и)=0 (27) 


Это и есть уравнеше прямой, проходящей черезъ точку (2, и). 


Легко видфть, что если уравнене прямой будетъь дано въ формахъ: о 
Я 
— Е инь 1 
а * 6 


1603& -— узШа = (28) 


у=ах--б 


то уравненая прямой, проходящей черезъ точку (2, ), будутъ: 


Хи Уу— Ч = 
к В — 0 


(— я, )соза -Р (у и )зша==0 (29) 
у—у=4(5— 21) 


Если въ уравненяхъ (29)-будемъ измЪнять коэфищенты а, 6, уголь а и 
угловой вкоэфитентъ а, то прямая выраженная этими уравненями, будетъ 
вращатся около точки (д,9), принимая всЪ возможныя направления. , 


$ 45. Задача. Дано уравнение прямой въ нормальной форм: 
26059 — узша==р (30) 


и точка (2,9) внЪ этой прямой; найти длину перпендикуляра, опущен- 
наго изъ данной точки (2, у) на данную прямую? 


Ришене. Черезъ данную точку (2, и) проведемъ прямую параллельно 
прямой (30), уравнеше ея будетъ (5 43): 


26050. -—- узЗШо = (31) 


если у) будетъ разстояме, проведенной прямой отъ начала координатъ. 
Если означимъ черезъ 5 искомый перпендикуляръ, то легко видфть, что: 


6—1, —р 
Но точка (2, ч.) находится на, прямой (31), елЪдовательно: 


р == 21<08% -- 1 30“ 
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откуда: | 
6—1 — й = 41603 & -- УЗШа — р (32) 


Откуда видимъ, что если поямая дана въ нормальной форм и точка внЪ 
ея, то результать подетановлен1я координать л ичу въ данное уравненте, 
дастъ длину перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (71, и) на прямую. 


Если данная точка лежитъ съ той стороны прямой, съ которой ле- 
жить и начало координатъ, то длину перпендикуляра принимаютъ за, ве- 
личину положительную, въ противномъ  случа$ за величину отрицательную. 
СлЪдовательно мы должны писать: 


= (2005а -- у. зша — р) (33) 
въ первомъ случа, и: | 
0 —— (м 05“ —- Л Ша — р) (34) 


во второмъ. 
Если уравнен1е прямой будетъ въ общей форм$: 
| Ах-- Ву--С=0 
то надобно его привесть въ нормальную форму, какъ это было уже пока- 


зано (5 42, 22): 
Ая ВутО | 


У 42-- В? 

‘подставляя координаты ди ал ВЪ это уравнене, найдемъ: 
Аг ВЕС 5 _ (35) 
= и А? В? 


знакъ радикала надобно такъ выбрать, чтобы перпендикуляръ $ имфль 
величину положительную или отрицательную, смотря по положеню точки 
относительно прямой, какъ сказано выше. / | 


Пр. 1. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ начала координатъ -на 


прямую: 
. 3%-4у-—-20=0 : 
Отв. 9=4. 


_Пр. 9. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (2, 3) на, прямую: 


Отв. ИБ ? точка находится съ противуположной стороны ‘начала координатъ. 


Пр. 3. Найти длину периендикуляра изъ начала ва прямую; 


ыы а(х —а)-НЪ(у—5)=0 
Отв. Ра?-- 0? ^ 
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$ 46. Задача. Найти координаты точки пересЪченя двухъ прямыхъ: 
А. &—- Ву-- С =0 


| (36). 
Ах -- Бьу-- © =0 


Рошен. Координаты точки пересЪчен1я должны удовлетворять обо- 


имъ уравнешямъ, слЪдовательно должно изъ этихъ уравнеюй опредфлить 
хиуч: 


Е В© — ВО Е АС — 41 (37) 
АВ, — А, В, ВА В, | 
или: 
д; у ] 


реж ета (38) 
Б (5 — В, С, О - А) НР.” А: Бо в А.Б 
Выражеюя (37) и будутъ координаты точки пересЪченя прямыхъ. Если 
ъ уравнемяхъ (36) коэфишенты находятся въ такой зависимости, что 
знаменатель у хи у: 


А: Б. — р — 0 (39) 


ТО х==<0 и у==о00, если при этомъ числители остаются величинами ко- 
нечными; их ВЪ этомъ случа прямыя ре ветрЬчаютея на 
безконечноети, т. е. онф параллельны. 


Услове параллельности (39) можно написать въ формЪ: 


4, _В 
А. В (40) 


т. е. коэфищенты у х иу въ уравнемяхъ (36) пропорцональны. 
Пр. Прямыя: 
3% 5Бу--1=0 6х--10%у--7=0 


нараллельны, такъ какъ: 


Если при услови (39) случиловь бы, что и одинъ изъ числителей, 
напримЪръ: 


Ва — Ва 


то и другой числитель, какъ извЪстно, будетъ также равенъ нулю и ко- 
ординаты примутъ неопред$ленную форму: 


0 и 
6 =—= — =— — 


9: т о 


слфдовательно двЪ данныя прямыя тождественны. 
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Задача. Найти координаты точки пересВченля прямой, проходящей 
черезъ точки (м, и), (2,42), съ прямою, данною уравнетемъ: 


Ах - Бу С=0 (41) 
Очевидно, это предъидущая задача въ другой форм%. 


Рьшевше. Прямая, данная предъидущимъ уравненемъ, встрЪчая пря- 
мую, соединяющую точки (м, 9), (хо, 42), ДЪлить разетояне между этими 
точками въ нзкоторомъ отношения (внутренне или внфшне); если это не-. 
изв%стное отношене означимъ черезъ \, то координаты искомой точки пе- 
ресЪчен1я будутъ: 

_ Е № __\-Н № 
а ' ТА 


эти коорлинаты должны удовлетворять уравненшю (41), сл$довательно 
имъемъ: 


А № № 0—0 








1 А 1--А 
откуда: 
И И 42 
— Аж Вы С И 
Если это выражене напишемъ въ форм$: 
Ад БиС 
42 2 
ыы УВ. Б (43) 
44. Ву С 
и АЗ В? 


то легко видЪть, что числитель и знаменатель этой ‘дроби суть перпенди- 
куляры, опущенные изъ точекъ (2. у), (хо, 42) на прямую (41). Знакъ — 
передъ дробью произошелъ отъ того, что если искомая точка пересЪченя 
находится между точками (м, и), (2,4), то упомянутые перпендикуляры 
имфють противные знаки, велЪдстыи чего ) будетъ величина положитель- 
ная, какъи слЪдуетъ, для точекъ, лежащихъ между точекъ (2,9), (ла уг); 


Е 8 47. Сь помощью вмраженя для ^ (42) Фиг. 45. 
можно легко доказать сл$дующее свойство треу- 
гольникКа: 

Если прямая лин!я (фиг\45) пересЪкаетъ 
стороны ВС, СА, АБ треугодьника АБС въ 
точкахъ №, Г, М, то мы будемь имЪть: 


ВТ.СМ.АМ 
ОГ. АМ ВМ 
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Пусть координаты вершинъ треугольника АВО будуть (м, и), (2,4), 
(23,43), то мы будемъ имфть (42); 


ВЁ _ не: Ао -- Ву ЕС 

СТ — Аж — н Буз те 
также: 
СМ _ Ав Бу ГС 
АМ Ад РВи-О 
и наконецъ: в. | 
АМ _ Ах Ву гос 


ВМ _ Ав РВ КО 
перемножая эти выраженя, найдемъ зависимость (44). 


Если въ предъидущей задачЪ, уравнене (41) прямой будетъ дано въ 
форм$: | | 
(уз—9:)х а (3—2) у -Г 239: — 24: =0 


проходящей черезъ данныя двЪ точки (23, 43), (24,44), то \ будетъ: 


—_ (8—4) — ви Рава — ба 45 


(уз—:) 2. — (23—24) Г 239. — 2, 
$ 48. На основав этого посл дняго выражен1я для А; можно пока- 
зать еще слфдующее свойство треугольника: 


Если, какую-нибудь, точку О (фиг. 46), взятую на плоскости, соеди- 
фиг. 46 = НИМЪ прямыми  лиями съ вершинами треугольника 
АВС (фиг. 46), то эти прямыя ветрЗчаютъ противу- 
положныя стороны ВС, СА и АВ въ точкахъ Ш, Е, Ё, 
дъляшя стороны на отр%зки, которые удовлетво- 
ряютъ всегда ‘слфдующему услов1ю: 


ВЬ.СЕ.АЕ у 
СР.АЕ.ВЕ- \!\ 





(46) 
Еели координаты взятой точки будутъ (%., у), а вершинъ треугольника 
(я, 9), (12, Уз), (ха, Уз), то мы будемъ имЪть (45): 

ВО _ 2 (уз— Ув) - #5 (у — и) - 2. (и, — у?) 


о ьижьь—-  - оке сааыщнь 





— Ня р ирьамььдьить. 


СО * 2 (4 — 9з) 2 (уз—\) —- хз (9 — Ул) 








СЕ 2 (уз— уз) (У) | 24 (4 ——з) 


о а рсить 


АЕ _ д (уз— Ча) 72 (у4—\) -- 4 (у — 42) 


АЕ _ (и — 8) ви) 2—4) 
ЕВ #22 (3—4) хх 73 (у, — уз) -Е 24 (42—95) 


перемножая эти выражевя, найдемъ зависимость (46). 
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.5 49. Задача. Даны уравнемя двухъ прямыхъ: 
А,2—- ВУ-Е С; =0 


(47) 
Аз -- Вьу- С, =0 


найти уголъ между ними? 


Рушене. Уголъ между двумя прямыми линями равенъ углу между 
перпендикулярами, опущенными изъ начала координатъ на прямыя. Вели 
означимъ черезъ ‘о, и & углы, которые перпендикуляры, опущенные изъ 
начала на прямыя, составляютъ съ осью Х, то будемъ ИМЪТЬ ($ 49, 20): 








60$ 1 = #1 603 и = —.. 
|= еж Е нЕ ` 2 — О —_ — 
у * = В* | И А?, —- В% 
| В Бо 
В ЕЯ, , 5 05 — рт 
И А В? | И Аз, + В? 


Изъ этихъ выражеюй мы имЪемъ: 





вт (а —0) =— АВ — АВ: ___ 
Уже мудь в, 
(48) 








___ АВВ 
по — У Ену м, РВ 
откуда: . 
ро А.Б, — А.Б. | 
В ААВ уе 


Если данныя прямыя параллельны, то и— а. =0 и мы будемъ им ть: 


АБ! — А.Б. — 0 


Если прямыя перпендикулярны, то &— а. ==, слфдовательно мы имфемъ. 


52| = 


_ 60$ (&% — %&) =0, откуда: 
А, Аз ВВ, =0 (50) 
_Это услове перпендикулярноети прямыхъ (47), т. е. если сумма произве- 


денй коэфищентовь ухиу равна нулю, то прямыя перпендикулярны; 
услове (50) можно написать еще въ сл5дующей форм$: 


1 _ Ба й 
ря, м (51) 
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Если уравненя прямыхъ даны въ формЪ: 
у=ая--ы , у=ах (52) 
то услове перпендикулярности будетъ: 
аз —- 1 =0 (53) 
Сл$довательно, уравнене прямой перпендикулярной къ прямой: 


у=ая-ы 
_ будетъ: 


у=— а-& 
м 


если 0бф прямыя проходятъ черезъ точку (0,6); `если онЪ проходатъ че- 
резъ, какую-нибудь точку (21, м), то ихъ уравневля` будутъ въ общей 
_ формъ: 


у—и=а(х— я) 


(54) 
= -@— дл) 
Если уравнен1е прямой дано въ общей форм: 
А (2—2) -- В (уф и) =0 (55) 


то уравнене прямой, проходящей черезъ туже точку (м, и) и перпенди- 
кулярной (55) будетъ: 


В, (&—я) — А, (у—ч) — 0 . (56) 


Если прямая дана въ общей форыЪ: 
Ах Ву (=0 (57) 


то уравнеше прямой перпендикулярной къ ней и проходящей черезъ 
точку (м, и) внЪ ея будетъ (56), гдЪ точка (2,и) не лежить на пру- 
мой (57): 
8 50. Задача. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ данную 
точку (2, и) и составляющей съ данной прямой данный уголь? 
Ръшенле. Пусть данная прямая будетъ: 


у =ах В (58) 


данная точка (2, 9:), данный уголъ ф. 
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Если означимъ {© угла, который искомая прямая составляетъ съ 
осью Х, черезь а, то ея уравнене будетъ ($ 44, 29): | 


у—и=а1(5— 21) (59) 
‘уголь между этими прямыми будетъ: 


| ( —— 1 
ом 
ь? 1 —- СО (60) 
откуда № искомаго угла с) будетъ: 
_ а— 8$. и 
А. 1--Ран 448.9, (61) 


‚Пр. 1. Найти уравнен1я периендикуляровъ, опущенныхъ изъ верШинъ (2, 1), 
(3, —2), (—4, —1) треугольника, на протнвуположныя вершинамъ стороны? 


Отв. Уравнен1я сторонъ (8 38, 1): 
х--7у-+11=0 ‚, Зу—х=! , Зх-у=1 
Уравнен1я перпендикуляровъ: | 
—у—=13 , Зл-у=7Т Зу—х=1 
Пр. 2. Найти уравненя нерпендикуляровъ, возставленныхъ изъ срединъ сто- 
ронъ того-же треугольника? 
Отв. Координаты срединъ будуть ($ 4, пр. 3): 


1. | 5 1 
(5 -5) ) (—1,0) е (5 —5) 
а перпендикудяры: | 
1%—у-2=0 , Зх-у{3=0 ‚, Зу—я--4=0 


Рае. , и. 1 3 
эти перпендикуляры перес$каются въ одной точк$ \—2 о —=) р 


Пр. 3. Найти уравненя перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ ори (2, у: ). 
(х., У»), (х:,Уз) треугольннка на противуположныя стороны? 


Отв. 


(х, = 2.) х- (у, в уз) у -Н (>, х, НУ, Уз) к (х, о у уз) =0 
(с; —2) = (ч, —Уу-Е (2 =, Ну, у») — (21: Ву, у) =0 
(2,— =.) -Е (у, — и) у- (в, Ну» уз) — (п, 4 -Ну, Уз) =0 
эти три прямыя пересекаются въ одной точк$. 


Пр. 4. Найти уравненая лерпендикуляровъ, возставленныхь изъ срединъ ето- 
ронъ того-же -треугольника?` 


Отв. в ‚ © 
а Е ; и" | 
(1,—1;:)х --(@.— уно (2: — 23) - а (%*"—9:°) —=0 


(х—х)я-(у,—и)у +5 (в.?— 21°) -- 2 у 2) =0 


1. 1 
(—) (фу у о (х,? а 2.) - а (и 2°) — 0 
эти три прямыя пересфкаются въ одной точЕ%. 


-‹ АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. ‚„\” & 
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Пр. 5. Взявъ за оси: основаве треугольника и перпендикуляръ изъ вершины 
на основаве, найти уравнене двухъ остальныхь перпендикуляровъ и точку ихъ пс- 
ресфчен1я? 

Отв. Координаты вершинъ треугольника въ этомъ предположени будуть 
(0.41), (<,,0), (—2„, 0), а искомыя уравневия: 

д=0 ; х.(х—2) + уу=0 ; 2(1-%.) —у9 =0 
жк, 


точка перес$ченая будетъ: (0 х у 





$ 51. Задача. Найти уравнеше прямой равнодзлящей уголь между 


прямыми: 
2005 9] —- Г Ш 4 — 1 — 0 
(62) 
2608 % = узш 5 — ро = 0 


Руьшеняе. Если вспомнимъ, что перпендикуляры, опущенные изъ каж- 
дой точки прямой, равнодЗлящей уголъ между прямыми (62) на эти пря- 
мыя, равны, то уравнеше равнодЪлящей, очевидно будетъ: 


хеозои -- узи — 1 = 2605» -- узша — [о (63) 


Такъ какъ скользящая точка (5, у) находится на равнодфлящей, то 06% 
части уравнеюмя (63) и выражаютъ длину перпендикуляровъ на пря- 
мыя (62). 

Такъ какъ прямыя (62) завлючаютъ еще и другой уголъ, дополнение 
перваго до двухъ прямыхъ, то очевидно, что уравнеюе равнодфлящей дру- 
гой уголъ будетъ: 

2 с03 ч-- уз и — 1 == — (1 60$ а. -— узш 2 — ро) (64) 
Если уравнеюя даны въ общей формЪ: 


А. -- ВУу- С, =0 
Ад-- Ву -- С. =0 


(65) 


то уравнемя обфихъ равнодЪлящихъ углы между этими прямыми, оче- 
видно, будуть: 
| = 

Ах Ву а _ 42 - Ву | С, 

У 4,2 -- В? И 4»? -{ В,} 

Если начало координатъь дано, т.е. показано въ какомъ изъ угловъ между 
данными прямыми оно находится, то легко, по принятому условию (5 42) 
относительно знака перпендикуляровъ, опущенныхъ на прямую, опредф- 
лить, какой знакъ надобно принять для равнодфлящей тотъ уголъ, въ ко- 
торомъ лежитъ начало и какой знакъ для угла дополнительнаго. 


(66) 
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Пр. 1. Дать равнодфлящей между прямыми нормальную форму: 


х созх Кузта — р=0 
Отв. 


1 Ж|. АА. =. к 
2 сов сы) +5 |+ бы) +5 |= ор 
1 лы 
2 608 5. (и -х.) -- узт о (-На,) = — _ А _ 
| 2 08 =. (и — 0) 


Пр. 2. Если начало координатъь лежитъ внутри треугольника, коего стороны 


суть: 
х со; ©, Г узш о, — р: =0 


д соз а, Рузша, — р. =0 
2 с03 аз -- Уз из — р; =0 
то равнодфляпия внутренне углы треугольника будутъ: 
х с03 и, узи о, — р, -—- (2 соза. К узш а, — р.) =0 
2 с08 ©, -- Узш а — р, — (п сов а. |- уз а; — 2:3) =0 
2 08 а. - узш а. — 7: — (1603, К узша, — 2.) =0 
показать, что онф пересфкаются въ одной точкЪ? 


Пр. 3. Найти уравнен1я равнодфлящихъ углы между прямыми: 


3-4 4у—9=0 ; 12% 5у—3=0 
Отв. 
7х — 9934 =0 ; 95-4 7у—12=0 
У 52. Задача. Найти услове перес$чен1я трехъ прямыхъ въ одной 
точк$? 


Руьщеняе. и уравнен1я прямыхъ будутъ: 
и®-ыу-а =0 
ах —- Бу —- со г 0 (67) 
аз -Н 69 2 сз = 0 


Если эти прямыя пересЪкаются въ одной точк%, то координаты этой точки 
должны удовлетворять ве$мъ тремъ уравненямъ, что влечетъь за собой 
услове: Е: 

и И < 


а 65 6 |=0 (68) 
аз 63 С3 5 
$ 53. Задача. Найти услове, что три точЕИ (т. и); (2, Уз); (2з, Уз) 


лежать на одной прямой? — | 
4* 
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Руьшенае. Пусть уравнене прямой будетъ: 
Ах -- ВС =0 (69) 
тавъ какъ вс® три точки лежать на этой прямой, то мы Должны а 
Ах -- Бу ни С=0 
А Ви --С=о = (о) 


Аж В: С=0 





откуда: 
я 1 
12 У 1]|=0 (71) 
| 23 5 1 


Если это услове сравнимъ съ выраженемъ $5 для площади треугольника, 
то увидимъ, что оно съ нимъ тождественно. Если три данныя точки ле- 
жать на одной прямой лин!и, то площадь чутольника Де—=0: 


3 54. Задача. Найти площадь треугольника, коего стороны суть: 


иду с зя 
| 
ад -Е бу -[ со = $ (72) 


азх —- 6зу-- СВ. 0 


Ришене. Съ помощью этихъ уравненй опредзлимъ координаты вер- 
шинъ треугольника; пусть (2 ‚щ) будетъ точка пересчен1я двухъ послЗд- 
нихъ прямыхъ; (22, у» )— первой и третьей; (т, уз)—первой и второй. Опре- 
дЪливъ эти координаты, надобно вставить 'ихъ въ опредфлитель 6 5. 


Координаты эти будутъ: 


ва без == со р - Со@з —— Сз@5 
НА т ЧИН а 

а26з — азб2 7 : 4263 — @збо 

61 сз И 63с; _. @ @3 НЫ: сз 

Оз — @з01 Оз — @391 
5 Не — ва. р 994 — бЕ. 

АЕ С к 2 О а а 
Ре т 
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Числители и знаменатели этихъ выражеюй суть миноры опредФлителя: 


ий @ | 
@2 65 С (74) 
аз 63 63 
И: 
ое еды 
] С’ ) Л - @ Е 
_ 4 .. 6 
До — 0 ’ 2 та Ц, (75). 
А 3 





А: . В 1 
С э | С 3 
А В, а 
45 № | 
| (3 ь С | 
ИЛИ: р | 
А: В С \ м в с РА 
1 . | 
А == 20, а Ао В, (5 —. (,0, (фо |, Со (ТТ) 
Аз Бз (3 (3 бз сз | 





Ниже мы еще рее съ этимъ послднимт`выражбнемъ для площади 
треугольника. 


$ 55. Задача. Найти уравнене прямой, ‘проходящей черезъь точку 
пересЪчентя двухъ данныхъ прямыхъ? 


и В у-те =0 
дат Г Вау —- © — 0 


Рьшене. Если какое-нибудь изъ двухъ предъидущихъ. уравнешй 
помножимъ на неопредленный множитель Х и сложимъ ихъ, то получимъ 
уравнение: 


(78) 


чх--ву-а ьь 4 =. (19) 
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также прямой, которая проходить черезъ точку пересЪченая данныхъ пря- 
мыхъ. Въ самэмъ дфл, координаты точки пересЗченя прямыхъ (78), 
очевидно, обратять въ нуль и уравнеше (79), независимо отъ произволь- 
наго множителя ^. Давая всЪ возможныя значения АХ отъ — © до + <, 
мы получимъ безчисленное множество прямыхъ, проходящихъ черезъ точку 
пересЪчен!я данныхъ (78). Между всеми этими находятся и данныя (78), 
именно когда \ =0и А =, — 
Пр. 1. Найти уравнене прямой, соединяющей начало координатъ съ точкой 
переб$чен!я прямыхъ: 
аи -|- Ву -- 1 =0 
ах -- бу -Е с, =0 
Умножимъ первое наз с,, а второе на с, и вычтемъ, получимъ уравнен!е: 
2 (ас, — @ьс1) -- (6,с› — 6с,)у = 0 (81) 
Эта, прямая проходить черезъ начало координатъ, такъ какъ уравнение (81) удовлет- 


воряется координатами х = 0, у= 0 и по предъидущему она проходитъ черезъ точку 
перес$чен1я прямыхъ (80). 


(80) 


Пр. 2. Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ точку перес$ченля пря- 


МЫХЪ: 
ах -- Му < =0 


азх —- бу -- с: =0 


(82) 
и параллельной оси Х? 
Отв. (баз ба) у - са, — са = 0 
Пр. 3. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ точку пересфченйя пря: 
МЫХЪ: 
их -- бу - с, — 0 


(83) 
ах -- бу с, =0 


и черезь точку (21, у,)? 


Отв. Если прямая проходить черезь точку перес$ченля прямыхъ (83), то ея 
уравневе будетъ: 


из -- Шуе | ^ (ах Е бу -Е с1) =.0 (84) 
Но эта прямая, по услов!ю, должна проходить и черезъ точку (5, у,), сл$довательно: 


иж -- Ву, + с, Е А (аж, +- у, -- ег) =0 | (85) 
р ат, -- Ву, + с: 
а, -- бу: | с 
вставляя въ уравнене (84), найдемъ уравнен1е искомой прямой: 
(аж, -- 659, -- сз) (ах Е Ыу - е,) (аи, + Ву, -- <) (а. 6 у -- с.) =0 (86) 


Пр. 4. Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ точку (2,3) и черезъ пе- 
рее$чене прямыхъ: 


Откуда: 


22 +Зу+1=0 ‚, 3х—4у=5 
Отв. — 
11 (25 + зу + +1 (3х —49- 5) =0 или 645 —28у =59 
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Пр. 5. Мы видфли ($5 44, 29), что: 
у — %: =@(< —<;,) 


есть уравневе прямой, проходящей черезъ точку (2, у). Если а разсматривать, какъ 
неопредБленный множитель, то это есть уравнене прямой, проходящей черезъ точку 
перес$ чен1я прямыхъ: 


у— у: =0 . % — 2. =0 
т. е. черезъ точку, данную координалами у = 9:, & =... 
$ 56. Услоше, данное ($ 52, 68) для пересЪчен1я трехъ прямыхъ въ 
одной точкз, часто можно замфнить слБдующимъ правиломъ: 


Три прямыя перескаются въ одной точк%, если ихъ уравневя, 6у- 
дучи помножены на прилично выбранные множители и алгебраически 
сложены, тождественно равны нулю, т. е. если: 


(аз Ну а) + в (ве + ву ва) (ве -НЪу +) 0. 


каюмя бы нибыли т и у. 


Въ самомъ дЪлЪ, координаты точки перес$ченя первыхъ двухъ обра- 
щаютъ въ нуль первые два члена предъидущаго тождества, но въ силу 
тождества тЪже координаты должны обращать въ нуль и третй членъ, 


Пр. 1. Три прямыя, соединяющя вершины (21, У1), (2», У»), (2: Уз) угловъ треу- 
гольника со срединами противулежащихъ сторонъ, перес$каются въ одной точк$. 


Отв. Легко видЪть, что уравнен1я равнодфлящихъ суть: 
(Ну — 2/1) я — (м, 2 — 22.) у Е (у, — ау) - (239, — 219:) =0 
(в — 2) 2 — (& {а — 2%) у- (ву, — ж.уз) + (ау, — ву) = 0. 
(у: -- 9» — 23) < — (<, 2, — 22,) у- (219; — 2:9.) + (муз — у.) =0 


Такъ какъ эти три уравненля будучи сложены даютъ тождественно нуль, то он% пе- 
рес$каются въ одной точк$, коей координаты суть: 


ма, Г Щит 
8 ит 3 





У 


Пр. 8. Если уравненя перпендикуляровъ, опущенныхь изъ вершинъ треуголь- 
ника (х,, 91), (25, 4), (х., уз) на противулежашия стороны ($ 50, пр. 3), сложимъ, то 
получимъ въ результатЪ тождество—нуль, сл5довательно они нерес$каются въ одной. 
точк.з. 


Пу. 8. Приложить тоже къ прим$ру 4, 6 50. 


Пр. 4. Показаль тоже, взявъ за координатныя оси стороны треугольника, коихъ 
дтина есть аи 6? - 


Отв. з 
2 У И а Ры 
а ей Е а 
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$ 57. Мнимая прямая. Если въ количественный матералъ введемъ’ 
и числа составныя, то перем$нныя или скользяшля координаты могуть 
получить и составныя - формы: 


х=—=@-аж ‚ у=ыЬ-Н (87) 


соотвфтетвующая этимъ координатамъ точка есть мнимая. ДвЪ мнимыя 
точки называются сопряженными, когда он отличаются только знакомъ 
передъ +, таковы: 

2 — (1) -- 428 , у =! р 653 | 
бо — `—— (10% ‚ 14 =. = 65% 


Точка равнодфлящая разстояне между сопряженными точками дЪйстви- 
тельная, такъ какъ ея координаты суть ($ 4, пр. 3): 


я 272 д -- 3/2 
2 2 
ИЛИ: 
х—а ‚ У 6, (89) 


Прямая, проходящая черезъ двф$ сопряженныя точки, ДЪйствительна. Въ 
самомъ дЪлЪ, если въ уравневи: 


подставимъ выраженя для (21,91), (2, уз), (88), то найдемъ: 


Уфы в _Ь 


—@— 42% @20 —@? 
ИЛИ: 


2 Бе): (91) 
Со | 


а это уравнене прямой, проходящей черезъ точку (и, ) и составляющей 


__ 6 
еъ осью Х уголь, коего & равенъ о 


: 


: 2 

Мы выше видфли, что точка (и,В) лежитъ на срединф между точ- 
вами (а-- а, в —- 5.3), (и — 425, р — 6.1), слЪдовательно прямая (91) 
проходить черезъ эту точку. 


У 58. Уравнене прямой: 


Аз ву--С=0 ’ В зы (92) 
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гдз 4, В, С суть количества дъйствительныя, удовлетворяется дЪйетвитель- 
ными координатами точекъ, лежащихъ на этой прямой, но оно удовлетво- 
ряется еще безчисленнымъ множествомъ точекъ мнимыхъ, поэтому можно 
сказать, что прямая (92) содержить еще безчиеленное множество инимыхъ . 
точекъ. 


Пусть и-- а, В -- 65, будуть координаты мнимой точки, удовлетво- 
ряюшля ринок (92), то мы будемъ имЪть: 


А(а 4) = ВЫ 6) РС =0 


отвуда. 
Аа —- г — С= 0 . Аа —- БВб —0 (93) 


числа а и 7 ® И 65 СУТЬ координаты двухъ дЪйствительныхъ точекъ, 
изъ коихъ одна лежитъ на прямой (92), а другая на прямой: 
Аа —= ВБ. =0 

съ 1 (93) , р. аа 

ъ помощью уравнеюмй (93) можно опредЪлить отношеня айда?’ #0 
торыя входятъ въ уравнене прямой, проходящей черезь данную мнимую 
точку (ваз, В-Е 65). 

Уравнен!я (93) даютъ только одну систему величинъ для этихъ от- 

ношенй, слЗдовательно есть Только одна прямая, проходящая черезъ дан- 
ную мнимую точку. 


3 59. Самое общее. уравнеше мнимой прямой есть: 


(А+ Ада + (В + Ву + 0 =0 (94) 


Это уравнете можно написать въ форм$: 
да Вуд —- 3 (Аз -- Выу + 05) =0 №, - 95) 


изъ этой формы видно, что прямая (94) проходить черезъ точку перес$- 
_ чен1я о ($ 55, 79): 


Агх —— Ву-г С ее 


(96) 
Аз -- Бу - (> я 0 


Слфдовательно, каждая мнимая прямая, проходитъ только черезъ одну дЪй- 
ствительную точку на плоскости. 
уравнены двухъ сопряжени} 1хЪ прямыхъ суть: 


(А: в Аз) и ие (В+ Вл) у-- С, би= = 0 
(д-р (Вы х сы (1 — Са =: 0 


(97) 
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Эти уравненя можно написать въ формЪ: 
А: 2-- Ву-- С-- $ (4х -Е Вьу-- 05) =0 


(98) 
Ах -- В у ны С —(Ах-- Ву Са) —0 


Откуда видно, что обЪ эти прямыя проходять черезъ точку пересЗченя 


прямыхъ (96). СлЪдовательно двЪ сопряженныя прямыя перес$каются въ 
дфйствительной точкЪ. 


Ни мнимыя точки, ни мнимыя прямыя, Не могутъ быть построены 
‚ Теометрически, т. е. не могутъ быть видимы Для глаза, тЪмъ не менъе 
онф ведуть къ аналитическимъ комбинащямъ, которымъ давая теометри-_ 
ческлй смыслъ дЪйствительныхъ значений, получают весьма замЪчатель- 
ные выводы и обобщетая. 


$ 60. Уравнене прямой въ полярнытъ координатах. Пусть АВ (фиг. 41) 
Фиг. 47. будетъь прямая, отнесенная къ прямоугольнымъ 
осямъ ОХ и ОТ. Изъ начала О проведемъ ОР 
перпендикулярно АБ и возьмемъ ОР за начало 
угловъ, а О за полюсъ. 
Если В есть, какая- -нибудь точка на пря- 


мой АВ, то ОВ=, г РОВ=ф. Изъ ^ РОД 
мы имземъ: 





а © ОЕ со РОА =оОР 
откуда: 

26059 = (99) 
если ОР=р. 


Если бы за начало  Угловъ была взята 0сь Х, то уравненйе прямой, 
если / ХО =, будетъ: 


_ТДЪ а есть уголь ХОР. 


Уравнеше (100) можно получить преобразовамемъ уравненя: 


д 08 © --- УЗ Ш 0. = 
'ИзвЪетно, что (5 37): _ 
—0605ф ‚. урашф 
подставляя, найдемъ: 


| р (608 ф 605 & --- зш фу зш @) =р 
откуда: в 
о ре08 (ф— а) =р 
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Пр. 1. Преобразовать уравнен!е: 


| п \ 
О — За зес ( Т&, 


въ прямоугольныя координаты? 


Пр. 2. Найти полярныя координаты точки перес$ченя прямыхъ: 


/ т. / п 
реов(3— =) = 24 ров (9—1) =а 
и уголъ между ними? 
Отв. 
п т 
р=2а ‚, 9= 5 › УТГолъ есть = 


| Пр. 3. Найти полярное уравнев1е прямой, проходящей черезъ точки (бл, фи), 
(рз› фа)? 
Отв. рура 8 (ф; — Фа) -[- рра в (9, — $) -- рр, в (ф—$1) =0 
Пр. 4. Найти услове пернендикулярности двухъ прямыхъ: 
р сов (92—41) =2: , р6с08 ($ — $) =; 


ъ 
Отв. 9—Ф, м 


— „= —=— ——- — 


ГЛАВА У. 
Двойственность координатъ. 


Прямая и точка. 


8 61. Если обратимъ внимане на геометрическое опредлене пря- 
мой и точки, то увидимъ, что онЪ въ отвлеченномъ смыслЪ тождественны, 
то есть по опредЗленю, между прямою лин1ею и точкою, нЪфтъ разницы. 
Отличаются же онЪ только конкретнымъ геометрическимъ представленемъ, 
Изъ этой отвлеченной тождественности вытекаетъ методъ извфетный въ 
аналитической геометри, подъ именемъ двойственности координат. 


Воть свойства прямой и точки, дающля начало двойственности. 


1. Прямая лин1я вполнф опред%- 1. Точка вполн$ опред$ляется дву- 
лнется двумя точками. мя прямыми линями. 

2. Если двф точки одной прямой 2. Если двф прямыя одной точки 
совмфщаются съ двумя точкамн другой | совифщаются съ двумя прямыми другой 
прямой, то об прямыя совмфщаются. точки, то объ точки совмфщаются. 

_ 3, Дв® прямыя могуть перес$чься | = 3. ДвЪ точки могутъ лежать только 


только въ одной точкф, = 1 на одной прямой, 
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Изъ предъидущаго видимъ, что между. прямою и точкою разница 
заключается въ словахъ: прямая ч точка, точка и поямая. 


$ 62. Методъ Декарта состоитъ въ томъ, что положене точки на 
плоскости опредЗляется относительно двухъ прямыхъ, проведенныхъ про- 
ИзЗВОЛЬНо на плоскости; прямыя эти называются координатами, а точка 
ихъ перес$ченмя называется началомь координатъ. 


Въ силу двойственнаго смысла опредзлеюшя прямой или точки, выра- 
женнаго въ предъидущемъ параграф», можно представить другую коорди- 
натную систему, въ которой вмЪето двухъ прямыхъ берутъ 08% точки, 
_которыя и будутъ соотвЪтетвовать (бсциссь и ординатиь Декарта, а пря- 
мая, соединяющая двЪ взятыя точки будетъ соотвЪтетвовать началу коор- 
динатъ. Въ этой систем всякая прямая такъ опредъляетея относительно 
координатныхь точекъ и прямой соединяющей ихЪъ, какъ точка опредз- 
ляется относительно декартовыхъ координатъ и точки ихъ перес$ченя— 
начала. 

Въ силу такого условя, положеве прямой на плоскости будетъ опре- 
длятся двумя числами (координатами) или двумя уравнешями, а точка 
 однимъ уравнешемъ первой степени между координатами прямой. Въ де- 
картовой системЪ точка, коей координаты удовлетворяютъ уравненио пер- 
вой степени, скользить по прямой, которой алгебраическое представление 
и есть это уравнеше, а въ настоящей систем, прямая, коей координаты 
удовлетворяютъ уравненшю первой степени, вращается около точки, коей 
алгебраическое представлен!е иесть это уравнеше. Въ этой системЪ всякое 
уравнен1е, какой бы нибыло степени, между двумя координатами прямой, 
будетъ опредЗлять безчисленное множество положеюй прямой на плоско- 
сти, послЪдовательное пересзчене которыхъ одразуетъ геометрическое 
мЪъето или кривую, которой движущаяся прямая касается во воЪхъ своихъ 
положеняхъ. 


СлЪдовательно, разъ геометрическое м$ето есть непрерывный рядъь 
точекъ, удовлетворяющихъ извзстному уравнентю, а другой разъ геометри- 
ческое м$сто или кривая есть непрерывный рядъ прямыхъ, удовлетворяю- 
шихъ извфетному услов!ю; напримфръ: окружность есть геометрическое 
мфето точекъ или прямыхъ, находящихся въ равномъ разсетояи отъ 
данной точки— центра. 


Мы не станемъ развивать эту систему координатъ, такъ какъ въ 
такомъ премз мы потеряемъ въ единствЪ координатной идеи, а мысль 
двойственности МЫ разовьемъ изъ декартовой системы. 


Мы вихЪли, что въ декартовой системЪ координатъ положене точки 
на плоскости опредЪляется двумя числами, координатами, или что тоже, 
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двумя уравнен1ями, а геометрическое мЪето точекъ, однимъ уравне- 
немъ. Ч № 

Геометрическое мЪето точекъ, лежащихъ на прямой представляетея 
алгебраически однимъ уравнетемъ первой степени между координатами 
точекъ. 

Въ уравнеше прямой входятъ величины во’ первыхъ, опредфляющля 
положене прямой относительно координатныхъ осей, а во вторыхъ вели- 
чины, опред5ляюшая положеюе, каждой точки на прямой; первыя изъ 
этихъ величинъ для одной и той-же прямой постоянны, а вторыя должны 
удовлетворять уравнен1ю прямой, слЪдовательно величины перемьнныя— 
онЪ называются бюущими или скользящиими координатами точекъ на пря- 
мой. | 

Величины, входящая въ уравненте прямой и опредЗляющтя ея поло- 
жене суть координаты двухъ данныхъ точекъ. Эти двЪ точки, выбранныя 
извЪстнымъ образомъ, даютъ различныя формы уравнен1ю прямой. Самое 
удобное положенте точекъ для нашей цЪли, есть то, въ которомъ одна изъ 
точекъ взята на оси Х (а, 0), а другая по оси У (0,6). Уравнеше прямой 
при такомъ выборЪ точекъ, какъ мы видфли, принимаетъ форму: 


м 
т (1) 
или: 
в ту-1=0 (2) 
полагая: 
1 1 
ие ) а (3) 


форма уравненя (2), какъ видно, замфчательна въ томъ отношении, что 
она, симметрична относительно хиуи& и 1. Эта симметрия и’ ел$детвя, 
изъ нея вытекающия, и были причиною выбора этой формы уравневшя. 


Въ уравнети: 
и, т, < = чу 1==0 
Е м суть координаты прямой, опред$ляющ1я ея положене, а х,.у коор- 
динаты точекъ на прямой. Первыя величины—постоянныя, а вторыя ве- 
личины—перемЪнныя. 


У 63. Возьмемъ на’ прямой: | 
9+ 1=0 | (4) 


опредЪленную точку (х,, и). Координаты этой точки должны удовлетворять 
уравнён1ю (4), слВдовательно: 


чи + 1=0 (5) 
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Если въ этомъ уравнении, оставивъ координаты 2), и, постоянными, будемъ 


измзнять &, м такъ, чтобы он удовлетворяли уравнен!ю (5), то мы полу- 


чимъ безчисленное множество прямыхъ, которыя всЪ будуть проходить 
черезъ точку (2, и), т. е. будутъ вращатся около точки (2, и). 


СлЪдовательно, если въ уравнении: 


2 тту1=0 (6) 


с, будуть величины постоянныя, а х, у перем нныя, то точка, коей ко- 
ординаты удовлетворяютъ предъидущему уравненю, будетъ скользить по 
прямой, коей положене опредфляется постоянными величинами &, 7. Если 
въ томъ же уравнении х, у будуть величины постоянныя, а &, м перем$н- 
ныя, то прямая, коей координаты удовлетворяють тому-же уравненю, 
будетъ вращатея около точки, коей положеше опредЪляется величи- 
нами х, д. | 


Ноэтому уравнене: 


Ея -1=0 


называютъ уравнешемъ точки (2, у), около которой вращаются веЪ пря- 
мыя, коихъ координаты &, у удовлетворяютъ предъидущему уравнен!юо. 


Изъ этого вытекаетъ двойной взглядъ на уравнене первой степени: 


В а 


Оно есть уравнете ярямой, если &7 суть величины постоянныя, & ху. 


перемнныя;—оно есть уравневе точки, если Ё, 1 -суть величины пере- 
мънныя, а х, у постоянныя. 


Это начало двойственности. Оно вытекаетъ изъ тождественности опре- 
дълеюшй точки и прямой. Опред$леюте точки переходить въ опредЪлене 
прямой, а опред$ленме прямой переходить въ опредЪлеше точки, зам ще- 
шемъ слова: точка—прямою, а прямая—точкою. — 


Смыслъ уравненя (6) можно выразить, говоря: что оно есть совмЗет- 
ное представлете прямой и точки, т. е. предетавлен!е положения, въ ко- 
торомъ точка находится на прямой, а прямая проходитъ черезъ точку, 


Такъ какъ геометрическля ее относятся или къ систем$ точекъ 
или къ систем прямыхъ, или къ тому и другому, то изъ предъидущаго 
видно, что точка въ геометри прямой играетъ тоже роль, какую пря- 
мая въ геометр!и точки. 


_ Итакъ въ аналитической геометр!и есть два основные элемента для 
изел®дован!я—точка и прямая, об% даются и координатами и уравнен!емъ, 
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обЪ въ отвлеченномъ представлеши, т.е. въ алгебраическомъ, тождест- 
венны, & различаются только конкретнымъ представленемъ. 


$ 64. Перенесемъ теперь теоремы, по смыслу двойственности, най- 
денныя въ теорли прямой, на теоремы въ теори точки. 
1. Уравнене первой степени отно- | 


сительно координатъ х, у предетавляетъ 
прямую лин1ю. 


1. Уравнене первой степени отно- 
сительно координаль 5, представляет 
точку. 


Въ уравнети: 
зы муУ-Н1=0 


постоянные коэфищенты суть вмЪетЪ и координаты, представляемаго урав- 
ненемъ элемента, т. е., если предъидущее уравнеше представляетъь пря- 
мую, то коэфищенты & 9 суть ея координаты, а если оно представляетъ 
точку, то постоянные коэфитменты ху суть ея координаты. 


2. Если положене прямой дано ко- 
ординатами &,, т. то ея уравнене: 


ха + у-1=0 


3. Если прямая дана уравнен1емъ: 


ва у -1=0 


то ея координаты суть: 


Ри 1 


4. Если уравнене прямой дано въ 


самой общей формЪ:. 


2. Если положене точки дано ко- 
ординатами х,, у, то ея уравневе: 


2,5 ум +1=0 
3. Если точка дана уравненемъ: 
2.5 ит 1=0” 
то ея координаты суть: 
я, У 


4. Если уравневе точки дано въ 
самон общей форм$: 


А+ ВУ Ч=0 АЕ В+ С=0 
то ея координаты суть: ‚ то ея координаты суть: 
4 _ В _ 4 _ В 
=а& ) 12а а ) У=с 


Эта взаимность не имфла-бы м$ста, если мы за координаты прямой 
взяли-бы отрЪзки, которые она дфлаетъ на координатныхъ осяхъ. 


5. Уравнеше точки находящейся на 
перес$чени двухъ данныхъ прямыхъ; 


(1, 1) › (&» в) 


5 — 6, _—*. 
5: —б 1—1 


5. Уравнен1е прямой, проходящей 
черезъ двЪ данныя точки: 


(2, 41), (2, Уз) 


есть.‘ есть: 














ОУ У 

1—9 У У 

Изъ предъидущихъ примфровъ видимъ, что дЪйстя и результаты 

изъ нихъ вытекаюшия, въ обоихъ случаяхъ однЪф и тЪже, только значене. 
постоянныхъ и перем нныхъ величинъ различно. 
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$ 65. Но. тамъ, гдф входять отрЪзки и углы такого преобразованя 
сдЪълать непосредственно нельзя, а можно сдЪлать перенося задачу на пря- 
мую, коей координаты входятъ въ задачу. Возьмемъ для примзра задачу, 
уже р$фшенную для прямой (5 45). 


Задача. Найти разстоян1е точки, данной уравнешемъ: 


дите 1=0 (7) 
отъь прямой данной координатами (5,7)? 


_  Рьшене. Мы видЪли ($ 64, 2), что уравнеше прямой, данной коор- 
динатами (&,т;:) есть: 
У 1=0 
а въ нормальной форм$: 
22 у еы 0 
ИВ 12, 
Но координаты точки, данной уравнешемъ (7) суть (21, и), елЪдовательно, 
если искомое разетояне означимъ черезъ х, то будемъ имЗть: 


На--\и--1 
Уи =” и 


Если въ этомъ уравнеши сдфлаемъ координаты &,”! перем$нными, удо- 
влетворяющими постоянно этому уравнен!ю, то прямая, перемфщаясь, бу- 
деть находится постоянно на разстоян!и х отъ точки, коей уравнеюе бу- 
деть слЪдующее: 


а а 
а координаты (м, 4). 


Сл$хдовательно: 
и РУ Е1 , 
И-+ч? 
или: 
(ЕР ия-г 1)* = 72 (2-42) Гб ь 


будеть уравнеше круга, тогда какъ уравнене круга въ декартовыхъ ко- 
ординатахъ веть: — 

(п-т 
гд% д, суть координаты центра. 


Изъ этихъ выражений видимъ, что кругъ, какъ въ одной, такъ и въ 
другой системЪ координатъ, относительно перем нныхъ—втораго поряде& 
_и втораго класса. | 
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6 66. Задача. Найти уголь между двумя. прямыми, _ данными коорди- 
натами (5, 1), (5, 12) 


Рищене. Уравнен1я прямыхт, коих координатъ ($, т), (62, 2) бу- 
дутъ (5 64, 1): 


аа щу-1=0 , 5х-ру-г1=0 (10) 


слЪдовательно уголъ между этими прямыми будетъ (5 49, 48): 


а ____ 9 —— Со Ш 5 Е -- 1 92 
у о ух (11) 
уз в--* уе, + их 2 2 : 


ИЗ этихъ выражешй найдемъ услове параллельности прямыхъ: 
310 © — О или 1 — т ты | (1 о) 
а услов1е перпендикулярности: 
605$ =0 или && “то =0 (13) 


$ 67. Въ 8 43 мы видфли, что если въ уравнеши прямой, оставляя 
коэфищенты при х, у (перемфнныхъ) постоянными, будемъ изм нять только 
постоянный членъ, то прямая будетъ переноситься, на плоскости, парал- 
лельно самой себЪ. Что сдЪлается съ точкою, если въ ея уравнени сд%- 
лаемъ тоже, т. е. оставимъ коэфищенты при 5, м неизм$нными, а будемъ_ 
измфнять постоянный членъ? 


Пусть уравневнле точки будетъ дано въ самой общей форм: 
АРВ О0=0 (14) 
Координаты точки будутъ (3 64, 4): 
А. В 
С 


= — у — 


Если постоянное С’ будемъ изм$нять, то ин ТОЧКИ, изм наясь, бу- 
дутъ удовлетворять уравнен!е: 


(15) 


9 
х 


ы [5 


о довательно точка, данная уравнешемь, будеть скользить по прамой 
О 5), проходящей черезъ начало кь 
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$ 68. Задача 1. Даны уравненя | Задача 1. Даны уравнен1я двухъ 
двухъ прямыхъ: | точект:: 
5 Е ву--1=0 _ ЖЕ -ут-1=0 
5% Ру + 1=0 д Ну -Н 1 =0 
Найти координаты точки ихъ перес$че- | Найти координаты прямой, проходящей 
н1Я? черезъ эти точки? 
Координаты точки пересфчен1я дол- Координаты прямой, проходящей 


жны удовлетворять обфимъ уравпенямъ, | черезъ данныя точки должны удовлетво- 
слфдовательно нужно опред$лить х н`у | рять об$имъ уравненямъ, слфдовательно, 
изъ данныхъ уравненй. нужно опредфлить 6 иу изъ данныхъ 


уравнений. 


Поставимъ еще въ параллель слБдуюцщия двЪ задачи относительно прямыхъ и 
точекъ. 


Задача 2. Найти уелове пересЪче- Задача 9. Найти услове, при ко- 
н!я трехъ прямыхъ, данныхт уравневшями, | торомъ три точки, данныя уравнен!ялми, 


ВЪ ОДНОЙ ТОчКЪ? лежатт на одной прямой? 
Три прямыя: Три точки: 
ых -- у 1=0 26 уч --1=0 
ету 1=0 вы 
62 зу + 1=0 2.6 - ут 1=0 


Если эти три прямыя перес$калтея въ | Если эти три точки лежатъ на одной 
одной точкф, то координаты х,у этой | прямой, то координаты & 9 этой пря- 
точки должны удовлетворять вс три мой должны удовлетворять всЪ три предъ- 
предъидупия уравнен1я, а для этого ие- | ндупия уравневля, а для этого необходимо 


обходимо услове между коэфищентами: | услове между коэфищентами: 
о 1 | | у, 1 
 %№ 1 | =0 $ | х 9 11! =0 
62 1 ео у 1 
задача 3. Найти услове, при ко- Задача 3. Найти услоне, при ко- 


торомъ три точки, данныя координатами торомъ три прямыя, данныл координа- 
р . о ь 5 | ь ь 1х кл 
(2, 91), (%., Уз), (х., Уз); лежать на ОДнНоИ тами (Ста 1), (5, (2), (з» 13) перес$ка- 


прямой? ются въ одной точк? 
Если три точки: Если три прямыя: 
(тн 9), (2, У»), (ва) |: бе ж-®, эх 6 №) 
лежатъ на одной прямой: | пересекаются "въ одной точк$: 


92+ у-1=0 7. _ бут -+1=0 
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то мы имЪемъ: то мы им$емъ: 
5, - у, + 1=0 де: + у + 1 —= 0 
12» -- у, 1 =0 2 у + 1=0 
512 ж 13 -- 1—0 | 2. 63 -- Уз —- 1—0 
откуда имфемъ искомое услове: откуда имфемъ искомое условие: 
м в ^ и 1 
у 1|=0 %  1|=0 
т У 1 | 8 № 1 


Если сравнимъ эти послфдия условля съ ‘предъидущими, то увидимт, что то, 
которое въ одномъ случа% СтОитЪ ВЪ _правомъ столбцф, переходить, въ р слу- 
чаф, въ лфвый и обратно. 


$ 69. Задача. Найти уравнен1я точекъ пересЪченя трехъ прямыхъ: 
ил Буа =0 
аз -- Ву -- с. =0 (16) 


аз -- 6зу -- в =0 


> 


Рилиеве. Если черезъь с и у означимъ координаты, какой-нибудь, 
прямой, проходящей черезъ точку перес$ченя прямыхъ данныхъ послЗд- 
ними двумя уравненями (16), то ея уравнене будетъ: 


Еву 1=0 _ ат) 
Координаты точки перес№чен1я трехъ ей 
58-Е ту —1=0 
азх -- зу Нез = (18) 


‘аз& -- зу Е вз=0 
должны удовлетворять этимъ тремъ уравненЁямъ, слЗдовательно ($ 52). 
между коэфищентами этихъ уравневй должно существовать условие: 
ип 
(о ро Се | — 0 (19) 
(3 5% С3 
Если &, п координаты прямой (17), изм$няяеь, будуть всегда удовлетво- 


рять предъидущему. уравненю, то прямая (17) будетъ’ всегда проходить 
| а 
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черезъ пересЪченя послфднихъ двухъ прямыхъ (16); слЪдовательно (19) 
будетъ уравненше этой точки. Если изъ коэфищентовъ уравнев!й (16) со- 
ставимъ опредЗлитель: | 


и в с 





у: (20) 


Со р. Со 





(3 Ь. Сз 


то легко видфть, что коэфищенты при Е ит въ уравнении суть миноры 
опредфлителя Й, соотвЪтствующие элементамъ а,В, с. Если эти миноры 
означимъ черезъ 4,, В, С, то опредФлитель (19), или уравнене искомой 
точки, можно написать въ слёдующей форм%: 


А,5 - Вч-- С =0 (21). 


Изъ сказаннаго легко видЪть, что: 
А —- Вьт -|- С, =0 


| (22) 


будутъ уравнен1я точекъ перес$ченя прямыхъ (16): первой и третьей, 
первой и второй. Ао, Вь, (5, Аз, Ву и Су суть миноры опред$лителя АВ (20), 
соотвЪтетвующе а2, Во, со, аз, 63 И сз. 

_ 6 70. Задача. Найти уравневя трехъ прямыхт, ` проходящихъ черезъ 


ТОЧКИ: 


и Ыч--а =0 
аоё 6 -- Со > 0 (23) 
аз -- 639 —- сз = 


Рищене.. Разсуждене подобное предъидущему, даетъь намъ слЪдуюЮ- 

ния уравненя: 
: Ах —- Ву- С =0 

432 -- Ву + © =0 (24) 


гдЪ А, В, С суть миноры опредЪлителя Д ($ 69). 
Легко видфть, что если бы были даны уравненя (21), (22) или 
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(17) въ минорахъ, то подобный приемъ, какой изложенъ выше, приведетъ 
къ уравневямъ (23) и уравненямъ (18). ЗамЪтимъ при этомъ, что: 


|4 В, С и а 1 
А. Бо (7. —| @> р. Со (25) 


. ь 7 
$ 71. Задачу $ 54 можно р$шить теперь гораздо проще. Если сто- 
роны искомаго треугольника даны уравненями: 


и#--у--а =0 
зе Ву + с. =0_ (96) 
аз + ву —- в =0 
то уравненя его вершинъ будуть (8 69, 21, 22): 
15 -|- Вт —- С! =0 
458 —- Вуя = С; =0 | (27) 
Аз Взл -- (3 =0 
Сл$довательно координаты вершинъ ` будуть 


А В 4 В, Аз БВ: , 
А 0 Аз Бз а 
2. д.) | |2 с; у с. с, 4 р 


: 
} 
} 


откуда площадь треугольника, коего вершины -суть (27), будетъ: 








-—_- В 1 | С а в с 
й ) С } Я 5-1 ] ] ] 
А, В, о 1 | "1 
—— ] ——_——_— } 2 о ——_—_—_—_—_—_—_ о р. С 

й С, С’ 2010.03 23| В С» _ 221630 М 
Аз Вз | 
оля о ] 4. \ В С: | а р. с 
| 0. 0% 3-73 3 | 3 093 63 


9 72. Найти площадь треугольника, коего вершины даны уравнен{ ями: 
д ич-Нт=0 
Е-- уам ++ 
хзЕ-Е ут--1=0 


-Если эти, уравнещя. представляютъ вершины треугольника, то координаты 
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ЭТИХЪ вершинъ будутъ (2, м), (2, о), @, уз}. Слфдовательно треугольникъ 
будетъ ($ 5): 


я у 1 
1 
А ——| 4% ] 
2 
273 Уз и 
Если уравненя вершинъ даны въ самой! общей форм%: 
5 -- 617 20! = 0 
425 -- 659 -- с; = 0 
аз —- 63 -- 3 —0 


то координаты этихъ вершинъ лы 


А р. ((. 6. \! (3 6. 
С] С] С2 Со |’ С3 (3 
слЪдовательно площадь треуг ОЛЬНИЕКа, будеть: 
С] 


(2 


С3 





ГЛАВА УГ. 


Прямая и Точка. 


‘ 
} 
% 
1 


9 73. Въ уравневи прямой: | 


у | (1) 


неподвижный элементь есть вама прямая, данная координатами (&, т), 


& подвижный элементъ есть скользящая. точка; координаты 1, у’ ЭТОЙ ТОЧКИ 


должны удовлетворять уравнене (1). Олфдовательно оэлементъь постоянный 
въ уравнении (1) есть (&,\*,); а перезфиный д, у. 


Въ уравнени точки: 


{ 
! 


” | м. = 
дё + ит -1 =0 (2) 


| 


52 772 - | : 
неподвижный элементъ есть точка, данная координатами (21, у), а под- 
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вижный элементъ есть прямая, постоянно, проходящая черезъ точку (2, и!) 
и коей координаты & 9 должны удовлетворять уравнению (2). 


Слфдовательно уравнешя: 
52 шу-г1==0 
$ -г ит - 1=0 


представляють неподвижные элементы, первое прямую, а второе точку. 


Изъ двухъ неподвижныхъ элементовъ, принадлежащихь одной сис- 
тем$, можно построить одинъ неподвижный элементъ, принадлежашай 
другой сиетемЪ. 


Въ самомъ дЪлЪ, пусть: 


д щу-+1==0 


622 -|- зу | 1=0 


будутъ уравневя двухъ прямыхъ. Если одно изъ этихъ уравненй, напр. вто- 
рое, помножимъ на неопредЪленный параметръ ^ и сложимъ еъ первымъ, 
то получимъ уравнене прямой, проходящей черезъ точку перес$ четя пря- 
мыхъ (3) ($ 55): 


ая чу 1-х -Н у - П=0 (4) 

ИЛИ: 
Е А р 1 -—- № т в : 

1-А я т 1) у 1=0 (5) 


координаты этой прямой суть: 


ве А. __ жа -Н а 
Е. + М (6) 


ГУУ 


‹. 


чи 


Съ изм$нешемъ параметра А, прямая, выраженная уравненемъ (6); вра- 
щается около точки пересЗченя прямыхъ (3), имя всегда своими коор- 
динатами выражеюя (6). Это будетъь подвижный элементъ, принадлежащтй 
второй системф. Если между выражен1ями (6) исключимъ хараметръ ^, то 
найдемъ уравнеше: 


| ы 
Е—& } ТТ — 


| 
<> 


| Я — 62 1. 
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или: 
си 1 
Я ш 11 =0 (7) 
| 62 12 1 


Это уравнене точки или неподвижный элементь второй системы. 


$ 74. Если все то, что мы сказали въ предъидущемъ параграфЪ от- 
носительно двухъ прямыхъ, перенесемъ на двЪ точки, коихъь уравнен1я 

суть: | | 
д ит-1=0 , де ум-1=0 = (8) 


то найлемъ, что: 


6 ий 1--^А (255 -- иЧ-- О =0 (9} 
ИЛИ: = | 
д Ам ИР 


есть уравнен1е точки, лежащей на прямой соединяющей -точки (8). Коор- 
динаты этой точки суть: 


= ет. (11) 


Изм$няя параметръ А, точка (9, 10) будетъ двигаться по прямой, имя 
всегда своими координатами выражения (11). 


Уравнения (9) или (10) будуть предетавлять неподвижный элементъ 
второй системы, а выражения (11) подвижный элементъ первой системы. 


Если ‘между уравневями (11) исключимъ параметръ А, то найдемъ 
уравнене прямой, проходящей черезъ точки (21, у), (12, 2): 


дм у 


д 22 у 


ИЛИ: 
у 1 
м и 1 |=® 
д у 11 


_какъ это уже виджли выше. 


ТЛАВА У1.--ПРЯМАЯ И ТОЧКА. 13 





Уразвненйя: | Уравнен!я: 
1885 -- Лу = у: Е №2 в : + 2, АИ: и) ^ба 
РК ТЕХ РОТ. АТ 


дають самое общее нредставлене прямой, | дають самое общее представлене ТОЧКИ, 
какъ основан1е ряда точекъ. ‚ | какъ центръ связки прямыхъ. 

Итакъ, разъ прямая или точка дается однимъ уравненемъ, другой 
разъь он даются, каждая, двумя уравнешями, съ перемфннымЪъ парамет- 
ромъ, исключене котораго ведеть къ уравнен1ю прямой или точки. 

$ 75. Раземотримъ теперь геометрическое значенше иперемЪннаго па- 
раметра А, какъ въ уравнен!и прямой, такъ и. въ уравнени точки. 


Въ $ 4 мы вид$ли, что въ выраженяхъ: 


п у р 
ТА 1--А 


т 
и 
не между точками (жд, и), (52, у2). Еели означимъ черезъ 5 и г разетоя-- 


ь т | 
А = если _ есть отношеше, въ которомъ точка (ж, у) дЪлить разстоя- 
а 


т т 
ная точки (2,у) отъ точекъ (21, и), (2, уз), то ое. СлЪдователь- 


* 


но въ уравнети: 


Е--ит--1-НА (2.5 -—- ум-Е 1) =0 (13) 


) есть отношене разетоян точки, выраженной предъидуиимь уравненемъ 
оть точекъ (м, и), (1., у.) черезъ которыя эта прямая проходитъ. 


Если уравнене точки будеть дано въ самой общей форм%: 
А: ЕР ББ ы- Я-Ы (АЕ Вуд -г (2) =0 (14) 


то, очевидно, что отношеше А, въ которомъ точка (14) дЪлитъ разстояше 
между точками: 


А1$ | Вт С =0 4.5 Вл -- С. =0 
будетъ: к 


А == 2 (15) 
8 76. Уравнене: 


на -щу--1-- А (6,5 Рут И ==0 (16) 
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предетавляетъ прямую, проходящую черезь точку пересЪчешя прямыхъ: 
ищут 1=0 бт фур1=0 (17) 


Эти уравнен!я, написанныя въ нормальной форм, будутъ: 





ИЕ (и) 0 
| ИЕ 5 
| | (18) 
Иа те. р ее -) а 
ие а |.“ 
у | И 2, - ео 


Выражен1я, заключенныя въ скобкахъ, для точекъ лежащихъ внз прямыхъ, 
булутъ имЪть числовое значенте перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точекъ 
на прямыя. Если для такихъ точекъ означимъ перпендикуляры черезъь ру, 
на первую прямую, а черезъ р. на вторую, то будемъ имЪть: 


52 щу--1 УТ 
АСЯ ув в и. 
И, Ри? 5-9 
Фиг. 48. Пуеть прямыя (17) будуть ОД, и ОА, 


(фиг. 48), то прямая (16) будеть ОД; пусть 
углы АО =, АОАД, = в. 

Такъ какъ въ уравнеши (16) точки 
лежащтя на этой прямой относительно пря- 
мыхъ (17) будуть внЪ, то это уравнене 





можно написать въ форм$: 


И. и 2, - 925 . р =0 | (19) 
откуда: _ 
_ ру 
зн О те (20) 
У, -|- 1“ 
Но очевидно: | 
) п @ 
Ре (21) 
> $11 95 
слЪловательно: . . й 
—_ ява УМ т 9] 


т „ УЗ, -- 12 


Если уравненя (17) будутъ даны въ нормальной формЪ, то есть: 


х 608 1 -- узт В — 41=0 ,‚ 260$В | узш В, — 9. =0 
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то въ уравнении: 


д 603 В -- узш В — @1-Г ^ (2 с08 В, -- уз В, — 4.) =0 (23) 
коэфищентъ: | 
ес а и (24) 

5 Ш 0% 


Наконецъ, если уравнен1я прямыхъ (17) даны въ самой общей формЗ: 
415 т Ву-- Ч=0 424 -- Вьу-- С. =0 (25) 
то въ уравнен!и: 
А2-- Ву-- Ч--ь (Аж Ву 6) =0 (26) 


коэфиптентъ ца, очевилно, будеть: 


Изъ всего сказаннаго выше видимъ, что если уравненя двухъ прямыхъ, 
или двухъ точекъ, даны въ нормальной формЪ: 


д 005 -- уши — р =0 | д; С05 06 -- узш а — р. =0 
} (28) 
ав, = ит 


ИВ? ’ УВ 


то въ уравневи прямой, проходящей черезъ точку ихъ пересфченя, или 
въ уравнени точки, лежащей на прямой, соединяющей эти точки: 


0 


д 605 -- уз м — 1 Х (х воза, -- узш о, — ро) = 0 
(29) 
даёт 1 [2.6 5 уч-Н1\ _ 

ИР 1? И -Е и? 


коэфищенть А, въ первомь случаЪ, будетъ представлять отношенше пер- 
пендикуляровъ, опущенныхъ изъ каждой точки прямой (29) на прямыя 
(28), а во второмъ Х будетъ отношене разстоявй точки (29) оть точекъ 
(28) или отношене перпендикуляровъ, опущенныхь изъ точекъ (28) на 
всЪ прямыя, проходяшия черезъ точку (29). 
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ГЛАВА УП. 
Сокращенный способъ. 
Прямая. 


$ 77. Юсли въ уравнети прямой или точки, написанныхь въ нор- 
мальной форм$; 


д 605 &-- узш я — р=0 _ (1) 
25 УТ-Н1 (2). 
УР 1’ 


вставимь координаты точки, лежащей внф прямой или координаты прямой 
не проходящей черезъ точку, то мы видфли въ $ 45, что числовыя зна- 
ченя, полученныя отъ такого подетановленя, будутъ выражать длину пер- 
ненхикуляровъ, опущенныхъ изъ данной координатами точки на прямую, 
данную уравневшемъ, или изъ данной уравневшемъ точки на прямую, дан- 
ную координатами. СлЗдовательно, если означимъ черезъ 21, у координаты 
точки вн прямой (1), то: 
2; 608% —- у: 31 © — р = 4 
——— 

будетъ длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (2, и) на прямую (1). 
Если <,т1 будутъ координаты прямой вн точки (2), то: 


: 
2-1 1 
у 5" "р Ч“ 
булетъ длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (2) на прямую ($, 1). 


Если точка (ж, у) находится на прямой (1) или прямая (&,1) про- 
ходить черезъ точку (2), то длина перпендикуляра 4 равна нулю. На 
основаше такого свойства, прямую (1) и точку (2) обозначають просто 
одной буквой 4, подъ которой разумЪють или уравнеше (1) или уравне- 
ше (2). СлФдовательно уравнене: 


А=0 


будетъ показывать, что длина пнерпендикуляра, опущеннаго ‘изъ точки на 
прямую, равна нулю, т. е. точка лежитъь на прямой (1) или прямая про- 
ходитъ черезъ точку (2). Такой способъ Въ аналитической геометрии на- 
зывается сокращенным’; съ помощью его мноя предложен1я доказываются 
проще и задачи рёшаютел легче. 
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$ 78. Уесловимея разъ навсегда обозначать символами А+, А», А ,..., 
прямыя: 


1005 9) Г узш и — д =0 ,‚ 260802 узта, — 45 =0, 


д; ©С0Б аз —- У5 из — 0з =0, . о ть $ 
ИЛИ ТОЧКИ: 


п-т, Ри. 
УР | — 


такъ, что индексы при углахъ о, и при координатахъ х, у соотвФтетвуютъ 
индексамъ при А. Такъ, напримВръ, А» будеть представлять или прямую: 


чиреоарианяун 


уве Уи 


2 60$ и, Ру зш аи — р» = 0 (3) 
или Точку: 
И - —- Ум] = ] Зы | (4) 
У Е2 -- 92 | 


смотря потому изображаетъ-ли А„, сокращенно, прямую или точку. Сл$- 
довательно подъ уравненемъ А, =—0 мы будемъ всегда подразумЪ вать урав- 
неня (3) или (4). 


$ 79. Если: 
А=0 , 4=0 (5) 


будуть уравнен1я двухъ прямыхъ въ сокращенной форм, то уравнеше: 


Е 
у 
} 


гл \ есть неопредЪленный коэфищенть, будетъ уравнеше прямое, про- 
ходящей черезъ точку перес$ченя прямыхъ (5). 


Фиг. 49. Давая Х всЪ значеня отъ — сю до- оо 
мы получимъ всЪф прямыя, проходяния че- 
резъ точку перееЪченя прямыхъ (5). 
Чтобы опредЪлить геометрическое зна-_ 
чене \ возьмемъ двЪ прямыя ас и Ва (фиг. 49), 
пусть первая будетъ 4, =0, а вторая .4›==0. 





Пусть е{ будетъ прямая: 


Для всЪхъ точекъ на прямой е/, А, и 4» будуть числовыя значения пер- 
пендикуляровъ, опущенныхь на прямыя: 
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Возьмемъ на еГ, какую-нибудь, опредфленную точку А; пусть перпендику- 
ляры Ат и *и, на аси Ва, будутъ а и ао, то мы будемъ имЪть: 


` (1 — лаз = 0 
откуда: 
(1 


х 


Чо 





увы 


слЪдовательно уравнене (6) сдЪлается: 


Дрель ды ИЛИ 1% (7) 
о и 

Если начало координатъ въ томъ же углу, въ которомъ лежитъ и прямая 
е7, т. е, въ / а0ф, то перпендикуляры, опущенные изъ точекъ ег, на ас 
и 04, будуть или оба положительные или оба отрицательные, смотря по- 
тому, будутъ-ли они опущены изъ точекъ прямой е/, лежащихъ въ углЪ 
аоф или лежащихъ въ углф со4, въ обфихъ случаяхъ А будетъ величина 
отрицательная. Еели-же прямая (6) лежитъ въ углЪ 60е, то перпендику- 


ляры а И а› будутъ имЪть форму: 


д _ 


(1 (о 


0 (8) 


Если В и В» будуть углы, которые прямая е/ составляетъ съ ас и 64, то, 
очевидно, мы имЪемъ: 

и _ ЗШВ 

а ЗВ 


слЖдовательно уравнен1я прямыхъ еРи 9й можно написать въ формЪ: 


А: Ао А | А» обегкя 0 (9) 


5 В _ Ш В> и 9 $ В с т В» > 





$ 80. Еели прямыя еЁи 9% будуть равнодфляшая углы а@06 и 6ос, 
то а =@ или В =, слфдовательно уравнен!я равнодЪжлящихъ углы 
между прямыми 4, =Ои 4, =0 будуть: 


А: — 45 =0 И А} А. —0 (10) 
Очевидно, что уравненя: | 


А А А А 

НЕЕ И -—8 =0 
(| 42 Ч — 

будуть уравнен1я прямыхъ, дфлящихъ углы между прямыми аси Ва въ 

одномъ и томъ-же отношени. 


Бл 
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$ 81. Мы видфли въ $ 56, что если уравненя трехъ прямыхъ, по- 
мпоженныхл на прилично выбранные коэфищенты, даютъ въ суммЪ тождество, 
то таюя прямыя пересЗкаются въ одной точкФ. 


Пусть: | 
А =0 , АД =0 . Аз =0 (11) 


будуть уравнетя трехъ прямыхъ, которыя, перееЗкаясь, образують треуголь- 
никъ. Назовемъ углы ‘этого треугольника, противулежаше сторонамъ (11) 
черезъ В, В,, 83. Если прямыя, проходяшйя черезь вершины треуголь- 
ника (11) будуть имЪть форму: 

А _ Аз Аз __ 41 


А А 
1.) : ‹ 
(И (> ([о (13 (3 _ (Г 


то, очевидно, тая прямыя пересЪкаются въ одной точкф, такъ какъ ихъ 
сумма даетъ тождество. Легко также видЪть, что прямыя: 


- @ 92 (5 — (3 ‚аз а 


= 


== _ (13) 


также, проходяшля черезь вершины треугольника (11), пересЪкаютея въ 
одной точкЪ, такъ какъ сумма перваго и послЪдняго уравнен1я безъ вто- 
раго даетъ тождество. 


Если въ уравнешяхъ (12) сдфлаемъ: 


(1 =—— (о Е (15 


то онЪ едфлаются: 
А. = Де бед. ый - (14) 


Если начало координатъ находитея внутри треугольника (11), то уравне- 
н1я (14) будутъ уравненмя равнод$лящихъ внутренне углы треугольника 
(11), слЪдовательно эти равнодфляшая пересфкаются въ одной точк». 


Если въ уравненяхъ (13) сдфлаемъ: 


(1 —= @ — @з 
то онф сдБлаются: 


2-3 Аа , А. Аз =0 , Аз — А =0 


Первыя два уравнен!я будутъ равнодфляшля внфшие углы треугольника, 
а поелфднее будетъ равнодЪлящая внутрений Уголъ, слдовательно, въ 
'равнодВляпия два внфшее угла и равнохвяящая ОДИНЪ внутрений уголъ, 
первофкафутся ВЪ ОДНОЙ ТОЧЕК. 


ср 
> 
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Задача 1. Найти уравнения трехъ перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
вершинь треугольника (11) на противулежащия стороны, и показать, что 
эти перпендикуляры пересЪкаются въ одной точкЪ? 


Рьшене. Если стороны треугольника будутъ: 


А =0 . А. =0 . Аз=0 


то легко видЪть, что синусы угловъ, которые перпендикуляры составляютъ 
со сторонами треугольника, равны косинусамъ угловъ треугольника, сл до- 
вательно уравнен1я этихъ перпендикуляровъ будуть: 


А _ 45 =) А» Аз В Аз. А; 


605 6058 — 60888 6088 — 0$ 8, в 0363 —_ 











() 


формы которыхъ показываютъ, что они пересЖкаются въ одной точкф$. 


Задача 2. Написать уравненя прямыхъ, проходящихъ черезъ вершины 
треугольника и черезъ средины противулежащихъ сторонъ? 


Рьшене. Пусть (фиг. 50) стороны треугольника будуть: 
А —0 . А. —0 . Аз — 0 


Фиг. 50. Если точка Л) будетъ средина АВ, то СД булеть 
одна изъ искомыхъ прямыхъ. Если перпендику- 
ляры ВЕ и ОЕ на АС и ВС назовемъ черезъ 
а: И а›, то уравнене прямой ОС будетъ: 

А, _ 4, 


(1 (То 


== 





но’ очевидно: 
( = АДзтв. ‚, а = ОВзт В 


откуда, замЪ чая, что: 


Ад= дБ 
найлемъ: 


А, ЗП 8 — Аз 8—0 , Ат 85 — 4. 51 8. —0 з Аз 91 88 — 4, шв =0 


форма этихъ уравнений показываетъ, что искомыя прямыя перес$каютсл 
въ одной точкЪ. Послфдн!я два уравнешя получаются такимъ же образомъ, 
какъ и первое. 


Пр. 1. Показать, что если въ треугольник® изъ конца основан1я возставимь 
нерпендикуляръ, то его уравнен1е будетъ: 


А, -- 4, сов В, =0 


Пр. 2. Если нериендикуляры, опущенные нзь вершинъ одного треугольника 
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на стороны другаго, пересфкаются въ одной точкф, то перпендикуляры опущенные 
изъ вершинъ втораго треугольника на стороны перваго, также пересЖкутся Въ одной 
точк$? 
Рииене. Пусть стороны треугольниковъ будутъ: 
д: = . А. = 0 4 А. =0 . 0 9 А =0 А’. = 0 
Означимтъ черезъ (4, 4.), вообще, уголъ между прямыми 4, =0и 4, = 0, то уравне- 
не перпендикуляра 


3 


изъ вершины (А, 4.) на А’, 
будетъ ($ 81, зад. 1): 
А, соз (А. А'.) — А, соз (.4, 4’,) =0 
изъ вершины (4. 4.) на А’, 
будетт: 
А, соз (А. А',) — 43 с0$ (А, 4!) =0 
изъ вершины (4, 4.) на А’, 
будетъ: 
Е А. соз (4, А’) — А, соз (4. А’) = 0 
Услов1е, что эти три прямыя пересфкаются въ одной точкф: 
соз (4, А’,). соз (А, А',). соз (А; А’, ) = воз (А', 4.) . еоз (4', 43) . соз (4', А.) 
коего симметрая показываеть, что друме перпендикуляры пересЪкаются. ВЪ ОДНОЙ 
тОЧКТ. 


Пр. 3. Показать, что прямая: 


составляетъ такой уголъ съ 4, =0, какой прямая: 


составляетъ съ 4.=0, или, что эти прямыя одинаково наклонены къ равнодфлящей: 
А НЫ А. — 0 
Пр. 4. Если черезъ вершины треугольника: 
А =0 , 4,=0 , 4, =0 


проведемъ три, какя-нибудь, прямыя, пересФкаюцщияся въ одной точк*, то прямыя 
одинаково наклоненныя съ ними къ нони углы треугольника, также пере- 
съкутся въ одной точкЪ? 


3 


_ Рющеве. Уравнемя трехъ прямых, оне въ одной точк% будуть 

($ 81): \ 
А, 4. =. А» Аз — 0 Аз А; 
лы В ее 


— 0 
аа @, 


) =0 
1 1 (1 (; 


Уравнен1я прямыхъ одинаково наклоненныхъ съ этими послфдними къ равнодфля- 
щимъ углы треугольника, очевидно, будутъ: | 

А. _ А, А; _ 4:3 А; _ А, 

ыы ке а) , — — — =0 3 — — — =0 

@ — (; аз 42 а @з 
ИЛИ: 

а А: —е а, Ао то 0 ) а. А — @з Аз = 0 у а. Аз ов а 4. — 0 

которыя, очевидно перес$каются въ одной точкз, 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРЛЯ, 0 
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Пр. 5. Выведемъ. еще предложение изъ уравнен!я прямой слфдующей формы: 
А, 4, {+ 4. =0 (15) 
А, = ) А, — 0 ; Аз — 


суть уравненая сторонъ треугольника. 


ГДЪ: 


Уравнеше (15) можно разсматривать, какъ происшедшее изъ сложеня урав- 
нен!й: 


но второе уравненае есть равнод$лящая внЪшейй уголъ треугольника между сторо- 
нами 4, =О ин 4, =0, сл$довательно точка, перес$четя равнод$лящей внЗитний уголъ 
треугольника съ противуположной стороной лежить на прямой (15). ДЪлая тоже раз- 
суждеше относительно уравненш: 
А. =0 , А-А,=0 , 4,=0 , А-А, =0 

булемъ имфть сл5дующее предложене: 

Предложене. Три точки пересЪчен!я равнодфлящихъ внфшн!е углы треуголь- 
ника съ протнвуположными сторонами, лежатъ на одной прямой лини. 

Если тоже разсуждене сдфлаемъ надъ прямою: 

А -|- 40 жа А; — 0 


то получимъ сл$дующее предложение: 

Предложеще. Три точки пересфчен1я двухъ равнодфлящихъ внутренне углы 
въ треугольник и одной--вифшей съ противулежащими сторонами, лежатъ на одной 
прямой линии. 

Задача. Съ помощью Е УЗЫ способа можно доказать свойство 
треугольника, доказанное выше (5$ 147, 48). 


Точка. 
< 82. Если уравневя двухъ точекъ въ нормальной форм$ будутъ: 


то: | №. 
А -»А, =0 (17) 


будеть уравнене точки, лежащей на прямой проходящей черезъ точки (16). 


Числовыя значення А и А. въ уравнеши (17) будутъ перпендику- 
ляры, опущенные изъ точекъ (16) на прямыя, проходящля черезъ точку 
(17). СлЪдовательно » въ уравнени (17) будеть отношене этихьъ перпен- 
дикуляровъ. Еели точка (17) будетъ находится между точками (16), то 
эти перпендикуляры будуть имЪть противные знаки, если-же эта точка 
будеть внЪф точекъ (16), то они будуть имЪть одинаковые знаки, то есть 
будутъ или оба положительные или оба отрицательные. 
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Пусть 4,4, будетъ прямая (фиг. 51), проходящая черезъ точки (16). 
Пусть О будетъ точка на А, А. между А и А.. 


Если АС =, А.В=Ь., то для прямой Фиг. 51. 
СВ мы будемъ имЪть: 
в —- №6. =0 
откуда: 
ав раз ОЕ 
Ь. 





но 61 и В. имЪютъ противные знаки, слЪдовательно: 


}—@ — 0.41 м 
65 — 045 4 


откуда уравнеше (16) сдзлается: 


А 4, =0 ИЛИ —. М 2 
о 


а ==0 (18) 


Если точка О будетъ лежать внф точекъ 4, и 42, то ея уравнеше, оче- 
видно, будетъ: | | 
А А | 
Ч @2 

Очевидно, что (18) и (19) суть уравненя точекъ, дЪлящая разетояне 4, 4., 
первая внутренне, а вторая внфшне, въ отношеви а: ао. 


Если @ = а въ уравнени (18), то: 
А -- Аз =0 


будетъ уравнене точки, дЗлящей пополамъ разетояще .,.4.. Если @=а 
въ уравнеши (19), то: 
А} я. 4 =0 


будетъ уравневе точки на безконечности. 


$ 83. Если уравнешя трехъ точекъ: 


А =0 й „Ао = 0 , Аз =0 


помноженныя, на прилично -выбранные коэфищенты, даютъ въ сумм тож- 
дество, т. е. если мы им$емъ: 


ХА ВА, + »А:=0. 
то тая три точки лежать на одной прямой лиши. Разсуждевне такое, 
какъ и въ 6$ 56. 


6* 
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Если: 
А = 0 ь А =0 ее Аз =0 


суть уравнен1я вершинъ треугольника, то очевидно, что точки, лежащая 
на сторонахъ треугольника и данныя уравнен1ями: 


А 4. А 4. А А 
О 0 , О (20) 
(| Ч (1 (3 (3 (И 

или уравненями: 
А ка А. А А А 
и — () | 8 =0 5 ЕЙ) | (21) 
({] (> (о (3 ({3 (11 


лежатъ на одной прямой ливни. 
Пр. 1. Если въ уравненли (20) а, = а, = а., то три точки данныя уравнешями: 
д -— А: -=0 . А. — А; =0 , А. — А, =0 
находятся на оЗоночиОе и лежать на одной прямой линии. 

‚Пр. 2. Если а, =а, =а, въ уравненяхъ (91), то средины двухъ сторонъ тре- 
угольника и точка на безконечности на третьей сторон лежатъ на одной прямой 
лННИ. 

Пр. 3. Уравнения (20) показываютъ, что если разстояюмя между точками А, и 4, 
раздфлимъ внфшне въ отношенит &,:а., разсетояве между А. и А, раздёлимь въ 
отношени а,:а. п наконец разстояне 4, и А, въ отношении а; :4,, то построенныя 
три точки лежать на одной прямой линии. | 

Пр. 4. ОСдфлаль выводы изъ уравнений: 

ААА =0 , АА, — 4, =0 
как1я мы слЖлали относительно прямыхь лиш! въ $ 81. 

Пр. 5. Тоже сдфлать ин относительно уравнении: 

ЕЕ реб 
вм та а ‘а @; 


а ре о а от р 


ГЛАВА УШ. 
Геометрическое м$фсто точекъ есть прямая линия. 


® 84. Геометрическое м%ето есть непрерывный рядъ точекъ или пря- 
мыхъ лин, каждая изъ коихъ удовлетворяеть извЪетному условию. это 
услове выражается уравнешемъ, въ которое, если введемъ или координаты 
точевъ или координаты прямыхт, выбравъ извфетную систему координатъ, 
то получимъ уравнене между координатами, которое и будетъ представлять 
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геометрическое м%сто. Въ главз П мы уже познакомились съ пр1емами, 
съ помощью которыхъ по даннымъ условямъ мы выводили уравнен1я гео- 
метрическихъ м$оть. Въ настоящей главЪ мы займемся, только тЪми усло- 
ями, которыя дають, какъ геометрическое мЪето точекъ-—прямую лин!ю 
и какъ геометрическое мЪсто прямыхъ линй— точку. Премъ для соста- 
влен1я по извЪстному условио уравнеюмя геометрическаго м$ета есть сл$- 
дующий: берутъ двЪ, какля-нибудь, прямыя за координатныя оси и съ по- 
мощью, даннаго условя ищутъ зависимость между координатами точекъ 
или прямыхъ геометрическаго м3зета. Таковъ премъ въ общихъ чертахъ, 
но выборъ координатъь иметь большое значене, какъ относительно легко- 
сти составленя уравнеюмя геометрическаго мЪета, такъ и относительно 
простоты самаго уравневая. Указать правило для выбора координать нельзя 
по безконечной разнообразности условй дающихъ геометрическля м$оста. 
Единственный для этого указатель есть симметрая условй, навыкъ и со- 
ображенте. 


При симметрии условЙ координатныя оси такъ выбираются, чтобы, 
данныя, услов1ями геометрическаго мЪета, были расположены симметрич- 
но относительно выбранныхъ координатныхь осей. Иногда вводятся 
параметры, которые затфмъ исключаются и въ результат исключеня по- 
 лучается Нери мЪето. Нижесл дующие примЪры пояснятъ все 
сказанное. 


Прямая. 


Пр. 1. Найти геометрическое мфсто вершинъ о коего основане 
дано и дана разность квадратовъ его сторонъ? 


Ришене. Такъ какъ основане треугольника дано, то концы. его будуть симу- 
метрично расположены относительно координатныхъ осей, если это основае возь- 


мемъ за ось абециссь, а периендикуляръ, возставленный изъ его средины, за ось ор- 
динатъ. 


Пусть (фнг. 52) АВ будетъ данное основаше, его 
средина О, ОУ ось ординатъ, С одна изъ точекъ геомет- 
рическаго м$ета. 


По условю задачи: 
АВ=2я ‚, 4А0?— ОВ? =т? 
Если С есть точка геометрическаго м$ета, то: 
ОР=«х ‚, ЭС=у 
Изь ЛАБСн АВС мы иыфемь: де 
Аб? — Аз рб = (аду? , СВ (а-еу 





откуда: 


(а +- *)® -- у? — (а — 1) —у=т? или (@а-+2)- (а— 2) =т 


пе 


м 
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Слфдовательно геометрическое м$сто будеть: ь 
ь 77%" 
дах = т* или = — 
44а 
29° 
прямая перпендикулярная къ основанию на разстояв!и х„_ отъ его средины. 
Пр. 2. По данному основанию треугольника и со А -- п сою В найти геомет- 
рическое м$сто вершины? 
Руъшеняе. Пусть основане АВ =2а, 3% сов А |- тсою В =6 (фиг. 52). ВозьБ- 
мемъ т5же координатныя оси, что и въ предъидущемъ примЁрЪ, то легко вид ть что: 





_а-х ФВ а-х 
сое А —= ры й ‚ 60 В ар ы 
откуда: 
| ах а—х 
——-+т——— =6бв 

у \ у 

или: 
(«+ 2) т (а—м) —ву=о0 

или: 


(1 —тх— + а(1-+т) =0 


сл5довательно геометрическое мфсто есть прямая линия. 


7“  _ Пр. 3. Дано основаще треугольника и сумма двухъ другихъ сторонъ; высота 


треугольника продолжена такъ, чтобы вся ея длина была равна одной изъ сторонъ. 
Найти геометрическое м$сто конца этой высоты? 

Руьшене. Возьмемъ туже фигуру (52) и тбже координатныя оси. Мы имЪемъ: 

АВ=2ал ,‚ АС-ОСВ=т ‚, АС=оа 
Изъ этихъ данныхъ имфемъ: 
ВС =тр—у , ВС? = АВ?-- А0?—ЗАВ. АП 
или замфчая, что АС = @ 0 = у, 
(т — у)? = 44а? + у? —4а(а--х) 


откуда: 
2ту — 4ах = т? 
прямая линия. 

Пр. 4. Найти геометрическое м$сто точекъ, коихъ разность разстоян1й оть 
двухъ данныхъ прямыхъ есть величина постоянная? 

Фиг. 53. Ртюиене. Возьмемъ данныя прямыя (фиг. 53) за 

координатныя оси. Пусть онф будуть ОХ и ОУ. 

Если М есть одна изъ точекъ геометрическаго 
мета, а МА и МВ суть пернендикуляры къ ОХ и ОУ, 


то мы будемъ имфть, если / ХОУ=ф и МВ— МА=Ь: 
МА =узто ‚ МВ =хзто 


© 





у— 2 = 





вт ф< 
Очевидно, это прямая параллельная равнодфлящей уголъф. 


! Пр. 5. Если сумма разетоян! ®. будеть о то геометрическое мЪсто будетъ; 


=, 
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Пр. 6. Найти геометрическое м$ето точекъ, коихъ разность квадратовъ раз- 
стоян1И отъ двухъ данныхъ точекъ есть величина постоянная? 


Риющене. Возьмемъ для симметрии разстоян1е данныхъ двухъ точекъ за ось 
Х, перпендикуляръ, возставленный изъ средины этого разстоявя, за ось У. Пуеть 
это разстоян1е будетъ равно 2а; разность квадратовъ разетоявй точки геометрическаго 
мъЪета пусть будетъ #?, то мы будемъ имЪть: 


_ У - (2 — а) — У +@еа=ы 


4ах = — &? 


откуда: 


Пр. 7. Давы дв$ прямыя лини ОА и ОБ, проведена, какая-нибудь, прямая 
АВ, параллельно третьей данной прямой ОС, АВ перес$каетъ прямыя ОА и ОВ въ 


МА ь 
точкахъ Аи В, на АВ взята точка М, такъ чтобы > =”. Найти геометрическое 


место точекъ М? 


Руишенще. Возьмемъ ОА и ОС за координатныя оси 
Х и У (фиг. 54). Пусть уравненме данной прямой ОВ 
будетъ у = тх. 
Такъ какъ точка В лежитъ на прямой у = тх, то: 
АВ =т. ‚ОА =тх 


Но по услов1ю МА». АВ, слЪдовательно геометри- 
ческое м$ето будетъ: 





у=т.п.х 


Пр. 8. Проведена прямая АВ, какъ и въ предъидущемъ прим$рЪ, параллельно 
данной прямой ОС. Перес$каетъ она прямыя, коихъ уравнен1я суть: 


у=тлх ,‚ у=шщл-и , у=та т , у=та-л.... 


въ точкахъ В, В,, В.. В...... Наэтой прямой взята точка М такъ, чтобы отр$зохъ 
АМ быль пропорцоналенъ сумм$ ординатъ АВ, АВ,, АВ,, АВ...... Найти геомет- 
рическое мЪсто точекъ М? 


„Рьшене. Если: | 
АВ АВ, + АВ, -+.... _ 
АМ 6“ 

то мы будемъ имЪть: 


ку = тх тд" тат -.. 
Ку = (т т т -.....) п я, -.... 


Пр. 9. Даны основашя и сумма площадей нёсколькихъ треугольников иы$ю- 
щихъ общую вершину, найти ея геометрическое м$сто? 


ИЛИ. 


Рюшете. Пусть уравненая основан! треугольниковъ будуть: 
2 с08 х-узша—р=0 , 2603а, -- узщо, — р, =0,..... | (1) 
ихъ основаня @, @,, а.,... Сумма площадей пусть будетъ м?. Если въ уравнении (1) 


вставимъ координаты общей вершины треугольниковъ, то числовыя ихъ величины 
будутъ длины перпендикуляровъ изъ вершины на основаная ($ 45). Сл$довательно: 


а(хсова--узто — р) -- а, (2е0з а, - узшо, —р,)-- а» (503, Нузто, —)--...=2т? 
а потому геометрическое мфето есть прямая лин, 
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Пр. 10. Дана сумма двухъ сторонъ въ треугольник и уголъ между ними. Сто- 

рона нротивулежащая данному углу разд$лена въ данномъ отношении. Найти геомет- . 
рическое мфсто этой точки? 

Фиг. 55. Рющеняе. Возьмемъ (фиг. 55) стороны ОА ин ОВ, за- 


ключаюная данный уголь АОБ, за координатныя оси. Сто- 


с у 
рона АВ въ точк$ М разд$лена въ отношени Вии: 


По условю мы имфемъ: 
АО-ОВ=Ё ‚, ОС=х ‚, МС=у 
Хх Изъь подоб1я треугольниковь Л АОВ и Л МОВ имфемуъ: 











0 
ОА тт ОВ _т-н 
хх т я 
откуда: \. й 
тп ю- _, 
и” у ТИ я 
ИЛИ. 


Е у Е 
—---— = 
юж оп т-фт 
Пр. 11. Даны двф прямыя ОА и ОВ и прямая у=ах + (АВ) (фиг. 56). 
Изъ какой-нибудь точки М прямой АВ опущены пернендикуляры МС и МО на ОВ 
и ОД. Найти геометрическое м$сто срединъь Р отр$зка ШОС? 
Фиг. 56. Рьщене. Возьмемь ОАи ОВ заоси Хи У. 


Если / АОВ =Ф, а координаты точки М будуть 





х н В, то координаты точки Р будуть: 
00 =ОоМмМ-+ МС = 21 =&-- В с05ф, 
Ор =0К-+ Ер =2у =В- хсозо 


откуда вставляя хи В, полученныя изЗь этихъ 
уравнений, въ уравнене у = ах -- 5, найдемъ иско- 





мое геометрическое м$ето: 


2у — 24 с08 $ = 24 (х — ус08 $) | В зш? оф 
ИДИ. 
6 5ш?ф 


(1 { а 05 ф)у — (а + 9 2=- 





Пр. 12. Найти геометрическое м$сто вершины треугольника, коего основан!е 
СР дано и дано отношене АМ: МВ = ® частей даннаго отрфзка АВ = а, параллель- 
чаго основан!ю? 
Фиг. 57. Рьшене. Возьмемь АВ (фиг. 57) за ось Х, 
АЕ перпендикуляръ къ АВ, за ось У. 


Пусть координаты точки Р будуть (х, у), коор- 

динаты точекъ Си Ш пусть будуть (2,91), (хо, у,), 

_ ордината у, одна для об$ихъ точекъ Си О, такъ 
‚какъ СР параллельно АВ. Уравнен!е прямой РО бу- 
детъ, если бфгуп1я координаты обозначимь черезь х", /': 


(у — у:) =’ — & — #) у’ = уж — 5, 
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полагая въ этомъ уравнеши у’ =0, АМ = х', будемъ имЪть: 


Аа У 
у 





Точно также найдемъ АМ: 
АМ ы У ЗУ: 
У — У: 
такъ какь АВ = а, то отвошее АМ =®.ВМ даетъ: 
| Не [в У) 
УТУ: | У— У! 


откуда будемъ нмЪть искомое геометрическое мъЪето: 
ау — ух = фа (у — У!) — (25у — 9,2) } 


Пр. 13. Данъ уголь ХОУ и точка Р (фиг. 58); проведемъ, кавя-нибудь двЪ 
сфкупая РВА и РОС, которыя перес$кають ОУ и ОХ въ точкахъ А и В, Си ВБ; 
найти геометрическое мфето точекъ перес$чен1я прямыхъь АД и ВС? 


Рищене. Возьмемъ ОХ и ОУ за координатныя оси. : _ Фиг. 58. 
‚ Пусть координаты точки Р будуть (2,, 91). 


сит 


Уравнентя ДВУХЬ, какихъ-нибудь, сБкущихъ РА нРО 
будуть: 
(РА) уу = (2—1) , У У, =а, (2—4) (РО) 


Полагая въ этихъ уравнемяхъ у = 0, найдемъ отр$зки ОВ 
и ОЛ: 





У1 — 9451 


ов 1х Ор 


1 5 
полагая х = 0 будемъ имфть отрфзки ОА и ОС: 
ОА = у, —а2 ‚, ОС=у, — вх, 
ИмЗя эти отрЪзки, мы будемь имфть уравнен!я прямыхъ АЛ и ВС (8 38): _ 


1; у 0х у 
(ар) о =! (89 
а — У У 9 т у у 99, 
Точка М перес5ченя АД и ВС должна удовлетворять об$имъ уравненямъ (40) ни 
(ВС), каме бы ни были параметры в, и %.. Если ихъ исключимъ, получимь иско- 


мое’ геометрическое мЪсто. Вычтемъ иредъидунйн уравнев1я, то найдемъ: 
уд -- му = 0 
то уравнеше прямой, проходящей черезъ точку О. 
Хх Пр. 14. ДвъЪ вершины треугольника АВС скользять по двумъ даннымъ пря- 
мымъ^Ё/М и ГМ, три стороны этого треугольника проходятъ черезъ три данныя точки 


О, Ри ©, лежашя на одной прямой. Найти геометрическое м$сто третьей вер- 
ШИНЫ? 


Рьшеще. Возьмемъ за ось Х прямую ОРФ (фиг. 59), а за ось У прямую ОГ, 
соединяющую точку О съ точкою Ё перес$чешя прямыхь МЁ и МГ, 
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Пусть координаты точки С будуть (2, у), пусть Ор =б, ОМ =а, ОМ=а,, 
ОР=с, Од =а.. 


Фиг. 59. Очевидно, что уравненя прямыхъ СМ и СМ 
будуть: 
= р НИ 
(м) „+=, ШЬ=Е (10) 


а уравнен1е прямой СР, проходящей черезъ точки 
Р(с, 0) и С(х, у) будетъ: 


(1—Фу —ух [уе=о0 (РО) 
Координаты точки А перес$чен1я этой прямой съ 





прямой ГМ будуть: 
вы _ @0(х— в) + ау = 6(х — с)у 
"6 -о-ач о (а — с) + ау 
Координаты точки В, перес$ченя прямой С® съ ГМ, получался изъ предъидущихъ, 
давая индексы буквамъ @ и с; 
ра 10 (х — с1) —- ау 3 5(х —с:)у - 
(а, — в) - ау Ре. | 6 (а, — с,) ® а:у 


Но мы должны имть: 











У: 


такъ какъ прямая АВ должна проходить черезъ начало, сл$довательно мы имЪемъ: 


6(а—с)у _ _ 6( —в)у 
аб (1 — с) -- ву @65(х—с) ау 
откуда посл$ приведен, найдемъ: | 


(ас, — са, )х +-% = 
сс; (а — @,) — аа, (с —с,) 6 








Пр. 15. Найти геометрическое м$ето’ вершины С въ предъидущемъ прим$ръ, 
если прямая РО проходить не черезъ О, а черезъ Т? 
Отв. Если за координатный оси взять [М и Г.М, а уравнене ИВ» РО 6у- 
детъ ду. — тх, то. 
131, (у — 91) зи 939 (д — <.) = хм, в —7) 
| Пр. 16. Найти геометрическое м$фето перес$чен1я д1агоналей, вписаннаго въ 
даный треугольникъ, нрамоугольника? 
Фиг. 60. Рюшене. Пусть (фиг. 60) данный треугольникъ 
будеть АВС. 
Возьмемъ основане АВ и высоту СО за коор- 
динатныя оси. Пусть ОС =1, ОВ=а, ОА =а,, то 
‘уравневя прямыхъ АС и ВС будуть: 


Я не: : 2 а о 
ь ал | На =1 и 





>*° 


"Проведен ЕЕ. параллельно АВ на разетоянци Ё оть АВ. Абедиссы ОД и С0 то- 


ГЛАВА УПГ.-ТЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МЪСТО ТОЧЕКЪ ЕСТЬ ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. 91 


чекь Еи Е найдутся изъ уравнений (2), положивъ въ нихъ у =. СлФдовательно 
мы будемъ имЪть: 


2 -®) в: г) 
Ор=в(1-,) , 0в= и, (1—7 


Имя абециссы точекъ Е и Е мы найдемъ абециссу средины ЕЁ, которую если иа- исс 
зовемъ черезъ х, то найдемъ: 





= ети (1-5) (3) 


очевидно это абсцисса пересЖчен1я д1агоналей РО и СЕ. Но ордината этой точки 


1 
есть ®, слЪдовательно геометрическое мФсто получится изм$няя #Ё на 2у, именно: 


ох = (а—а:) (1 — т) 











| й / 
ИЛИ. 
22 | 2 1 
аа гй _ 
или еще: 
$ у _ 
2 2 


Слфдовательно искомое теометрическое мЪфсто есть прямая, проходящая черезъ сре- 
Дину основаюя АВ и черезъ средину высоты й. 


и Пр. 17. Въ данномъ треугольник АВС проведена прямая ЕЁ параллельно ЛЬН 
АБ, “Точки Е и Е пересченмя этой прямой съ АС и ВС соединены съ данными: 
точками Ри © на основан АВ. Найти м И место точки М пересфчен!я я 


прямыхъь РО и ЕР (фиг. 61)? 


Рушенве. Возьмемъ за координатныя оси основане Фиг. 61. 
АВ и высоту ОС. Пусть координаты данныхъ точекъ Р_ 


и @ будуть (т, 0), (и, 0). Пусть ОВ=а ОА=р— а, № 
ОС =\, то уравнен1я прямыхь ВС и АС будуть: \ 


1 1 Е 
(ВО о+Е=Е , —СЧЬЫ1 (46) К 
1 


акр 


Если ЕЁ проведено на разстояши # отъ АВ, то абециссы А р А 
точекъ Е и Е получатся изъ уравнешй (ВС) и (40), полатая. ВЪ НИ что 


даетъ: № г 


‹ Й 


СлЪдовательно мае прямыхъ и и РЕ будуть: 


о 0 
В “1-х 
\ 
исключая изъ этихъ уравненй #, найдемъ искомое геометрическое м$ето: 
(а— т) { пу—1(=--т)} = (а +т) 1а9—№(2—»)} 
Пр. 18. Р5шить туже задачу если точки Ри О совпадають съ Аи В? 
Отв. (а — в) у- 2 + и (аа) =0 
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Пр. 19. Даны двЪ параллельныя лини АЕ и ВЕ и три точки Р, О, В на од- 
ной прямой лини, черезъ точку Р проведена, какая-нибудь, сфзкущая РЕЛ, точки 
Е и К пересфчеюня этой сЗкущей съ прямыми АЕ и ВЕ соединимъ съ точками В 
н О прямыми ЕЁ и РЕФ. Найти геометрическое м%сто точки М нерес$ченя ирямыхь 
ЕЁК н ГО (фиг. 62)? 


Фиг. 62. Рьшеше. Пусть А и 3 будуть точки пересфчешя 
‚ прямой РОВ съ АЕи ВЕ. Возьмемъ РА за ось Х, & 
хх 

р АЕ за ось У. 


Пусть АВ =а А9=а, АЕ=и, АР=а., то 
координаты точекъ Р, ©, В будуть: 


(а, 0} т (а, 0) ) (аз, 0} 


Пусть АЁ = и, то уравнешя прямыхъ РЕ и ЕВ будуть: 





Р Ао в 
в ы ты 


Чтобы найти уравнене прямой ОЕ, зам тимъ, что  абсцисса точки Ё’ есть а, слЪдо- 
вательно ордината ВЕ получится изъ уравнения: 


х у 


а Е), 


подставивъ а вмфето х, найдемъ: — 
кк а и 
у = ВЕ=и(1 +) == (аа). 


такъ какъ прямая ОЕ проходить черезъ точки (а,, 0) и (а,, ВК), то мы имфемъ: 


БЕ. и аа, 


ау" а @— в) 


исключая и изъ этого уравнешя и уравнения: 
а 
в и 
найдемъ геометрическое мЪсто: 


о ы: — а») + ана (а - а,) 
а: (а ы аз) + а. (аа). 


которое есть прямая параллельная оси У. 


речи 


Пр. 20. РаземотрЪть въ предъидущей задач т$ случаи, когда точки @ и ЕЁ 


совнадаютъь съ Аи В и когда точка Р находится на ‘безконечности, т. е. когда 
РЕ| АВ? 


РЁфиить еще слъдуюпия задали: 


Пр. 21. Данъ треугольникъ АВС. на его основании АВ даны три точки Р, 
©, В, черезъ точку Р проведена сфкущая, которая встрзчаетъ стороны АС и Во 
въ точкахъ Еи РЕ, точки Еи Е соединены съ Ви О прямыми ЕВ и РО. Найти 
геометрическое м6сто точки пересБчен1я прямыхъ ЕЁ н ЕО? 

Разобрать тф случаи, въ кбторыхъ точки О и В совнадають съ Аи Виког- 
да точка Р находится на безконечности, т. е, когда РЕ АВ. Показаль, что пр. 19 
есть частный случай настоящаго? ‘ 


ен 
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Пр. 22. Проведены двф прямыя РР’ и 00’ параллельно сторонамъ АВ и 4С 
даннаго параллелограмма. Точки Р, Р’, 9 и ©’ суть точки ветрфчи прямыхь РР’ и 
0’ со сторонами параллелограмма. Найти геометрическое мЪ$есто точки встр$чи пря- 
мыхъ Ро и Р'О’? 

_ Пр. 88. Дана, точка и двф прямыя линиг, черезъ данную точку проведены двъ 
сФкушах и точки ихъ встрфчи съ данными прямыми соединены крестообразно. Най- 
ти геометрическое м$ето точки ихъ встрЪфчи? 


Пр. 34. Данъ треугольникъ А.ВС, на его основанли дана точка Р; проведена, 
какая-нибудь, прямая а6 || АВ, точки ея перес$ченя @ и 6 съ АС и ВС соединены 
съ Ри 4 прямыми аРи 456, Найти геометрическое м$ето точки ихъ перес$ченя? 


Пр. 25. Данъ треугольникъ АВС, на основан!и его даны точки @ и Р, черезъ 
точку Р проведена сфкущая Раз, которая встр$чаетъ стороны АС и ВС въ точкахъ 
а и 6, черезъ точву а проведена прямая ас || АВ, точка 6 соединена съ О прямою 
60. Найти геометрическое мЪото перес$ ченя ас и 60? 


Пр. 26. Даны дв параллельныя прямыя АХ и ВУ и три точки Р, 9, Е на 
прямой параллельной первымъ двумъ, черезъ точку Р проведена сфкущая Раб, 
которая встр$чаеть АХ и АУ въ точкахъ а и 6, точка &« соединена съ Р, а точка 


Ь съ О прямыми аР и БО. Найти геометрическое м%ето точки встрфчи прямыхъ аР 
н 60? 


Геометрическое мЪсто прямой лими есть точна. 


$ 85. Во веЪхъ предъидущихъ примЪрахъ условя были таковы, что 
всф точки, удовлетворяюпия этимъ условямъ, находились на одной прямой 
лиши. Въ нижеслВдлующихъ примфрахъ условя будутъ таковы, что веЪ 
прямыя, коихъ координаты удовлетворяють этимъ условямъ, будутъ про- 


ходить черезъ одну точку, которая и называется геометрическимъ мзетомъ 
прямыхъ линий. 


Задачи этого рода, также какъ ‘и предъидушля, можно рфшать съ 
помощью каждаго изъ методовъ двойственности, т. е. въ координатахъ 
точки и въ координатахъ лини. Но по послднему методу, за исключе- 
вемъ не многихъ случаевъ, р шевя бываютъ вообще сложнЪе, такъ какъ 
выборъ координатъь стБеняется н%которыми особенностями метода, такъ 
напримръ, если даны двЪ прямыя въ условяхъ задачи, то въ метод% 
Декарта можно всегда эти прямыя взять за координатныя оси, что сейчасъ- 
же упрощаетъ ихъ уравнен1я; въ другомъ-же метод это нельзя сджлать, 
такъ какъ всякая прямая, проходящая черезъ начало, опред ляется коор- 
динатами Е == со, у ==со, а ея уравневше дается парадокеомъ С ==0, т.е. 
постоянное количество равно нулю, что въ Декартовой систем коорди- 
натъ соотвЪтствуетъ прямой на безконечности. СлЗдуюцая примфры пояс- 
нять сказанное. Зам тимъ сначала, что если даны координаты точки (21, 9), 
то ея уравнене будетъь ($ 63): 


жё-Нич--1==0 
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а если даны координаты прямой (&,*:), то ея уравнеше будетъ: 


на--жу-1=0 


Если даны координаты двухъ точекъ (21,1), (12, %) то уравнеше прамой, 
проходящей черезъ эти точки будетъ ($ 68): 


д у 1 
т у 11 =0 
хо У 1 


а если даны координаты двухъ прямыхь (&,1,), (&, 12), то уравнеше 
точки ихъ перес$ченя будетъ ($ 68): 


см 1 
а 1 11=0 
| 62 \ 1 


Пр. 1. Даны дв$ф прямыя ОЛ и ОВ, третяя прямая аб пересЖкаетъ ОА и ОВ 
такъ, что: 


1 1. 
= 
Ода 0. 
Е есть число постоянное. Найти геометрическое мфсто прямой аб? 
Фиг. 63. Рюшене. Возьмемъ за координатныя оси 
ОА ин ОВ (фиг. 63), то изъ уелов!Й задачи видимъ, 
у _  чтю координаты & и у прямой 4$, которыя суть 


1 1 
НИЧТО иное какъ — и —. должны удовлетво- 
о Оа ОБ * д у 
рять уравнен!ю: 


Ел = или тЕТи= 1 





А Х 
а это уравнев1е точки, коей координаты: 

1 1 

т 

Пр. 2. Даны двф параллельныя АС и ВО и двь точки Ри 09. Черезъ точки 

Фиг. 64. Ри 0 проведены дв, кав1я-нибудь, параллельныя 

с ТЫ _ Раи 66, точки а и 6 пересфченя ихъ съ прямыми 

АСи ВО соединены прямою аб. Найти геометри- 

ческое м$ето аб? 


у 








Рющене. Проведемъ прямую РФ и возьмемъ 

РФ и АС (фиг. 64) за координатныя оси. Пусть ко- 

М  ординаты данныхь точекь Ри © будуть (21,0), 
` (2,0). Еели положимъь АВ = а, то уравнене прямой 





РВ @ 
ВФ’ будеть х=а. - 
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Если АС и АВ суть координатныя оси, то уравнен!я прямыхъ Ра и 46 
будуть: 
у=а(1—а,) ‚ у=а(2—2,). _ (4) 


абециссы точекъ а иф суть 0 и а, чтобы получить ординаты надобно въ уравнен!яхъ 
(4) положить въ первомъ 2 =0, а во второмъ д = а, что даетъ -—— али, (а-- м), ел%- 
довательно координаты точекъ а и 6 будуть: — | 


(а) (0, ты ила ) ) (а, &(а 5 2.)) (6) 


Олфдовательно уравнен!е прямой 426 будетъ (8 63): 


а, “(а—*.), 1 
откуда координаты этой прямой будутъ: 


Е И 
и их 


Изъ чего видимъ, что ирямая проходить во всфхъ своихъ положеняхъ черезъ точку: 


ах 
| ЕЙ ро 
ео #2 


| Пр. 3. Даны двЪ точки А и В на прямой АВ и дв друпя а и 6 на другой 
прямой, которая встр$чаеть АВ въ точкЪ С; около этой точки (фиг. 65) вращается 
прямая аб. Вс вефхъ ея положен1яхъ проводятъь прямыя Аа и В$, которыя ветр+- 
чаются въ точкЪ 5, черезъ точку 8 проводятъ прямую 50 || а6. Найти геометриче- 
ское м$сто прямой 50? 


Риюшене. Возьмемъ СА за ось Х, СУ, ` Фиг. 65. 
перпендикулярную СА, за ось У. Въ этомъ пред- 
положени уравнене вращающейся прямой Са 
будеть: | 

у = т 
Въ извфстномъ положен!и прямой Са пусть ко- 


‚ординаты точекъ а и 6 будуть (2', у’), (2”, у"), 0 
то очевидно, что: 





3’ —- и" , у’ — ил"! 


Если означимъ разетоян1е Са =, аб = в, то: 


: 66 =р-+о 
Такъ какъ координаты точекъ аи б суть (=. их’), (х". аж"), то ихъ уравнемя бу- 
Дутъ: | 
(а) Ежи =1т , "Е ох =1 (5) 


Полагая: р 
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координаты точекъ Аи В будуть (21, 0), (х., 0), слФдовательно ихъ уравневя будуть: 


(4) 26=1 , 26=1 (В) 
Если нмфемъ уравнен1я точекъ (а) м (65), (4) и (В), то легко найти координаты пря- 
мыхъ Аа и ВФ. Эти коордннаты получатся, опредфляя изъ уравненай (а) п (А), (5) 
н (В), бит, что даетъ: 


т са о 5, 


Им$я координаты (Аа) и (В5), найдемъ уравнене точки ихъ перес$ченя 5 (8 63): 


| вх. 1 
] 121 = И 
БЕ о 9250 
1 5 — мн . 

| 2 ИХ 


Откуда будемъ имфть координаты точки р. 
Изъ уравнемя мы найдемъ, что координаты (13, у,) точки 5 будуть: 


лай В \ 
ее Х; Х, (2 ра т } 
да — 2 





Ш в’х, — и", — пах хх, 


3 7 с" а НН + 
1 2 


3 3 


Уравнеше прямой, проходящей черезъ точку (5) параллельно прямой Са, будетъ: 
у — Уз = а(х — <.) 


Чтобы найти точку ея ветр$чи съ осью Х, надобно въ этомъ уравненш положить 
у = 0, то < = СО, если О есть точка ея встрЪчи: 


(т; — Уз 
© 


СО = 


подставляя предъидупая выражен!я для т, уз, найдемъ: 
2.2.) 
21 (2 + 6) — 2х, 
величина постоянная, слфдовательно прямая постоянно проходить черезъ точку 0, 
т. е. эта, точка, есть геометрическое м$ето прямой 50. 
/ у 
/ Пр. 4. Даны три прямыя ОЛ, ОВ, ОС, проходяния черезъ одну точку О 
Фиг. 66. (фиг. 66); вершины треугольника скользять по 
| этимъ тремъ прямымъ, двЪ изъ его сторонъ АСи 
ВС проходатъ черезъ двЪ данныя точки (т,, 4,), 
(2, у»). Найти геометрическое м$ето третьей сторо- 
ны АВ? 
Рьщшете. Возьмемъ ОА и ОВ за координат 
ныя оси, то уравнене прямой ОС будетъ: 


у=ае (00) 


СО = 
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Координаты точекъ 4 и В будуть (х’, 0), (0, у’), если положимъ ОА =х, ОВ=у, 
слфдовательно уравнене прямой АВ будетъ: 


= -. 
у=— 1 (& — =) 


Уравнен1я прямыхъ АС и АВ будутъ: 


(40) ув), уу (80) 
Ь | 


а 
Но эти прямыя должны пересфкаться на ОС, слфдовательно мы. будемъ имфть коор- 
динаты точки С, м хиу изъ уравнешй ОС и АС, ОС и ВС, что даеть: 








У и ха — (у — У’) 

ия ито" 
а о — 
у: — (а, — 2’) ата — (у —'). 


Но такъ какъ этн выражен1я равны, то мы будемъ имфть: 
ЕЕ аа" 
у: — “(х, —2') ом, — (у — У) 


и р | 
Откуда найдемъ, полагая х=- ‚, у=-: 


а 
у: (их, — у) ила — 1) — (их. — 9.) =0 





ИЛИ: 
у: (&25 — 92) |, (а, — 91) Е=1 
9% — У\ ит, — У1 
Это уравнеше точки, коей координаты суть: 
—— о — У 
сами | в 
— 91 — 91 


ными геометрическое мЪсто прямой АВ есть точка. Ршить еще слфдующие 
примфры: 


Пр. 5. Даны двЪ прямыя бА и БВ и двЪ точки Ри 0 на одной прямой съ 
точкою 5. Если черезь точки Ри © проведемъ къ каждой изъ точекъ, данной третьей 
прямой 2, прямыя, которыя встрЪтятъ 5А и 6В въ точкахь т и п, то теометри- 
ческое м$5ето прямой ту есть точка. 


Пр. 6. Даны дв прямыя А и БВ и точка В. Если черезъь эту точку прове- 
демъ, какую-нибудь прямую, которая встрфтитъ А и 6В въ точкахъ т и п; черезъ 
двЪ друмя данныя точки Ри 0 проведемь прямыя Рт и Оп, которыя ветрфтятъ 
бА и БВ въ точкахъ т и п,, то геометрическое м$ето прямой т‚”, будетъ точка. 


Пр. 7. Даны три прямыя 654, БВ, 50, проходяцая черезъ одну и туже точку 
5. прямыя эти встр$чаютъ третью данную прямую въ трехъ точкахъ. А, В, С. Если 
 черезь каждую изъ точекъ М прямой 6С,. проведемъ прямую МВ, которая ветр$- 
чаеть 5А въ точк$ а и параллельную АВ, которая встр5чаетъ 5.В въ точк$ 6, черезъ 
точку 6 проведемъ 6.4, которая встр5чаетъ 5С въ точк$ с, то геометрическое мфето 
прямой ас есть точка. Чертежи къ кажцой изъ задачь читатель можеть легко в 
лать. по `указатаямъ въ задачЪ. ^ и 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ  ЕОМЕТРТЯ. Ч 
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РЪ$шить наконецъ примЪръ: 


Пр. 8. Если изъ данныхъ точекъ, въ какомъ угодно числ, опустныъ перпен- 
днкуляры на такъ выбранную прямую, что сумма произведен!й этихъ перпендику- 
ляровъ на данныя числа равна нулю, то геометрическое мфсто такихъ прямыхъ есть 


точка. 
Рушете. Пусть уравнен1е искомой прямой будетъ: 


х сова -- узшах — р =0 (5) 


пусть координаты, данныхъ точекъ, будутъ: 
(%1, 91), (5, У»), (2, У3),..... (Фи, Ув) 
а данныя числа 20., Т., Ж,..... Ты. 
По условю задачи мы будемъ имфть ($ 45): 
- т, (5, с0зх -- у, зша — р) -- т. (х, совх + у зта—р)-+..... 
-- тн (Хн с08 & - Увзша — р) =0 


откуда: 
(пит, + ть, |.....-- Тин) с0$ а -- @плу, + ту, ..... Туя) 81 @ 


— 2(т, т -..... ты) =0 
Опредфляя отсюда р и вставляя въ уравненше (5), найдем: 


® 9% Я % 
х со8 хит -- у зш ат, — со8 изитхь — зт аХтьуь = 0 
1 1 1 1 


откуда, найдемъ: 
9% ® 9% 


3 
(х%т, — Хтих,) | ша(уХт, — Хтьу,) = 0 
1 1 1 1 
Изъ формы этого уравнен!я видимъ, что эта прямая проходить черезъ точку пере- 
сфчетя двухъ прямыхъ: 


33 4 2 я 
ххт, — Хтьл, =0 , у\ть — Ут, =0 
1 1 1 1 


Координаты точки перес$ченя, или геометрическаго м$ета, будуть: 


я % 








Утик Ут, 
4 4 
ый а У — 
Ут, Ут 
1 1 


$ 86. Геометрическя мъьста. в полярныхь координатахь. Иногда по 
характеру задачи удобнЪфе брать или составлять уравненя въ полярныхъ 
координатахъ. 

Вотъ нЪеколько примЗровъ: 


Пр. 9. Даны двЪ точки Аи В (фиг. 67), черезь точку В проведена, какая- 
нибудь, прямая ВР, изъ точки А опустимъ на нее перпендикуляръь АР и продол: 
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ЖимъЪ сго до точки @ такъ, что АР.А0 = Е есть величина постоянная. Найти 
геометрическое м$сто точки 0? 
Ришщене. Возьмемъь А за полюсъ, АВ за начало Фиг. 67. 
угловъ, пусть 4В =а ‚, / ВАР=ф , 49 -= 
По условю мы имЪемъ: 
АР.ОА = № 
|: | 
АР — а соз ф 





слфдовательно геометрическое м%ето будетт: 
ра с08 $ =? или рсовф = к _ 
а это, очевидно, прямая перпендикулярная къ АВ. 


Пр. 10. Даны углы въ треугольник$ АВС, вершина А неподвижна, вершина 
В скользитъ по данной прямой ВР. Найти геометрическое м$сто третьей вершины С? 

Риющене. Возьмемъ 4 за полюсъ, АР перпен- Фиг. 68. 
дикулярную В.Р за начало угловъ (фиг. 68), пусть 


ДА=а , ДВ =В 3 Ге з Або. 
/РАб=Фо , АР=а. 


Такъ какъ углы въ треугольник$ даны, то мы 


нм$емуъ: 
АС т эт В _ 
АВ зп Я 





Но АР— АВ соз (о я о) = а, откуда: 
© с0з (ф — а) = ай 
а это есть уравневе прямой, составляющей уголь © съ данною прямою ВР н пере- 
сФкающей ее на разстояни ай оть точ ки 4. 
Пр. 11. Дано основан1е АВ треугольника АВС и сумма сторонъ, изъ конца Б 


основав1я возставляемъ перпендикуляръ ВР къ сторон ВС. Найти геометрическое 
место точки его встрфчи съ равнодфлящей СР внЪфшняго угла ВСЕ? 


Руюшене. Возьмемъ точку В за полюсъ, Фиг. 6. 
АВ за начало угловъ (фиг. 69), то ВР= о, Е 
ХРВО =. | 


Означимь черезъь а, 6, с стороны треу- 
тольника, противулежаная угламъ А, В, С. 


Легко вить, что ДВОР= 90 — 55, а 
изъ АРВС мы будемъ имфть: 





нема с у вы _ © 


- 
“в де за 


Сл$ховалельно, если выразимъ @& я и с С черезъ ф, то будемъ имфть уравнеше гео- 
метрическаго м$ста точки Р. Изъь Л АВС мы имфемъ: 
62 — а? -+ с? — Зас с0з В 
| | 


тж 
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но если сумма сторонъ есть т, то: 


6 — т— а 
слЗдовательно, такъ какъ: 
с05 В = яма $ 


ТО: 
т? — 2та -|- а? = а? -| с? — 2асзто 
откуда: 
т? — с? 
2(т — сз ©) 
Но мы имфемъ: 
1 фып С 


бя 
2 6(1-- с0з С) 
а, такъ какъ: 
Ьзт С = сзш В =сс0зф и 6508 С =@а— с00$ В =а — сезто 


ТО: 


: | 
подставляя въ уравнеше (6) найденныя выражения для а и 85 — С. ПАЖрие уравне- 
ше геометрическаго м$ета;: 


о и = с08 ф = 
2(т — св о) 1 — сп ф рт 


Откуда видимъ, что геометрическое мЪ$сто есть перпендикуляръ къ основанию АВ, 
2 2 


: т С 
проведенный на разетояни —5. — © В. 


Р%шить туже задачу относительно внутренней равнод$лящей уголь АСВ? 


Пр. 12. Дано п ирямыхъ ли и точка О, проведемъ черезъ О, какую-нибудь 
прямую, которая встрфтитъ данныя прямыя въ точкахъ т., Г,....Ти, на этой прямой 
построимъ точку В такъ, чтобы: 


7% 1 
ОЕ — би, Тон, —***-* бы 
Найти геометрическое мЪето точекъ Е? 
Руьщеше. Пусть уравнешя ирямыхъ будуть: 
р с08 (ф — а) =р, , 2608 (ф— а.) =р.,...., 0608 (ф — в.) = Рь 


Легко видЪфть, что уравневе геометрическато м$ста будетъ: 


п а — соз (ф — &,) 


> =“ ++ 


‘очевидно, прямая лия. 


_ 887. Мы уже выше вид®ли, какъ по извфетнымь даннымъ условямъ 
отыскивается геометрическое м5сто точекъ, положеше которыхъ удовлетво- 
ряетъ даннымъ усломямъ. Слздующе примфры даются для упражнений, 
въ которыхъ уравнеюя геометрическихъ мЪстъь выше 1-ой степени. 
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^ Пр. 1. Найти геометрическое м$сто вершины овникь, коего основане 
ан и сумма квадратовЪъ сторонъ? 


Отв. 5? -|- у? == : т? — а?. 

Пр. 2. Даны: основан1е и сумма или разность т разъ взятый квадрать одной 
стороны и я разъ взятый квадратъ другой? 

Отв. (т -- п) (<? у?) - 2(т -- прах - (т -Н ма? == 17. 

Пр. 3. Даны основане и отношен!е сторопъ. 

Пр. 4. Даны основан1е‘и произведене тангенсовъ угловъ при основании. 

Отв. 4? -- тж? —= та”, 

Пр. 5. Даны основане, уголь въ вершин или что тоже сумма угловъ при 
основании. 

Отв. 2? -- у? — Зазу сов ф = а*. 

Пр. 6. Даны основане и разность угловъ при основанйи. 

Отв. х? — у? Заху сов о = а?. 

Пр. 7. Даны: основаюме и одинъ изъ угловъ при основанти равенъ удвоенному 
другому. 

Отв. 3х? — у? -- Зах = а’. 

Пр. 8. Даны: основаше и #С=ть В. 

Отв. т(х? - у? — а?) = 3а(а — %). 

Пр. 9. Проведена, прямая МВ параллельно ОС (см. пр. 7, 8 85), перес$каю- 


щая двЪ данныя прямыя въ точкахъ Ви В' и взято АМ? = РВ.РБ', найти геомет- 
рическое мБето точки М? 

Отв. тх(пих - п’) = у(тх там). 

Пр. 10. МА есть средне-гармоническая между АВ и АВ’. 

Отв. Этх(тх - п) = утх + та - м”). 

Пр. 11. Данъ уголь въ вершин треугольника, найти геометрическое м$ето 


точки, въ которой основан!е раздфлено въ данномъ отношени, есди при этомъ дана 
площадь треугольника? 


Отв. ху = постоянному. 
Пр. 19. Если дано основаве. 


Хх? 14 242 с03® 02 

риа „Мы М> 
т? п т т") 

Пр. 18. Если основан1е проходить чрезь_данную точку. 
т пу. ыди, 


Хх у 
Пр. 14. Найти геометрическое мфето точки Р .(см. пр. 12, 8 86), если прямая 
СХ не параллельна основан1ю?. 
_Пр. 15. Дано основаше ОШ треугольника, найти геометрическое мфето верши- 
ны, если АВ на данной прямой есть постоянный отр$зокъ (см. пр. 12, $ 86)? 


Отв. (2'у — у'х) (у— у") + ("у — у") (у—у)=а(ч— у’) (у— у’). 
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ГЛАВА 1Х. 
Ангармония, гармония, инволюцтя. 


$ 88. Отрфзокъ прямой лити между точками а и Ь изображается 
черезъ аф, принимая а за начало отрЪзка, а 6 за конецъ. 


Тотьъ же отрЪзокъ, но взятый въ противуположномъ направленши изоб- 
ражается черезъ Ба. Если прим$нимъ здЪсь геометрическое значене зна- 
ковЪ — и —, то мы должны положить: 


аф = —фа или аф--фа=0 (1) 


т.е. если отр$зокъ, откладываемый въ извФетномъ направлени на прямой, 
принимается за положительный, то отложенный въ противуположномъ на- 
правлении онъ принимается за отрицательный. 


$ 89. Предложеще. Какое бы нибыло относительное положеше трехъ 
точекъ а, Ь, с на одной прямой лини мы, всегда будемъ имфть: 


@-- фе —- са =0 (2) 
Доказательство. Если точки находятся на прямой въ порядк® а,6,с 
(фиг. 70), то уравнеше (2) очевидно, потому что сумма отрЪзковъ: 
аф-—- №6 = ‚, а =— са 
сл$довательно мы имфемъ (2). 


Фиг. 70. 


а Ь с 
3 | 


Если точка с будетъ между точками а и $, то мы имФемъ (фиг. 71): 


аф —= ас -- сб 
Но. | 
ас = —са ‚ 6=— 6 


подставляя, найдемъ снова (2). 


|__ В бы 


Точно также легко показать и для другихъ положен точекъ си 
относительно а, что уравнеше (2) веегда иметь м%ето. 
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На основани этого свойства можно, какой-нибудь, отрЪзокъ с вы- 
разить разноетью ас — аф, гдЪ а есть, какая-нибудь, точка на прямой 6с. 
Въ этомъ случа точка а служитъ началомъ отечитываня отр$зковъ. : 


$ 90. Предложене. Какое бы нибыло относительное положеше четы- 
рехъ точекъ а, 6, с, @, на одной прямой лини, мы будемъ всегда имЪть: 


оф .са-- ас. аа. =0. (3) 


Доказательство. Если точки находятея на прямой въ порядкЪ а, 6, 
с, Я, то мы будемъ имЪть, отсчитывая всф отрЪзки отъ точки а: | 


сд —=а4— в ,‚, &@=09да—6ба ‚, 6=94— 06 


подставляя въ (3), вмЪето отр$зковъ са, 4, № эти выражен!я, найдемъ, 
что выражеше (3) равно нулю (фиг, 72). 


Фиг. 72. 
а ь с ы 
Если бы точки были въ порядк» Ь, а, с, а (фиг. 73), то для этого 
порядка, по предъидущему, мы будемъ имфть: 
ба. са-Р с. да-Р 54. а =0 
но по условю мы имЪемъ: 
ба = —0 , Б=—Ф , @аа=— аа 


подставляя, найдемъ (3). 


А 
© 
ыы 


Точно также можно показать, что о (3) имфетъ мЪсто и при 
другихъ положеняхъ точекъ.. 


8 91. Опредълене. о четыре точки а, 6, с, 4 на одной пря- 
мой лини (фиг. 72) и будемъ ихъ разсматривать по-парно соотвЪтетвен-_ 
ными, напримЪръ, а и 6, си 4. Эти четыре точки образують 1 шесть от- 
р®зковъ аф, ас, аа, Вс, Ба и са. 


Составимъ изъ этихъ отр$зковъ слЗдующее выражеше: 


ас с _ ае.ба 


а4`$4 ва. _ 9 
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т. е. отношен1е разстоянй первой точки а, изъ первой пары (а, 0), отъ 
точекъ (с, 4) второй пары, раздфленное на отношеве разстоявй второй 
точки 9, изъ первой пары, отъ точекъ второй пары. 


_Такое выражение называется амармоническимь отношетемъ четырехъ 
точекъ. Мы его будемъ изображать символомъ (афса), гаи в, сиа 
суть пары соотвЪтетвенныхъ точекъ. Сл$довательно символъ, напримЪръ, 
(сааб) будетъ изображать выражение: 


са, ва 
с ` 46 


Такъ какъ вторая часть выражен1я (4) можетъ быть написана въ четы- 
рехъ формахъ: 


ас 06 _ ас 04 _ ас 64а _ Фа ас _64 4 
аа `$4 а4`’%& ’аа а4‘’и в‘ 
или также: 
ас 0 __ са аа _ 4.96 064 аа 
а4`$а `` @а&`’сва в’ 
то есть: 
(афса) = (сааф) == (асба) == (фаас) (5) 


слБдовательно, если соотвЪтетвенными парами будутъ аб и с4, Чи 95, 
4 и фа, фа и ас, то ангармоническое отношеюме неизм$няется. Эти пере- 
становлен1я получаются изъ (а6с4), второе перестановлетемъ паръ а и 6, 
си 4 между собою, третее получается изъ втораго перемфщенемъ буквъ 
си, аиб между собою, а четвертое получится такъ изъ перваго, какъ 
третее получено изъ втораго. 


Такъ какъ изъ четырехъ буквъ всЪхъ перестановленй двадцать че- 
тыре, то различныя ангармоническля отношен1я суть только слБдуюшия 


группы: ни 
(аа) , (ас@) , (асе) 


ыы” 
—ь. 
14 


”. (6) 
й (24), (9 , (аа) 


Первая группа получается изъ (06с4) круговымъ перемфщеютемъ трехъ 
буквъ 664, а вторая группа получается изъ первой, перем щая между со- 
бою сопряженныя точки вторыхъ паръ. Легко видфть, что произведен!я 
соотвЪтственныхъ паръ ангармоническихъ отношенй (6) равны единиц$, 
т. е.: 

(афса). (афас) = 1 

(ас4Ъ) . (асЪа) == 1 (7) 


(а4Ъс) . (а4сЬ) = 1 
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СлЪдовательно ангармоническ1я отношен!я второй группы (6) суть обрат- 

ныя ангармоническимъ отношен1ямъ первой группы. Гри ангармоническля 
 отношеня первой группы (6) мы будемъ называть основными. СлЪдова- 
тельно основныя ангармоническля отношенля суть слёдующия: 


ас 6 са а 96 4 (8) 
а4`Ъа °’ аб’ ’ лас `6 
Если обратимъ внимаше на направлевн1е отр$зковъ въ предъидущихъ 
трехъ ангармоническихь отношеняхъ и на услов!е относительно знаковъ, 
то увидимъ, что ангармоническля отношеня первое и третее (8) суть по- 


ложительныя, а второе отрицательное * 
$ 92. Мы вид$ли въ $ 90, (3), что если четыре точки а, Ь, с, 4 на- 
ходятся ‘на одной прямой лини, то мы всегда имЪемъ слЪлующее выра- 


жене: 
аф.са-Р ас. 6 -- а4. 6% =0 


раздфляя всЪ члены этого тождества на послЪдей членъ аф. бе, найдемъ: 


ас. 46 ‚ аб.са , 








аф.6с ‘ а. - 
ИЛИ: 
ас 66 ‚| аб 66 _ 2 
24 `654 Г ааа 
ИЛИ: | 
(афеа) -Е (ава) = 1 (9) 


-.>> 5 


Точно также найдемъ: 
(ас@б) -- (вась) = 1 
(10) 

(а@фе) -Е (афас) = 1 
Ангармоническя отношеня, коихъ сумма равна единицЪ, называются до- 
полнительными. 3 

г Изъ уравневй (7) и (9), (10) мы видимъ, что вс шесть ангармо- 
ническихъ отношенй, такъ связаны между собою, что могутъ быть вс 
выражены въ функци одного изъ нихъ. Если положимъ: 


(фа) = а, то (аб) = 


дополнительныя имъ: 


&— 1 





_ (ава) =1—`°, (ае)= (11) 
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и обратныя послфднимъ двумъ: 


1 | © 


Какое бы изь этихъ выраженй ни означили одной буквой, наприм%ръ 
1—«==В, вс функщи (11) получаютъ тфъже формы только въ другомъ 
порядкЪ: 











] 1 1 1 
и —= 1 — Е РЕ — @ — в. 
в а 1—В В. › |1-— в’ 
а—1 №  _В—1 
а В—1 ’ 1 В 
Фиг. 74. У 93. Возьмемъ, какую-нибудь, 


| точку О (фиг. 74), внЪ прямой, на ко- 

В О торой находятся четыре точки а, 65, 

Я | с, 4. Проведемъ черезъ точку О и 

м | Хх точки а, 6, с, 4 прямыя Оа, 06, Оси 

я о чыЧ м Оа. Означимъ углы между этими пря- 
РА 

И у мыми символами (Оа, О), (Оа, Ос)... 


а РОЙ ес ме Ыб Площади треугольниковъ А ас, 
АБЬОа, Аа0а, А 0, АЪОс, АсОа можно выразить двоякимъ образомъ: 


= 


2 Ла0е=ас.р == а. Ос .зт(0а, Ос) 
2 ДБО = .р= 06. 04. зв (06, 0) 


2 Ла0а = а4.р = Оа. 04. зщ (Оа, Оа) 
` (12) 
2 а0б = а .р=0Оа. 0. зп (Оа, 06) 


2 606 = .р= 06.0. зш (06, Ос) 
2 АсОа = 4.р=0Ос.04. эт (Ос, Оа) 
Если въ каждомъ изъ ангармоническихъ отношенй точекъ а, В, с, 4 по- 


ставимъ вмфето отрЪзковъ ас, @аф,..... ихъ выражен1я, полученныя изъ’ 
выражен (12), то найдемъ, напримфръ: 


6  зт(Оа, Ос) эт (06, Ос) 
о — 54 зп (00а) : вш (бЬ, 04) 08) 
точно тая же выражетя найдемъ и ЛЯ другихъ ангармоническихъ от- 
ношений. 
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Выражение: 
зт (Оа, Ос) эт (06, Ос) | 14) 
ш (Оа, Оа) ` эт (06, 08) 


называется атармоническимь отношенемь связки четырехъ прямыхъ 
Оа, 0, Ос, ОЧ, проходящихъ черезъ точку О. Оно обозначается симво- 
ломъ (0. абса); слЪдовательно: | 


(са) = (О. афса) (15) 


$ 94. Предложеше. Изъ уравнеюмя (13) слЪдуетъ, что ангармони- 
ческое отношене (О. аа) связки, не будетъ изм$нятся, при перем ще- 
ни точки О на плоскости, если прямыя проходять постоянно черезъ точки 
а, 6, с, а. И, обратно, ангармоническое отношеше (ас) точекъ на пря- 
мой не будетъ изм$нятея, если прямая ХУ перем$щаетея на плоскости, 
аа связка Оа, ОБ, с, ОЯ не изм$няется, т. е: 


(афса) = (а6с'4') ‚ (О.абеса) = (0'. са). (16) 


< 95. Вообще шесть выражевй (11) ангармоническихъ отношен!й 
четырехъ точекъ имфють различныя числовыя значеня, но въ частности 
точки а, 6, с, Я могутъ быть такъ расположены, что нЪкоторыя изъ этихъ- 
выражений будутъ равны между собой. Такъ можетъ случится, что: 











1) ии откуда я=-=1 
и 
2) а=1— м откуда а 
«— 1 ре 
3) а= я откуда 0°—а--1=0 (17) 
т. 
4) а=1_— откуда а? —в-—-1==0 
5) (> = откуда 9?—2а=0 , а=0и «= 


Изъ этихъ значенй только три различны. Въ самомъ дЪлЪ, если «=1, 
то мы будемъ имЪть слфдуюшйя чиесловыя значен1я для шести ангармо- 
ническихъ отношевнй: — 











1 их — 1 1 о 
© 
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Такъ какъ одно изъ этихъ значенй есть 0, а это пятый случай (17), то 


пятый случай даетъ тЪже числовыя значеня, только въ другомъ порядкЪ: 


0 ) со э 1 э Со з ] ) 0 
- Положимъ и = —1, то ангармоническля отношен1я будутъ: 
1 1 
ены Е 1 . 2 } 2 о И 
2 2 


н такъ какъ между ними находятся второй и пятый случаи (17), т.е. о р. 
то он дадутъ тфже числовыя значення. 
ЗамЪтимъ, что третй и четвертый случаи тождественны, сл дова- 


тельно четыре точки на прямой могутъ имфть только три исключительных 
положення, при которыхъ ангармоническля отношенля будутъ: 


=У--3 
розаененны ра 
2 
Разсмотримъ каждый изъ этихъ случаевъ. 
1) «=1. 


Въ этомъ случа мы имЪемъ: 


ас __ 6 


ая Фа 


т. е. отношеня разстоянй двухъ точекъ а и 6 отъ другихъ двух си а 
равны, слЗдовательно точки а и БВ, си 4 совпадаютъ. 


2) а= — 1. 


Въ этомъ случа мы имЪемъ: 


(афса) =— 1 
или; 
мб. г бе 6 Ц: 
ад Ба ’ ава _ 


(18) 


Четыре точки, находяшляся въ такомъ положенши называются армони- 
ческими. Если второе изъ уравневй (18) напишемъ въ форм$: 


ае _ @4 


я 


(19) 
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то легко видЪть, что точки си 4 д$латьъ разетоян!е между точками а и 
одна внутренне, а другая внЪшне, въ одномъ и томъ-же отношеюи. Если 
тоже уравнен1е напишемъ въ формЪ: 


4 _ аа 
г _@с (С 


42 


= 


(20) 


то легко видЪть, что разстоян1е между точками си 4 д$лится точками 
би а, одною внутренне, другою внЪшне, въ одномъ и томъ-же отношении. 
Поэтому точки а и б, си называются сопряженными зармоническими 
парами. 
_ Если уравнене (19) напишемъ въ формЪ: 
ас _ аа 


На" о (21) 


и положимъ, что точка 4 находится на безконечности, то: 


асо = р со 


слЪдовательно: 
ас = еб ` 


т. е. точка с дЪлитъ разстояне аб пополамъ. Откуда слфдуетъ, что двБ 
точки, ихъ средина и точка на безконечности суть четыре гармоническя 


точки (фиг. 15). 
Фиг. 75. 


а с В д 
| | | | | 








Если уравнение (21) напишемъ въ форм: . 


1 1 2 


== ==— 22) 
- 6 094 9 (22) 
то изъ него легко видЪть, что если точка с будеть приближаться къ точкЪ 
6, то точка Я также будетъь приближаться къ точк® Би об съ нею совпа- 
дутъ 

Если точка с, перейдя средину аб, будетъ приближаться къ а, то 4 
перейдетъ на другую сторону отрзка аб и будетъ къ нему приближаться 
пока не совпадетъ съ точкою а. 
_1-иИ—3 


3) —а-1=0 , @ з 


или 03--1=0 
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Въ этомъ случа о есть кубичесюмй корень изъ — 1, слФдовательно 
имфетъ три значенйя: 


1+ И—3 1—И—3з 


р на 
л 2 о 


Зъ первыхъ двухъ случаяхъ мы имфемъ три системы по два равныхъ 
ангармоническихъ отношенй, а въ настоящемъ случаз дв% системы по 
три равныхъ ангармоническихъ отношеюнй. Кремона, итальянеклй геометръ, 
это послЪднее расположене точекъ назваль экванюармоническимь. 


Проэктивность. 


$ 96. Если на двухъ данныхъ прямыхъ АВ и А'В', пересВкающихся 
ВЪ ТОЧЕЖ 0, возьмемъ по три точки а, ®, с, на АВ, иа, В, с. на АВ’, то 
по данной четвертой 4, на АВ, можно найти всегда четвертую 4’, на А'В' 
такъ чтобы ангармоническое отношене точекъ а, 6, с, @ было равно ан- 
гармоничеекому отношен!ю точекъ а’, $, с’. а’, т. е., чтобы: 


ас @а4 _ ас а4' 
ба — Бо Ба! (23) 


точки ия, фи сис ди называются соотвьътетвенными. 


Такъ какъ четвертая точка 4 взята произвольно, то можно построить 
на прямыхъь АВи АВ’ безчиеленное множество соотвфтетвенныхъ точекъ, 
коихъ ангармоничесвя отношеня съ точками а, В, с и а, БВ, с' равны. 
Напримфръ, по данной еще точк$ е, на прямой АБ, можно построить 
точку е, на АВ, такъ чтобы: 

а @ае ас ае 
о г (24) 
бе бе 6с (0де 


Если, такимъ образомъ, построимъ ряды на АВи АВ’, то ангармониче- 
ское отношен!е четырехъ, произвольно выбранныхъ изъ ряда, точекъ на АБ 
всегда равно ион отношению четырехъ соотвфтетвенныхъ 
точекъ на 4 В’. 


Такъ, напримфръ, если раздЪлимъ (24) на (23), то найдемъ: 


ай. ае де _ аа’. д’ 
64`№  Фа’Ъе 


т.е. ангармоническое отношеве точекъ а, В, 4, е равно ангармоническому 
отношеню соотвзтственныхъ точекъ а, 6, 4, 
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Таве два ряда на прямыхь АВ и АВ’ называютея проэктивными. 
Шаль ихъ назвалъь юмофафическими, а Мёбусь колинеарными. 


Изъ этого видимъ, что три данныя пары Фиг. 76, 
точекъ на прямыхь 4АВи АВ’ вполи$ опре- 
дВляютъь проэктивные ряды. 


Сл$довательно, если а иа, В ибБ, 
сис (фиг. 76) суть три данныя пары, то, 
какая-нибудь, четвертая проэктивная пара. 
х их найдется изъ уравневя (23): | 





ах ас _ат ас 


м т р ор 95 

хе Ьх Бе (25) 

$ 97. Точки соотэътетвуюцщия безконечно удаленнимь. Если на двухъ 

‘прямыхъ расположены два проэктивные ряда, то каждой точкф одного 
г | 

ряда соотвЪтетвуетъ точка другаго. Посмотримъ какля точки соотвфтетву- 

ютъ точкамъ на безконечности.. 


Если въ уравнени (25) положимъ х =, а д =, то найдемъ: 


‚ас 


а[ ас __ 
`В’ 


У 


ИЛИ: 
аГ с ас 
5:5 (26) 


Полагая х== со, а д =1' изъ того-же уравненя (25), найдемъ: 


в _аГ.ае 


И "Ос 
ИЛИ: 
аГ ас ас 


Съ помощью уравненй (26) и (27), опредФляются точки Ги Г, соотв%т- 
ствующля безконечно удаленнымъ точкамъ на прямыхъ АВ и А'В’ двухъ 
проэктивныхъ рядовъ, которые опред$ляютея тремя данными парами а, а’; 
Ь В; с, с соотвфтетвенныхъ точекъ. Эти точки связаны слфдующею зави- 
симостью, которая получается, разд$ливъ (26) на (27): 


ар Го 
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Такъ какъ проэктивные ряды вполнЪ опредЗляются тремя парами соот- 
вътетвенныхъ точекъ, то въ уравнеши (25) можно или одну изъ данныхъ 
паръ замЪстить парою 1, со или со, Г или дв пары данныхъ точекь 
заместить двумя парами Г, со и ©°, Г. 


Если оставимъ пары аа и 6,6, а вмЪето пары с, с’ возьмемъ Г, со, 
то въ уравнени (25), которое можно написать въ форм$: 


ах ах ас ас 


И 6 с (29) 
надобно заметить вторую часть выражешемъ (26), что даетъ: 

ах _аТ. ат 

ГЫ (30) 


Это уравневе проэктивности двухъ рядовъ, опред$ляемыхъ тремя парами 
аа БиГо. 


Точно также проэктивность тЪхъ же рядовъ опредЗляемыхъ парами 
а, а; 6, 6 и со, Г, выражается уравнешемъ: 


аГ ах ах 
Г 9 м 


Наконецъ, если пары 6, В и с, с замЗетимъ парами Г, со и ©®, Г, то 
найдемъ.: 

ах ах | 

2 ат › 3% 
Таковы уравнен1я (29), (30), (31), (32) проэктивности двухъ рядовъ. 


$ 98. Назовемъ точки Ги Г, соотвЪтствуюния безконечно удален- 
нымъ точкамъ мавными. 


Если бы два проэктивные. ряда были Такого свойства, что [= оо, 
тои Г[=<, какъ показываетъь уравнеше (28), въ этомъ случа проэк- 
тивность двухъ рядовъ выразится уравненемъ: 

р 
ах ах | 
Е (33) 
6х 6х 
полученнымъ изъ (30) или (31), полагая въ первомъ [=00, а во второмъ 
[== со. Изъ предъидущаго уравнен1я видимъ, что проэктивность, въ этомъ 
случа, обращается въ пропорцональность. Таюме два ряда называются яо- 
добными. СлФдовательно въ подобныхъ ряпахъ на двухъ прямыхъ, точкЪ 


на безконечности, въ одномъ изъ нихъ, соотвфтетвуетъ точка на безконеч- 
ности въ другомъ и обрално. 
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С 99. Предложене. Еели въ двухъ проэктивныхъ рядахъ на ДВУХ 
прямыхь АВи А'Б’ соотвзтетвенныя точки, напримЗръ, аи а совпа- 
даютъ, то всЪ прямыя, прохо- . фиг. 77. 
дяшля черезъ соотвЪтетвен- 
ныя точки, проходятъ черезъ 
одну точку, которая назы- 
вается иуснтромь перспектии- 
вы. 

Доказательство. Пусть 
а, Ь, с, 4.... иаб,с,4..... 
суть (фиг.77) соотвфтственныя точки на АВи АБ’, т.е. а есть общая 
точка или сама себ соотвЪтетвенная. 





Такъ какъ эти ряды проэктивны по услов!ю, то мы имЪемъ: 


асе 9 _ @с ре | | 
аа — аа''Ъа (34) 


Проведемъ прямыя 6’ и сс’и точку ихъ пересчетя о соединимъ съ об- 
щею точкою @, проведемъ прямую р@, если она не пройдетъ чрезъ соот- 
вЪтственную точку Я’, то она встрфтить А’В’ въ ток {’, сл довательно 
мы будемъ имфть (5 94): 


(афса) = (аб’с'а") 
соображаясь съ (34), найдемъ равенство: 

(абс а’) == (асе 4') 
изъ котораго видимъ, что точка 4” совпадаетъ съ 4'. 


Таке два проэктивные ряда называются перспективными. Если про- 
эктивные ряды подобны, центръ перспективы находится на безконечности. 


Два проэктивные ряда могутъ быть сдЪланы перспективными; для 
этого одну изъ прямыхъ передвигаютъ параллельно самой себЪ до тЪхъ 
поръ пока одна изъ точекъ одной прямой не совпадетъ съ своей соотвфт- 
ственной точкой другой прямой. Очевидно, что въ этомъ положевши проэк- 
тивные ряды дЪлаются перспективными. 


Въ двухъ перспективныхъ рядахъ легко построить главныя точки Г 
и Г. Пусть а, Ь, с, 4,.... иа, ь, с, @',... (фиг.77) будутъ два, перепек- 
тивные ряда на прямыхъ АВи АБ. Еели черезь центръ о перспективы 
проведемъ прямую р1|| А'В' и оГ' || АЪ, то эти прямыя ветртять АВи 
А'В' въ точкахъ Ги Г, которыя, очевидно, и суть главныя точки соот- 
вЪзтственныя точкамъ на безконечности на прямыхъ АВи АВ’. | 
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$ 100. Легко также построить точки Ги Г въ двухЪ проэктивныхъ 
рядахъ (фиг. 78). 


Пусть а в, с, 4а,...; а, 6, с, 4,... будуть два проэктивные ряда 
на АВи А'Б'; передвинемъ прямую АБ параллельно самой себЪ въ по- 
ложеше 4”В" такъ, чтобы Фиг. 78. 
одна изъ ея точекъ, напри- вы т В’ 
мфръ а, совпала, со своей со- М . 
отвфтственной « на А'В’; Се С 9 
проведемь прямую аа и р / 5) № т. 

8 | аа, су | аа, @8 | аа и р" Ре с\ ь 
т. д.; рядъ полученныхъ, та- 4” = > р | — = 8” 
кимъ образомъ, точекъ а, В, А :- з : - р 


у, 5,... на А’В” будетъ пер- А 


спективный съ рядомъ а, 6, с, (',... Центръ перспективы р получится, 
проводя прямыя ВВ и сту до ветрЪчи въ точкЪ р. Если черезъ р проведемъ 
прямыя рГ || АВ' и 6Г' || АБ, то точки Г’и Г на прямыхъ А’В" и АВ’ 
будутъ главными точками перспективныхъ рядовъ &, В, 1, 5,...иа, 9, с, 
Ф,.. Если наконецъ проведемъ 1"1 | аа, то точка Т, полученная. на АБ, 
будетъ искомая. Очевидно, что точки Ги Т', полученныя на АВи АЪВ', 
будуть главныя двухъ данныхъ проэктивныхъ рядовъ. 


$ 101. Проэктивность двухъ рядовъ на двухъ прямыхъ можеть быть 
выражена еще въ боле общей формЪ, слБдующимъ образомъ. 

Возьмемъ три пары соотвЪЗтетвенныхъ точекъ, произвольно выбран- 
‚ныхъ изъ двухъ данныхъ проэктивныхъ рядовъ. 

Три выбранныя пары вполнф опредфляютъ проэктивность рядовъ, 
какъ мы видЪфли выше. Возьмемъ на каждой изъ прямыхь АВи АВ’ по 
точк$ и примемъ каждую изъ этихъ точекъ за начало, такъ что веЪ точки 
на прямыхъь АВ и А'В' опред$ляются разетоямями ихъ оть точекъ при- 
нятыхъ за начало. ШПуеть три пары точекъ опред$ляются абециссами 2, 
21: 22, до и 13, дз и наконецъ, кавя-нибудь, скользящая точки опред$- 
ляются абециссами хит. | 

Легко видфть, что уравнете проэктивности (23) сдЪлается, если точки 
ис а, В, с, а' будуть имЪть абециссами 2, д, 23, %; м, 2, 
Ж.д: 

9. 1 —2:.21— (35) 
12—23 `№—Ж 2—1: д. 
откуда, послЪ веЗхь приведен, это уравнене приметъ форму: 
Ахх- Вх--О-- О =0 (36) 


глЪ коэфищенты А, В, 0, Р суть функши трехъ паръ данныхъ точекъ. 


ГЛАВА 1Х.—АНГАРМОНТЯ, ГАРМОН!Я, ИНВОДЮПТЯ. 115 


Такимъ уравнеютемъ связаны два проэктивные ряда на двухъ пря- 
МЫХЪ. 


Обратно, если между абециссами точекъ на двухъ прямыхъ, суще- 
ствуетъ зависимость выраженная уравнешемъ: 


Ахх -- Вх От -- О =0 (37) 


то эти два ряда будутъ проэктивны. Въ самомъ дЪлЪ, изъ этого уравне- 
шя мы имъемь: 


ре, ВЕТ 
_ О-+Ах 


Возьмемъ на прямой АБ, кавя-нибудь, четыре точки; пусть ихъ абецисеы 
будуть 21, 25, 23, 24, То абециесы соотвЪфтственныхъ точекъ. 2, 22, Хз, 


] 


х. опред$лятея изъ уравнетй: 


т _ р Ва 7 _ О-В ! _ _ ОБЬ 2 _ __ О- Ва 
| С+Аж’ —*о С-- Ах.’ = С-|- Ах. ' “  О-+Ам, 





откуда легко видЪть, что: 


! 
1—2. | 15—23 __ 42 . 4 43 
2—2 9—4 9—3 2—— 414 


_т. е. ангармоническая отношен1я, произвольно выбранныхъ четырехъ то- 
чекъ и четырехъ имъ соотвЪтетвенныхъ, опред$ляемыхъ изъ уравнен1я 
(37), равны, сл довательно ряды проэктивны. 


3 102. Уравненю проэктивности: 
Ахх — Вх-Р Сх -- О =о0 (38) | 


можно дать различныя формы, опредЪляя коэфищенты 4, В, С, р точками 
выбранными извЪетнымъ образомъ. 


_Еели даны три пары проэктивныхь точекъ 21, 2'; 22, 22; 23, 2, То 
_онЪ должны удовлетворять уравненю (38), слЪдовательно: 


Ах) да -- Ви Ст =) =0 
Ако —- Вх. — Схо РО =0 


Ат —- Вт —- Ст» —- р =0 
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присовокупляя къ этимъ уравнешемъ, уравнен1е (38) для, какой-нибудь, 
пары скользящихъ точекъ, найдемъ: | 


хх т 7 1 

и ол м 1 
о 9 
до № о 1 
дз 2 13 1 


таково уравнене проэктивности двухъ рядовъ опредзляемыхъ тремя па- 
рами соотвЗтственныхъ точекъ. 


Выбирая извЪстнымъ образомъ пары соотвЪтственныхъ точекъ, урав- 
неншю проэктивности можно дать различныя формы. Въ уравненм одинъ 
изъ коэфищентовъь можно‘ положить равнымъ единиц, напримфръ А, 
слБдовательно уравнеше проэктивности будеть: 


лх -—= Вх-- Ох О=0 (40) 


Если за начало, на прямыхъ АВи АБ’, примемъ соотвЪтетвенныя точки, 
то, очевидно, при х=0 мы должны имЪть и х=0, а это требуетъ, чтобы 
р ==0, сл$довательно уравнене (40) сдЪлается: 


хх —- Вх -- Ох =0 _ (41) 


Если вмЪФето абециесъ хи х возьмемъ отр%зки ах и ах, г аиа сть 
соотв$тственныя точки, то предъидущее уравнеше сд$лается: 


ах.ат-- Вах-- Сах =0 _ (42) 
ОпредЖлимъ В и С съ помощью главныхъ точекъ Ги Г, для этого поло- 
жимъ въ (42) послЪдовательно ах = Г, ах = < и ах ==аГ, а=о, 


‚то будемъ имЪть: | 
В-аГ=о ‚ С-а[=о0 


откуда уравнеше (42) сд$лаетсл: 


ат.ат —аГ.ах — аГ.ах =0 (43) 
ИЛИ: 
а. ат 
СЫ, 2 Е 4 
о (44) 


3 103. На основанти этого уравненя (44) можно рёшить слфдуюная 
задачи: | 
Задача 1. Но данной точкф а въ одномъ изъ Двухъ данныхъ проэктивныхъ 


рядовъ, найти такую точку х, чтобы отрФзокъ ах былъ равенъ соотвЪтственному 
отрфзку а'’2’ или равенъ, но еъ противнымъ знаком? 
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Рыисне. Эта задача рЪшается, положивъ въ уравнены! (44) ах = ах’ или 
ах — — а'х’. Такя положен1я даютъ: 


ал = Ч аГ и ах =аТ- “Г 


Для построеня этихъ отр$зковъ необходимо условиться въ какомъ направлени, отъ 
точекъ @ и а’, считать отрфзки положительными и въ какомъ отрицательными. 


Задача 9. Даны двф прямыя ОА и ОА’ и точка р, провести черезъ точку ©. 
такъ прямую, чтобы она, перес$каясь съ ОА и Од’ въ точкахъ х и х’ дала отрЪзки 
Ох = Ох или Ох = — Ох. 


Рьшене. Если черезъ точку р (фиг. 79) будемъ проводить прямыя, перес$- 
каюпия ОЛ и ОА’, то получимъ на этихъ прямыхъ два проэктивные ряда точекъ 
(3 94), въ которыхъ точка О сама себЪ соотв$тственная, сл$довательно соотвЪтствен- 
ныя точки будутъ удовлетворять уравненю (44): 


ный 
Ох ' Ох — 
полагая Ох = Ох’ или Ох = — Ох’ будемъ имЪть: 


0х =ОТ+0Г , 0х=01-.0Г 


Фиг. 79. 


проводя черезъ р прямыя оГ' || О4 и о1 || ОА’ найдемъ 
главныя точки Ги Г’. Сл6довательно задача р$шается 
построешемъ главныхъ точекь Ги 1'. Условимся считать 
отр$зки по намравлен1ю отъ О къ Ги Г’ положительными. 
Если отъ точки 7 отложимъ 1х = ОГ и Ох = — ОГ то 
прямыя рх и рх’ будуть искомыя. 





Задача 3. Черезъ данную точку о на основави 
треугольника 44А'В провести прямую рхх', такъ чтобы отрфзки Ах и 4’л' были равны 
или равны съ противными знаками? 


Ришене. Прямая, ироведенная черезъь точку р, перес$каясь съ сторонами 
АВ и. А'В треугольника АА'В (фиг. 80) образуетъ проэктивные ряды. Если по- 
строимъ главныя точки Ти Г’, какъ показано выше ($ 100), то соотв$тственныя точки. 
будуть удовлетворять уравнению: 
АТ, АТ Фиг. 80. 
Ах = 
Ах Ах 
А и 4’ суть соотвфтетвенныя точки. Полагая 
Ах =-Г А'х, найдемъ: 


Ах = АТ-А'Г. 


Если условимея считать отр$зки, отечитываемые 
оть А и А’ по направленю къ Ги Г’, то, откла- 
дывая отъ точки № 1 = А'Г и 1д=— А'Г, най- 
демъ точки хи х, черезъ которыя, проведенныя 
прямыя ох и р2, рЪЫнаютьъ задачу. Если бы въ 
предъидущихъ задачахъ требовалось найти такле 
отрфзки Ах и А'х', чтобы отношене между ними 
было данное Х, то надобно только въ уравнетяхъ положить: 


Ах = АА" 
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$ 104. Если въ уравнени: 
хе Ве-Р О р=0 (45) 


будемъ считать отрзки на прямыхь АВи А'Б' не отъ соотвЪтетвенныхъ 
‘точекъ, а отъ какихъ-нибудь, а на АВиф на АБ’ то предъидущее 
уравнене будетъ имЪть форму: 


ас. Вах -—- (х-- р=0 о (46) 
Полагая х =Ги х = Г, найдемъ: 
В=—фЬГ , О=—а1 
слЪдовательно уравнене (46) будетъ: 
ах.Ба —БТ'.ах — аГ.Гх-- р=0 (47) 
чтобы. опред$лить ГД) положимъ х==а, то х =а, подетавляя найдемъ; 
р = а Г. а 
к ее приметъ форму: 
ах.бх —ЬТ'.ах — аГ.бх -- 1.6 а = 0 (48) 
Если въ (47) положимь а = Г а в = Г’, то это уравнене приметъ весьма 


простую форму: 
о. от. Т'= — {?: | (49) 


® есть величина постоянная, а ) =а.Г.аГ' = 4". 
$ 105. Если въ уравнении: 
_Аах.их-Р Вах-Е Ох -Р р=0. (50) 


коэфищенты Ви С опредФлимъ, полагая посзфдоватольно =1 ДСО 
д == со, 4 = то Как: 


ВАЬГ=О , СА. 910. 
откуда: 


о 


Если проэктивные ряды подобны, то «Г = со и @Т' = < ($ 98), слздо- 
_ вательно необходимо имфть А: - 0, въ силу чего уравнене (50) сдф- 
лаетса: 

Вад У -Д=0 
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полагая х—=а, д ==а; д =6, х==Ь, найдемъ: 


С 1 Б 1 


—ы—— — 
нот с онииивнннияе О сзииаланияниа —— онетачьнаниньнии 
——щ= 


р ва ``) @ 
подставляя въ предъидущее уравнене, получимъ: 


‘ах, вх 
о -=1 51 
а ба (51) 
Если вместо ВБх полставимъь ах — аб, то уравнеше преобразуется въ: 


ах _ аб. 
ат ат 


ах ах _ 
а Ва 





ИЛИ. 


форма, изъ которой видна пропорцональность соотвЪтетвенныхъ отрзз- 
КОВЪ. 

$ 106. Если одну изъ прямыхъ, на которыхъ расположены два про- 
эктивные ряда, совмЗетимъ съ другою, то оба проэктивные ряда распо- 
ложатся на одной прямой. - 

Помфетимъь прямую АБВ на АБ такъ, чтобы точка В’ совпала съ 
точкою а, то уравнеше (48) проэктивности двухъ рядовъ расположенныхъ 
на одной прямой, если отр$зки отечитываются отъ одной точки а, будетъ: 


ар.ах' — аТ'’.ах — «Г.ах' - аГ.ав =0 (52) 


какъ бы прямая А'В ни была наложена на АВ всегда найдутся тав1я 
дв$ соотвЪтетвенныя точки, которыя совпадутъ. Такля точки называются 
двойными. Чтобы найти эти точки надобно въ уравнени (52) положить 
==, полученное уравнеше: 


ас’ — («ТР аГ) ах аГТ.аа =0 (53) 


даеть возможность опредфлить положеме двойныхъ точекъ. Такъ какъ 
это уравнение второй степени, то проэктивные ряды на одной прямой лини 
имъютъ двЪ двойныя точки, дЪйствительныя, совпадаюшая или мнимня. 
Если двойныя точки означимъ черезь е и Г, то де и аГбудутъ корни 
_уравненая (53). Изъ свойствъ квадратнаго уравнен!я мы имфемъ: 


ае —- а == @Т-- аГ. 


& это показываетъ, что средина между е и [есть вм%ст% и средина, между 
Ги Г. Если О есть средина, то: 


240 = аТ-+аГ. 
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слЪдовательно уравнене (53) можно написать въ форм: 


ах” — 2а0. ах -№ аГ. аа’ = 0 (54) 


Если за начало отр$зковъ возьмемъ точку 0, т. е. положимъ а==0, то 
уравнене (54) сдЪлается: 


0 -- ОГ.00' = 0 _ (55) 
гд% О’ есть соотвфтственная точка, точки 0. Такъ какъ О есть средина 
межлу Ги Г, то ОГ = — ОГ, слЪдовательно: 

0’ = ОГ.00' (56) 
откуда: 


Ох == УОГ.00 
т. ©. 


0е = У0Г.00', 0=—УоГ.00 _ (57) 


СлЪдовательно двойныя точки находятся по об% стороны точки О на раз- 
стояни УОГ.О00’. 

Если точки О’и Г’ находятся по одну сторону точки 0, то двойныя 
Точки будутъ дЪйствительныя, въ противномъ случаЪ онЪ мнимыя. 


Выражене (56) даетъ легый способъ построить двойныя точки; для. 
этого надобно только построить отрЪзокъ средне пропоризанальный между 
отр%ззками ОГ и ОО. 


.8 107. Мы видЪфли, что три пары точекъ &, &; 6, 0; с, с опред- 
ляютъ проэктивность двухъ рядовъ, а четвертая, какая-нибудь, пара опре- 
дЪляется изъ уравнения: 
а ах _ ас ат 
или: о 

ат __ ее (58) 
% _ 62 
ГД ) есть величина постоянная. Если диф суть двойныя точки е и. Г, 
то мы имЪемъ: 


| 


я 1 

ех ех _ ех еж. 

-— =) ИЛИ =: = А (59) 
ЕП ВР 

т, е. ангармоническое отношенле двухъ, какихъ-нибудь, соотвЪтственныхъ 
точекъ съ двойными точками, есть величина постоянная. 


8 108. Такова теортя проэктивности рядовъ точекъ ‘расположенныхъ 
на прямыхъ лимлхъ. Съ помощью свойствъ такихъ рядовъ легко рша- 


ГЛАВА 1Х.—АНГАРМОН1Я, ГАРМОРЯ, ИНВОЛЮЦИЯ. 121 


ются задачи, которыя занимали уже древнихъ и считались трудными. Аппо- 
лон!Й посвятилъ имъ три сочиневя: „Ое зесйопе дейегишаа`, „Ое зес- 
Иопе гаЙоп1з° и „Ое зесНо зрми“. Первую задачу онъ ршиль съ по- 
мощью 83-хъ предложевй, вторую съ помощью 181-го и третюю съ по- 
‘мощью 124-хъ. 

Задачи эти суть слЪдуюция. 

1. Даны на прямой четыре точки, требуется найти пятую, такъ что- 
бы отношенйе произведен!я разстоянй ея отъ двухъ данныхъ точекъ къ 
произведению разстоянй отъ другихъ двухъ было величиною данною? 

2. Ланы дв$ прямыя ОА и ОБ и на нихъ двЪ точки Аи В, черезъ 
данную точку р провести такъ прямую, чтобы она, перескаясь съ Од и ОВ 
въ точкахъ (и а, дала отрфзки Аа и Ба, отношене между которыми 
было бы панное №? 

3. На двухъ прямыхъ ОА и ОВ даны дв% точки А и В, провести 
черезъ данную точку р прямую такъ, чтобы отрзки Аа и Ва, которые 
она дВлаетъ на данныхъ прямыхъ, дали произведене данной величины А? 


Читатель найдетъ ршеюпя этихъ задачъ въ главахъ ХУ и ХУ со- 
чинен1я Шаля \). | 


Инволющя. 


3 109. Когда два проэктивные ряда, расположенные на двухъ пря- 
мыхъ лишяхъ, переносятся на одну изъ нихъ, то есть замЪчательное по- 
ложене этихъ рядовъ, при которомъ мазныя точки совпадаютъ. Въ этомъ 
случа проэктивноеть двухъ рядовъ, на. одной прямой лиши, носитъ на- 
зван1е инзолоции. | | 

Говорятъ, что рядъ точекъ есть инволющюонный. 
| Посмотримъ какую форму приметъ. уравнене проэктивности въ этомъ 
случа». я 


Если изъ уравнен!я проэктивности: 
Аз -- Ве ор = о (60) 


опредЪлимъ главныя точки Г, Г въ функщи коэфищентовъ, то найдемъ, 
полагая, послФдовательно, х==1 х==5, д==00, д==Г: 


Б 


и 
=, ТЕ 


‚пи ас трели: 


г) Спазез, Тгай6 4е себшбые зирбецге. Рамз, 1852, ш-8. 
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Изъ ЭТИХЪ выражен!й видимъ, что если точки Ги Г совпадутъ, то мы 
должны имЪтЬ ВБ == (С, слЗдовательно уравнен!е проэктивности (60) при- 
метъ форму: 


Ахх- Вх) =0 _ (61) 


Такъ какъ это уравнеше симметрично относительно хи 2, то пары ео- 
отвЗтственныхъ точекъ, опред$ляемыхъ этимъ уравнешемъ, взаимно со- 
отв тетвенны, т. е. он мЪняются ролями, когда одну изъ нихъ разема- 
тривать, какъ принадлежащую, то къ одному, то къ другому ряду. Если 
точка х принадлежить къ первому ряду, то соотвфтственная х находится 
во второмъ ряду, а если точку х разематривать, какъ принадлежащую ко 
второму ряду, то х будеть находится въ первомъ ряду. ВелЪдетыи та- 
кого свойства рядъ точекъ былъ названъ инволюцщюоннымъ. 


Уравнене инволющоннаго ряда (61), выраженное въ отр$зкахъ, от- 
считываемыхъ отъ извЪфстной точки @, получится изъ (59), полагая въ 
немъ а[= аГ=а0: 


а . а1 — а0 (ах -- ах) -- а0 . аа = 0. (62) 


Точка О, совпадешя главныхъ точекъ Ги Г, называется инволющюоннымь 
центромъ. СоотвЪтственная ей точка находится на безконечности. Изъ этого 
видимъ, что инволющюонный рядъ точекъ отличается отъ проэктивнаго толь- 
ко относительнымъ положен1емъ проэктивныхъ рядовъ на одной прямой 
лини. СлФфдовательно онъ имфетъ такую же общность, какъ и ряды про- 
эктивные. 


$ 110. Чтобы получить уравненя двойныхъ точекъ инволющоннаго 
ряда, надобно положить въ уравненю (62) х=х, что даетъ: 


дб варив: а 0 (63) 


если означимъ двойныя точки черезъ е и Г, то ае и а} будутъ корни уразв- 
неня (63). Изъ свойетвъ квадратнаго уравнен1я мы имЪемъ: 


290 = ае-- а1 или @а0= чет; 


т. е. центръ инволющи находится на срединЪ разстояня еГ двойныхъ то- 
чекъ. Эти точки могутъ быть дъйствительныя, совпадаюния и мнимня, 


смотря потому будетъ-ли: 


а0*— 0. а& — а0 (а0—аа') =а0. &О = 0 
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Если соотвЪтетвенныя точки ди а будуть по одну сторону центра (0, то 


двойныя точки будутъ дфйствительныя, если же аи а находятся по 06%. 


‘стороны 0, то двойныя точки мнимыя, наконецъ двойныя точки совпа- 
дутъ, если центръ будеть точка сама себф соотвЪтетвующая, а это тогда 
случится, когда центръ О будетъ самъ на безконечности, т. е. когда ряды 
подобны и соотв$тетвенные отр$зки равны. Мы видЪли (49), что: 


[х.Гх = аГ.аГ 


если рядъ будетъ инволющюнный, то 1=Т==0, лы уравнен!е 
сдзлается: 


0х. Ох = Оа.Оа. 


если вм$сто точки а возьмемъ двойную точку е, то уравнеше сдЪлается: 


Ох.От’ = Ое* _ . (64) 


Мы показали, что въ проэктивномъ ряду мы имЪемъ (59): 


ер ет - 


ре ` ` 


) есть величина постоянная; если рядъ инволЮЩЮнный, то положивъ 1==0, 
д == со, найдемъ: 
Ое __ 
0;= 


р 


но Ое = — Ор, слфдовательно ^ = 1; откуда видимъ, что двЪ, кавя 
нибудь, соотвЪтетвенныя точки суть сопряженно - гармоническая съ двой- 
ными точками инволюц1оннаго ряда. — 


Проэктивныя связки. 


3 111. Если черезь точки О и О’ проходятъ лучи, черезъь первую 
А, ВБ, С, а черезъ вторую А, В’, С', то по данному четвертому лучу Л, 
‘проходящему черезъ точку О, можно опредфлить четвертый лучъ Г)’, про- 
ходяпй черезъ точку О’такъ, чтобы: 


81(4,0), зв (4,) _ 54,0) 58 (4, (65) 
зш (В, 0) `эщ(В,0О) зщ(В’ С’ `эщ( В’, Г) (6: 


т, е., чтобы ангармоническое отношене первой связки лучей было равно 
ангармоническому отношеню второй. 
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Такъ какъ четвертый лучъ Г можеть быть взятъ произвольно, а О’ 
опред$ ляется по немъ изъ уравненля (65), то образуются, такимъ обра- 
зомъ, дв связки лучей, коихъ ангармоническля отношеня съ лучами 
А, В, Си, ВБ, С равны. 

И равны вообще каке бы соотвЪтственные лучи ни были взяты изъ 
СВЯЗОКЪ. 

Такля двЪ связки называются ироэктивными, лучи Аи А', Ви В.... 
называются соотэътственными. 

Изъ этого видимъ, что проэктивныя связки опредфляются тремя па- 
рами соотвЪтственныхъ лучей и выражаются уравнентемъ: 


1 (4, С) зт (4, Х) _ зт (4, С) эт (4, Х) 














зт (В, 0) эт (Б, т (ВХ) зт(В 0’ эт зт (В, Х) (66) 
которое МОЖНО написать въ формЪ: 
т (4, Х) _ ) п (А, Х) (вт). 


т(В,Х)  зщ(В,Х). 


_тдЪ А есть величина постоянная. 


Если бы лучи Аи Ви соотвфтственные лучи А и В’были пер- 
пендикулярны, то предъидущее уравнеше будетъ имЪть форму: 


(А, Х) =\.%(А,Х) `з (68) 


$ 112. Задача. Показать, что если въ двухъ проэктивныхъ связкахъ 
два соотвфтственные луча совпадутъ, то ве друге соотвЪтственные лучи 
пересЪкутся на одной прямой лини? 
й Мы не станемъ развивать свойства, проэктивныхъ связокъ, а напишемъ 
только уравнешя, соотвЪтетвующия уравненшямъ проэктивныхъ рядовъ. 
Уравненю (25) 8 96 соотвЪтетвуеть (66). 
Уравнен1ю (42) $ 102 соотвЪтетвуетъ: 


зш (А, Х) Х). зщ (4, С) О т (С, Х) х> зв (С, т (С", А’) __ 
зш (В, УХ). зш (В, С) у зщ (В’, Х’) эт т (В’, 4). 





или: 
 зт(4,Х), зщ шт (С’,Х) 
= 
зш (В, Х) т ат ( В’, зщ (В’, Хх) г и 00 
Если у чъ А перпендикуляренъ къ В, а лучь С’къ В', то это уравнене 
сдёлаетея; сом ва а 
АША Хи, Х)=1 (90) 
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Уравнен1е соотвфтсетвующее (46) $ 104: 


зт (А, Х) зш(В’, Х') |. 91 (4,Х) эт (В,Х), _ ю 
эт (С, Х)' т (О, Хх). Ив (С, Х) “эт (О, ут: _ а, 




















если лучи А и С, В'и Ш' перпендикулярны, то уравнен!е будеть: 
(А, Х). & (В, ХА (А, Х) Рив (В, Х)-У=0 _ (72) 


$ 113. Если 06% проэктивныя связки исходятъ изъ одной точки, то 
всегда есть лучи соотвЪтственные сами себЪ,—эти лучи называются двой- 
ными. Если эти лучи назовемъ черезь Ё и РК, то проэктивность можно 
написать въ формЪ (67): 


зш(Е, Х) _, зщ (Ё, Хх) — 
за (Р, Хх) — ^ зв СЕ зш(Е, Х)) (92) 


Если это уравнене напишемъ въ формЪ: 








зш(Е, Х), зиКЕ, Х) _.5 у 
и, Х): к Х) —^ (74) 


то мы будемъ имЪть предложеше ($ 107): 
Ангармоническое отношен!е двухъ, какихъ-нибудь, соотвЪтетвенныхъ 
лучей съ двойными лучами есть величина постоянная. 
| Если двойные лучи перпендикулярны, то уравнеше (74) будеть 
имть форму: | | 
®(ЕХ) =Аю(Е,Х) ` (75) 


$ 114: Еели въ уравнеши (71), .гд% лучи В’и Ш’ взяты произволь- 
но, положимъ, что они совпадаютъ съ лучами А и С и назовемъ черезъ - 
Ти Т два луча, которые соотвЪтствуютъ въ первой и во второй связкЪ 
одному и тому же лучу С, разематриваемому, какъ принадлежапий и пер- 
вой и второй связкЪ, то ПЕР (71) приметъ форму: | 


1(4,Х) зш(А,Х) ‚ 81 (4 Х Хх), зш(4.Х а. С 
зт((, Х) Хх) эт (С, от зт(О,Х) ный зш (С, а» у (76) 


полагая, посл довательно, Х=Си Х'=0(, найдемъ, соображаясь съ ска- 
заннымъ выше, значене коэффищентовъ А и ц: 


_ в. „АП 
т Г) °“- за 
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а: уравнеше (76) слфлается: 


зш(А,Х) з(А,Х) эщ(А,Г) за(А,Х) зш(А,Г) зш(А,Х й 


м о еее ке м их 


зто, Х) `з(С, Х) зикС, Г): зш(С, Х) зи(О, Г) °С, Х) 











У=0 (77) 





чтобы опредЗлить коэфищентъь у» положимъ въ ие (77) Х = 


то найдемъ: 
__ зш(А,1) зш (А, 4) 
зш (С, Г) з1(О А) 


СлФдовательно уравнене (77), наконець, сд$лается: 


зш(4,Х) зш(А, Х) зш(4А,Г) зщ(А,Х) эикА,Г) зщ(А,Х). 


ре Ты Ко а м О 


зш(0.Х) 0" зш (С, Х)  зщ(СГ) ИКС, Х) зшШ(ОЛД зщ(С,Х 


т (А, Г) ‚ зш (4, 4’) _ 
Тв © Л (С.Г) эт (С, А’) о, (78) 


Полагая Х == Х’, найдемъ уравнеше, опред$ляющее двойные лучи: 


ш(А,Х)” [5щ(А,Т) , эт А, Г)зш(А,Х) , ЗС А,Г) зи (А, А) _ мт 
=т(0, Х)| зщ, Г) т^ в, (<, Г (С, Г)зт(О,Х) 'закС, Г) зш(С, А) — (79) 


Лучи А и С выбраны произвольно, слфдовательно можно ихъ взять пер- 
пендикулярными, въ этомъ случа уравнения (78) и (79) сдЪлаются: 


(4, Х в (а, Х)— в (а, Г). в (А.Х — в (а, 1). (а, Хх) 
— & (4, Т).& (4, А)=0 (80) 
(А, Х— {в (А, П-- 8 (4,Г)] в (А.Х в (А.Т). 6 (4, А) =0 (81) 


Если бы вм$ето А поставили лучъ (С, то въ предъидущихъ уравнен1яхъ 
(80) и (81) надобно только изм$нить А на С, а № на сою. 




















$ 115. Инволющонная связка. Если проэктивность будетъ такого свой- 
ства, что лучи будуть взаимно соотв$тетвенными, то такая связка назы- 
вается инволюилонной. 

Еели лучи связки взаимно соотвЪтственны, то разсматривая лучъ С, 
какъ принадлежашай къ первой или второй’ связкЪ, соотвфтетвенный лучь 
будетъ Г, слфдовательно уравненя проэктивности (78) и (80) при Г=1 
едълаются: 

зт(А,Х) зв (4, Х’) зш(А, Г (А, Х) , зш(4,Х) 


инь (Е ЕЕК С ОРНДЕИИЕДИИИ СИЕ оон «ии ТИ От С ии ес еппишхлжжкье 


311(С, Х) зш (С, Х’) эщ(С, Гат (С, Х) ° зщ (С, Х т 


+ 31(.4,1) зш(А,А } 4). 
зт(о, Г) зт(С, А’) А — 


(А, Хавс, хуи Г) ЕСА, ХА, Х У, Г). (а, А)=0 (83) 








(82) 
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а уравненя для двойныхъ лучей примутъ форму:- 





ре о. И ‚(4,7 Г). 31(4,Х) + 511 (4, Г) | чи (А, А’) ея (84) 
5и(С, Х) ‘зт (О, Г) зш(СОХ)' эщ(С,Т) за, А’) 


9? (А, Х)— 2% (4,Г). в (А. Х- в (4, Г). 6 (4,4) =0 (85) 


$ 116. Поелз этой общей теори проэктивности и ея особенной фор- 
мы—инволющи, разсмотримъ эту посл днюю, выраженную извфетною зави- 
симостью между тремя парами точекъ сопряженных по двъ. 

Мы вид$ли, что три пары точекъ вполнЪ опредзляютъ инволющю 
ряда, если эти три пары такъ даны, что ангармоническое отношенте че- 
тырехъ, произвольно выбранныхъ, изъ трехъ паръ точекъ, равно ангармо- 
ническому отношеню четырехъ имъ сопряженныхъ. 

Разсмотримъ всесторонне связь между этими тремя парами точекъ 
опредзляющихъ инволюц!ю: 

Пусть аиа, Би б, сис, будуть три сопряженныя пары точекъ. 
Если он опредзляютъ инволюцио, то ($91) мы будемъ имЗть, наприм$ръ: 


(афсс’) == (абс с 
$ 117. Предложене. Если три пары точекъ: 
ма ЗЕ 
Оставляють инволюц!ю, которая опред$зляется комбинащей: 
(афсс’) == (аб сс 
то это уравнен!е будетъ удовлетворено, какую бы ни выбрали комбинащю 


четырехъ изъ шести точекъ. 


Доказательство. Положимъ что иНВолЮЩЯ шести точекъ а, а; В, 6; 
е, 6 опред%лена сочеташемъ: 


(афес_) == (аб сс г (86) 


Мы говоримъ, что уравневше будеть имЪфть мЪсто, какое бы сочеташе ни. 
_ взяли изъ шести точекъ по. четыре. 


1. Такъ какъ уравнение (86) по а имъетъ мЪето, то мы имф- 
емъ ($ 91): 
с а) = (беса) 

ИЛИ: 
66. 66 №. 
са’фа са’ 
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Если въ этомъ уравнеши с'с и сс’ замфпимъ отр№зками ва и аа, то бу- 


демъ имЪть: 
} ] 
аа 06 аа 0с 
са’фа са’Ьа 
ИЛИ: 
асе 96 _ абс 
аа фа аа Ба 


Это уравнеюме показываеть равенство ангармоническихъ отношевйй: 
а в саи а 6, с, а 


2. Равенство ангармоническихь отношеюй сочетанй (86) можно 
выразить и въ формЪ: | | 
(ссаб) = (ссаЪ) 
ИЛИ: 

са са _са са 
6 сб 6 ф 


которое можно написать въ формЪ: 


са са са са 


ссы с’ 


а въ этой формЪ уравнеше выражаетъ равенство ангармоническихъ отно- 
шен!й сочетай а 6, ссиа Бе, сит. д. 


$ 118. Еели три пары сопряженныхъ точекъ диа, Ви ®, сис 
составляютъ инволющю, то слфдующия семь уравнений имфютъь м\ето; и 
обратно, каждое изъ этихъ уравнен!й выражаетъ иНволЮц!Ю и заключаетъь 
въ себЪ остальныя шесть: 
аб.аб _ аб’. ав 


Ш И. 
-ас.ас с ас.асС 





ре; бе ре. бе | 
ра. аЪ.Ба (87) 


са.са са’. са 


6. с’ — сЁ.себ 





ар’. Бе. са = — аъ.Ье. са 


ар’. ре. са = — ав.Ье. са 
(88) 
ар. б’с’. са’ —= —@.ш.са 


а .Бе.еа’' = — аЪ'.6е.. ва 
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Каждое изъ этихъ уравненй можно написать въ форм, выражающей ра- 
венство ангармоническихъ отношений четырехъ точекъ, изъ шести, четы- 
ремъ сопряженнымъ. Это равенство имфетъ мЪето, такъ какъ, по условию, 
шесть точекъ составляютъ инволюц!ю; слЪдовательно предъидущия уравне- 
мя имъютъ м%ето. 


$ 119. Обратно, каждое изъ этихъ уравненй (87 и 88) выражаетъь 

равенство ангармоническихъ отношенй, т. е. инволющю шести точекъ, 
слфдовательно остальныя имфютъ также м%ето. Такъ, напримВръ, первое 
изъ уравненй (87) можно написать въ двухъ формахъ: 

9 аб а 9% 9 аб _ ав а 

ае`‘ас аб‘ ’ а'‘ае ае’ас 
первое выражаеть равенство ангармоническихь отношенй сочетатя а, 6, 
саиа, Ь, с, а, а второе сочетая а 6, с, а иа, В, с а. Второе 
изъ уравненй (88): 


аб’. 66.са = — аб.Бс'. ва 
вводя множитель ох въ 0обЪ части, можно написать въ форм$: 


аа са _ аа ва 
26 а’ 9) 


которое выражаетъ равенство ангармоническихъ отношенй сочетаний а, 6, 
саиа, БВ, с, а. 

Введя множитель Би наше уравнеше можно написать въ формЪ вы- 
ражфущей равенство ангармоническихь отношений сочетан!й а, Ь, с, в И 
а, Ь, с, 6. 

Наконецъ, введя“множитель сс, уравненме можно написать въ форм$, 
выражающей равенетво ангармоническихъ отношен!й сочетанй а, В, в, с 
иа, бес. 

$ 120. Опредъьленае. Если одинъ изъ двухъ отрзковъ находится 
частью на другомъ, а частью внф, то мы будемъ говорить, что одинъ от- 
рзокъ налеветь на другой. 

$ 121. Предложенае. Если три отр№зка аа, №", сс' составляютъ инво- | 
лющю, то если одинъ изъ отр®зковъ налегаеть на другой, то онъ нале- 
гаеть также и на трей. — 

Доказательство. Пусть отр%зокъ аа налегаетъ на №, ‘одна изъ то- 
чекъ а или а’ будетъ на ФФ, а другая вн %, слфдовательно произведе- 
ия 06.а и'аб.аЪ будутъ имЪть противные знаки, а еели эти произве- 
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деня имфютъ противные знаки, то изъ перваго уравнен1я (87) видно, 
что и произведения ас.ас' иас’.ас имЪютъ также противные знаки, а это 
показываетъ, что одна изъ точекъ & или а находится на отрЪзкЪ сс’, т.е. 
что отр$зокъ ах налегаетъ и на сс’. Откуда слЪдуетъ, очевидно, что если 
отрфзокъ не налегаетъ на $’, то онъ не налегаетъ и на сс. 


У 122. Даны четыре точки а, а, би 6, пятую точку с можно взять 
произвольно, а сопряженную ей с'опредЪлить изъ уравневий (87) и (88). 


Произвольный выборъ точки с даетъ два случая, въ которыхъ инво- 
лющюнная зависимость имЪеть мЪсто только между пятью точками: это 
когда точка с будетъ взята на безконечности или когда она совпадаеть 
со своей сопряженной. 


$ 123. Положимъ, что точка с находится на безконечности, назовемъ 
черезъь О сопряженную ей точку с, то (87) и (38) сдЗлаются: 


4.  а0. ба. ба _ ьО 


5. ау #0 ' аъ 50 › 04:08 =0.0 


Оа _ а5' Оо’ _ 26 


О’ ’ 0 Ба 
(89) 
Оа _ а Оа’__ а" 
: О’ Ба ’ 0 №ш 
3 124. Уравнеше: 
о О. 04а = 06.08 


показываеть, что если точки ди а находятся съ одной стороны точки 
О, то и точки би Б находятся также съ одной стороны, такъ какъ, въ 
этомъ случаЪ, отрфзки Од и Оа’ будуть имЪть одинаковые знаки, а сл$- 
довательно. и отрфзки ОБ и ОХ должны имФть также одинаковые знаки. 
Если точка О находится между точками а и а’, то, очевидно, что она 
должна находится и между точками 6 и 6. Изъ этого слфдуетъ, что если 
отр$зки аа’ и 66' налегаютъ одинъ на другой, то точка О должна находится 
на общей обфимъ отрЪзкамъ части, такъ какъ въ противномъ случаЪ, т. е. 
если бы точка была- вн отрЪзковъ ах и @’, одно изъ произведен! 
было бы больше другато. | 


Наконепъ, если-бы два отрЪзка были одинъ внЪ другаго, то точка 0 
_ должна находится между отр®зками. Она не можеть находится на одномъ 
изь отрзковъ, потому что произведешя Од.Оа и 05.06 имфли-бы раз- 
личные знаки; она не можеть находится вн%. обоихъ отр%зковъ, ПОТОМУ 
что одно изъ произведей Од.Оа и 05.08 было-бы больше другаго. 


›} 


ГЛАВА 1Х.— АНГАРМОНТЯ, ГАРМОНГЯ, ИНВОЛЮЩЯ. 131 


$ 125. Двойныя точки. Положимъ, что дв% точки си с, составляю- 
шая инволющю съ двумя парами аа и 8, совмфщаются въ одну, которую 
мы назовемь двойною точкою инволюцуии; означимъ эту точку черезъ е, то 
семь уравнений ($5 118) еводятея на слЗдуюпля четыре: 


аф.ав’ хе ае? 
аф.аЪ ве? 


Ра „Ба фе? 
о 90 
з.ба 6е? (90) 
аб’. Бе .еа = я а6.Ье. еа 
аф.Бе.еа = — а '.Бе.еа 


Каждое изъ этихъ уравненй выражаетъ, что точка се составляеть съ двумя | 
парами точекъ о, я и 6,6 инволюцщю, въ которой точка е есть сама себЪ 


сопряженная (фиг. 81). 


Фиг. 81. 


е Е, 
а Ь е ра р» 7. 
Положене точекъ иизющихъ это свойство, опредфляется каждымъ 
‘изъ четырехъ уравнений (90), которыя, будучи второй степени, даютъ два 
положення для точки е. Слфдовательно существуеть двЪ двойныя точки 
инволющи. = 


Означимъ вторую изъ этихъ точекъ черезъ {, тогда мы будемъ имЪть: 





| 6.26 _ а? 
| в. аЪ ар 
слЪдовательно: - Ра за ИРА | пб 
ае? а? ее мо бе о 
76 =; откуда — — — 
а? аР 7 ре ‘ар. ов 


Знакъ — взятъ потому что съ положительнымъ знакомъ точки еи /[ 
совпали-бы, что не имфетъ м%ета. 


Точно также‘ имфемъ: — 
фе __ 6. 
Ре 5; РА 
Уравнен!я (91) и. (92) показывають, _ что отрёзки: аа’ и ы, точками еи т 
длятся тармонически. 


(©) 


‚2 9% 
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Такъ какъ двойныя точки опредфляются квадратнымъ уравнешемъ, 
то он% могуть быть и мнимыя, что бываетъ тогда, когда отр№зки аа и М 
налегають одинъ на другой. 


© 126. Обратно, если двЪ точки е и Г дёлятъ гармонически въ одно 
время два отр%зка аа и 9’, то каждая изъ этихъ точекъ составляеть съ 
парами аа и 6,Ь,, инволюцию, въ которой она будетъ сама себф сопря- 
женною. 


Въ самомъ дфлЪ, если точки е и | дЪлять гармонически отр%зки 
аа’ и №’, то мы имЪемъ (5 95): 





в ал ве 
а еб’ 
откуда: 
поет 
ей ев \е& еб 
ИЛИ: 
е —еа _ _ &6’— еа 
р ва. === е4'.69' 
или еще: 
аб ав 
ва. в. 
откуда: 
аф.Ве.еа == — @0'.6е.еа 


& это одно изъ уравненй (90) $ 125, сл$довательно и т. д. 
$ 127. Одна изъ двойныхъ точекъ можетъ быть на безконечности. 


Пусть эта точка будетъ е. Д%лая это положене ВЪ рвоте (90), 


найдемъ: 
аб. аб’ = а9'.а$ 


аб. ба, == а’.Ба 
ф=Ва’ ; = 
я, к ия точка Г будетъ находится на средин® каждаго изъ отрёзковъ 
и 6 ($ 95). 


$ 128. Предложене. Если три пары точекъ а, а’; , ъ; с, с’ состав- 
ляютъ инволюцю, то четвертая пара 4, 4’, составляющая инволюшю съ 
двумя первыми парами, составляетъ инволюцщ!ю съ третьей парой и каж- 
дой изъ двухъ первыхъ паръ. 


Доказательство. Такъ какъ три пары точекъ составляютъ инволю- 
цю, то мы имЪемъ, напримЪръ: 


(ас Ъ’) = (&с55) 
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ИЛИ: 
6 а. 65 
аф'` с  а’Ъ °С 





_ (93) 


но по условю три пары точекъ а, в; 6, 6; 4,’ Я’ составляютъ инволюшю, 
слфдовательно мы имфемъ также: 


(аа5") = (а'4'55) 
Бы ь 96 6’ а 
а [м] ть 

о ыы. Е. ® И“ 4 

а’` а’ ав аЬ ее 75 ра 


изъ уравневшй (93) и (94), найдемъ: 


6.46 66 а 
сб’ а’ св5`аъ 


а это показываетъ, что ангармоническое отношеве точекъ 6, В, с, а равно 
ангармоническому отношению точекъ 9, 6, с, &’; слФдовательно три пары 
точекъ 6, ©: с, с; а, 4’ составляютъ инволюцю. 

$ 129. Центральная точка. Мы видЪли 5 123, что если три пары 
точекъ: | 
аа; 66; 0 © 


составляютъ инволюдию, то: | 
Оа.Оа = 0.08 


Если с, с есть третяя пара, составляющая инволюц!ю съ двумя первыми 
парами а, а и В.Б, то, по предъидущему предложеню, мы также имфемъ; 


ОБ. ОБ = Ос. Ос 


т. е. если три пары точекъ составляютъ инволющю, то всегда существуетъ 
такая точка, коей произведене разстоявйЙ отъ сопряженныхъ точекъ есть 
величина постоянная. Эту точку называютъ центральною точкою инволю- 
ци. Эта точка, какъ мы уже выше видЪзли, составляеть инволющю. СЪ 
двумя, какими-нибудь, изъ трехъ паръ, имя сопряженную точку на без- 
конечности. 


$ 130. Обратно, если три пары точекъ связаны условемъ: 
Оа. Оа = 06. ОБ = 0.06 


то онЪ составляютъь инволюцю. 
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Въ самомъ дфлЪ, если точка с съ пятью точками о а: ВВ ис не 
составляла бы инволющи, то существовала бы другая точка с’, которая со- 
ставляла бы инволюцо съ в, а; 6, 6 ис, т. е. мы имЗли бы: 


Од. Оа = Ос. Ос’ 
сравнивая съ предъидущимъ, найдемъ: 


| Ос. Ос = 0с.0с" 
откуда: 
Ос = Ос" 
сл$довательно и т. д. 


° 131. Предложене. Если на двухъ отр%зкахъь аа и 0 описаны 
два каке-нибудь круга, то ихъ общая хорда пройдетъ всегда черезъ цен- 
тральную точку 0. 


Доказательство. Пусть д будетъ одна изъ точекъ ветрфчи этихъ 
двухъ окружностей, мы говоримъ, что прямая Од пройдетъ и черезъ другую 
точку встрфчи окружностей. Въ самомъ дфлф, если черезь д и 9’ озна- 
чимъ точки встрЪчи окружностей съ 09, то мы будемъ имЪть: 


09.09 = О0а.0а и 09.09’= 0.08 
но мы имфемъ: 
Оа.Оа = 0.06 
откуда: 
09 = 09' 
т. е. точки 4 и 9’ совпадаютъ. 

Слльдстие 1. Изъ этого предложен1я слЪдуетъ, что если на трехъ 
инволюц1онныхъ отр%зкахъ опишемъ три окружности, проходяшля черезъ 
одну и ту же точку, то эти три окружности пройдутъ вс и черезъ вто; 
_рую точку и ихъ общая хорда пройдлетъ черезъ центральную точку. 


Сльдстве 9. Окружности, описанныя на трехъ инволюц!онныхъ от- 
рЪзкахъ, какъ на д1аметрахъ, вс три проходятъ черезъ дв однЪ и ть же 
точки. Въ самомъ дЪлЪ, общая хорды этихъ окружностей, взятыя по двЪ, 
проходятъ всЪ три черезъ центральную точку, а такъ какъ онф перпенди- 
кулярны къ прямой, соединяющей ихъ центры, то совнадаютъ. 


$ 132. Точки пересЗченя окружностей могутъ быть мнимыя, а это 
_ иметь мЪето, когда отрфзки не налегаютъ одинъ на другой; въ этомъ 
случа говорятъ, что окружности имфють общую радикальную ось '). 


*) См. Ващенко-дахарченко, Элементарная Геометр!я. Кевъ, 1883, ш-8. См. стр. 138, 
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Если три окружности имютъ общую радикальную ось, то касатель- 
ныя, проведенныя изъ центральной точки, къ тремъ окружностямъ равны. 


У 133. Еели три окружности, описанныя на трехъ отр$зкахъ аа, . 


р, сс, какъ на даметрахъ, пересЪкалтся, то прямыя, проведенныя изъ 
точки перес$чен1я окружностей къ концамъ отр$зковъ, перпендикулярны. 

Откуда’ слЪдуетъ, что если три отр»зка, на прямой, составляютъ ин- 
волюцио, то есть двЪ$ точки, дЪйствительныя или мнимыя, изъ которыхъ 
веЪ три отр$зка видны подъ прямымъ угломъ. 


Обратно: если прямой уголъ врашается . около своей вершины, то 
отр%зки, которые онъ дфлаетъ своими сторонами, на какой-нибудь прямой 
составляютЪъ инволюц!ю. 


ь 134. Возвратимея опять къ свойствамъ двойныхъ точекъ инволю- 
ши. Пусть онЪ будуть е и К каждая изъ нихъ составдяеть инволющю съ 
двумя парами о а и 6,6 изъ пяти точекъ, въ которой онз сами себЪ 
сопряжены. Въ силу предложен!я $ 116 эти точки имЪють тоже свойство 
и относительно двухъ паръ 6, Ги с, с, сл$довательно онз дЪлять гар- 
монически въ одно время три отр$%зка аа, 6, сс. Изъ этого мы имфемъ 
слздующее п редложен!е: 

Предложете. Если три пары точекъ а, а; В, 6; с, с’ еоставляютъь 
инволющю, то существуетъь пара точекъ, дЪйствительныхъ или мнимыхъ, 
которыя дЪлять гармонически три отрфзка ах, №’, сс’. Мы выше видФли, 
что это суть двойныя точки. 


_$ 135. Двойныя точки лежать по обЪ стороны центральной точки. 


Въ самомъ дфлЪ, точка е составляеть инволющю съ двумя парами 
точекъ д @ и В, В, слфдовательно: 


04а. О& = 05.06 — О? 


точно тоже имфемъ и относительно точки Г, слфдовательно: 
Ое? = 0}? , Ое=— 0. 


Знакъ — взятъ потому что со знакомъ -- точкиеи{ совифстились бы. | 


Изъ этого видно, что точки е и Г лежатъ, одна еъ одной, другая съ дру- 
гой стороны точки 0, на р отъ нея разстоянии. 


Уравнене: 
Ое? — 0а. ба’ 


показываетъ, что точки е и [ будуть мнимыя, если точка О будетъ нахо- 
дится на отр$зкахъ аа и №, что бываетъ, когда отрфзки ав и 6’ нале- 
гаютъ одинъ на другой. Напротивъ, точки е и { будутъ дЪйствительныя, 
если одинъ отрЁзокъ заключенъ въ другомъ или одинъ лежитъ вн% другаго, 


Л] 


имъемъ: 
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$ 136. Предложене. Двойныя точки инволющми, которой принадле- 
жать двЪ пары сопряженныхъ точекъ а, а; В, 6’ составляютъ инволющю 
изъ шести точекъ съ двумя парамиаиб, а и 6. 


Доказательство. Мы выше видЪли, что точки е и Г д%лятъ гармони- 
чески каждый изъ отр®зковъ аа и 66 такъ, что мы имЪемъ: 
ае _ ае бе Бе 
а} ар 1 т 

ае ае _6ЁР 

‘ат Бе` бе 


откуда: 


а это показываетъ, что: 
(аиеР) = (5) 


а изъ этого слфдуетъ, что три пары точекь сир, а и, еи [ состав- 
ЛЯЮТЪ ИНВОЛЮЦЩЮ. 


Г армоническая связка. 


$ 137. Въ 8 93 мы видфли, что если черезъ четыре точки @, В, с, 4, 
находяшляся на одной прямой лини, проведемъ прямыя ливи, проходя- 
щтя черезъ одну точку О, лежащую внЪ прямой точекъ а, 6, с, 4, то мы 
ас 6% _ зт(Оа.Ое) т (ОБ. Ос) (95) 
аа`5а эп (Оа.0а)` зш (06.04) 


`Если точки а, В, с, Я будуть гармоничесвя, то и связка (О. абса). будетъ 


гармоническая и мы будемъ имфть: 


ее _ т (Оа. 0с) зш (ОБ. Ос) ва (96) 
аф`ЪЯ  зт(Оа.0а) зщ (0Ь. 04а) 
Изъ уравнения: ое 
эт (Оа. Ос) эт (06.0) _ _ 1.5 
т (Оа.Оа)`зт (ОБ. Оа) . 
легко видЪть, что если сопряженныя прямыя Ос и О4 перпендикулярны, 
то сопряженныя прямыя Од и Об составляютъ равные углы съ Ос. 


Й обратно, прямая, дзлящая уголъ между двумя прямыми и прямая 


пернендикулярная къ ней, составляютъ гармоническую связку. 


Легко также видЪть, что если прямая Ос, проближаясь къ 05, совпа- 
даеть съ нею, то и сопряженная ей прямая О будетъ приближател къ 
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ОБ и совпадеть съ нею вмЪетв съ прямою 0с. Это видно изъ свойства 
гармоническихъ точекъ а, 6, с, 4, Черезъ которыя проходятъ прямыя 
Оа, 06, Ос, ОЧ. | 


Инволющюнная связка. 


$ 138. Шесть прямыхъ линй, проходящихъ черезъ одну точку и 
попарно сопряженныхъ образуютъ инволмюцщюнную связку, если ангармони- 
ческое отношеше четырехъ прямыхъ линй, взятыхъ изъ трехъ паръ, равно 
ангармоническому отношен1ю четырехъ имъ сопряженныхъ прямыхъ. 


Очевидно ($ 137), что инволюц1онная связка пересЪкается веякою 
прямою въ шести точкахъ, которыя образуютъ инволюц1онный рядъ и всЪ 
свойства этого ряда, въ который. входатъ только ангармоничесяя отноше- 
мя, распространяются и на связку прямыхъ. | 


$ 139. Если шесть прямыхъ попарно сопряженныхъ Од и Оа’, ОБ и 
ОБ’, Оси Ос назовемъ просто нумерами Ти Г, 2 и®, Зи 3, а углы _ 
‘между ними символами (1, 1’); (1, 2);....., то легко видЪть изъ 8 93, 
что между синусами ихъ угловь существуетъ семь уравненй подобныхъ 
уравненямъ (87) и (88) $ 118: % 


51 (1, 2). зш (1, 2') _ зщ (Т', 7’). ша 2) 


т (1, 3) „за (1, 3") — зщ (а’, 3"). эт а", 3) 





_ (97) 


Ш п (1, 2). зт (2', 3). эт (1', 3") = — зщ (1', 2’). зщ (2, 3'). за (1, 3} 


каждое изъ этихъ уравнешй опред ляеть ИНВОЛЮЦЮ СВЯЗКИ И заключаетъ 
веЪ остальныя шесть, какъ слЪдетве. 


С 140. Двойнымъ точкамъ инволюц1юоннаго ряда соотв тетвують двой- 
ные радусы связки, которые могутъ быть дфйствительные или мнимые. 
Эти двойные рад1усы составляють гармоническую связку съ каждой парой 
сопряженныхъ рад1усовъ и составляютъ инволющюнную связку еъ раду- 
сами Ой и ОБ’, Оч и 06. "Но въ евязкВ нЪтъ радруса, еоотвЪтетвующаго 
центральной точкф ряда шести инволюцюнныхъ точекъ. Отличительное 
свойство центральной точки есть то, что сопряженная ей точка, находится 
на безконечности и исчезаетъь изъ уравненй инволюцщ1оннаго ряда, между 
т$мъ какъ въ инволюц1онной связкЪ всф радусы не им$ють никакой осо- 
бенности относительно другихъ и ни а, не можеть ину изъ урав- 
ненй инволющи. 

У 141. Предложене. Если въ инволюцюнной связкЪ два, вы со- 
отв тственно пернендикулярны къ ихъ сопряженнымъ радусамъ, то и два 
друпе сопряженные рад1усы также перпендикулярны между собою. _ 
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Доказательство. Проведемъ сфкущую; пусть а, @&; В, ©; с, с будуть 
точки пересБченая ея съ инволюцонной связкой. По предъидущему. эти 
три пары точекъ образуютъ инволющю, а слЗдовательно окружности, опи- 
санныя на отр%зкахъ ах и’, какъ на даметрахъ, проходятъ черезъ вер- 
шину связки, такъ какъ рад1усы Ода и Оа, ОБ и ОБ’, по условю, перпен- 
дикулярны; слЪдовательно окружность, описанная на отрЪзкЪ сс’, какъ на 
д1аметрЪ, пройдетъ также черезъ точку 0, а сл®довательно радусы Ос и 
Ос также перпендикулярны. Поэтому если три прямые угла имфютъ общую 
вершину, то ихъ стороны или радусы образують инволюцонную связку. 

$ 142. Предложенче. Если углы, которые два рад1уса инволющонной 
связки, составляютъ съ ихъ сопряженными рад!усами имфютъ одну и ту же 
равнодзлящую, то эта прямая будетъ равнод$ляшщая и угла составляе- 
маго двумя сопряженными радусами. 

Доказательство. Углы аОа и ВОБ’, по условю, имютъ общую равно- 
длящую, требуется доказать, что она будетъ равнод$лящею и угла с0с', 
Мы выше вид$ли, что равнод$лящая и перпендикулярная къ ней прямая‘ 
дълять углы аОа и 60 гармонически, слЪдовательно это двойные ра- 
дусы связки, а потому они дФлятьъ гармонически и уголъ сОс, но такъ 
какъ эти радусы перпендикулярны, то они суть равнодзляшля одинъ угла, 
Ос’, а другой его дополнительнаго. 

Въ этой глав мы изложили геометрически основную часть геометрии, 
которую называютъ высшей зеомепумей или проэктивной. Это послужить 
къ болЪе ясному представлешю тЪхъ аналитическихъ изелфдоваюий, которыя 
будуть составлять предметъ слфдующей главы. Большая часть изслфдованй 
будетъ относится къ свойствамъ настоящей главы, но съ аналитической 
точки зрЪния. 


ГЛАВА Х. 
`Ангармоня, гармон!я, изложенныя аналитически. 


3 143. Амармоня. Если: | 
(а) _ А =0 И А =0 (6) (1) 
суть уравненя двухъ точекъ или двухъ прямыхъ, то всяёая другая точка, 
(с), находящаяся на прямой (фиг. 82), проходящей черезв точки (а) и (5) 
или всякая другая прямая, проходящая черезъ точку ЦересЪчен1я пря- 
мыхъ (а) и (5), будетъ выражаться уравненемъ: 
м №4) =0 (2) 
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Точки или прямыя (а), ($) мы будемъ называть основными или координат- 
ними, такъ какъ онЪ служатъ основанемъ для представлеюя уравненями 
другихъ точекъ или прямыхъ. 
Фиг, 82. 
| | | 
а 6 С 
Если уравнетя (а), (5) даны въ нормальной формЪ, то значеше коэ- 

фищента ^ для точекъ будетъ (58 76 и 77) 


Фиг. 83. 


а для прямыхъ: 
_ 8,3) 
зщ (2, 3) 








если символы (1, 3), (2,3) будуть изображать углы между прямыми Ти 3, 

2 и 3 (фиг. 83). 
$ 144. Принимая точки или прямыя (1) за основныя напишемъ урав- 

нен!я четырехъ точекъ, находящихся на одной прямой лини, или четы- 

рехъ прямыхъ, проходящихъ черезъ одну точку. Уравнеюя эти будуть 

(фиг. 84): 

(4) А.=0 , (5) 4,=0 , (6) 4—4,=0 , (9 А-—вА,=0 (5) 


Значене коэфищентовь Линц, Фиг. 84. 
если это четыре точки, будетъ: 


ОС __ @4 


р | | 
7 (а) (6) (с) (4) 





СлЪдовательно ангармоническое 
 отношене четырехъ точекъ (5) будетъ: 


С 1 ас вс А 


| Фе`Ъа аа’ ве > в (6) 
Еели же (5) будутъ четыре прямыя, то Кнгармоничесвое_ отношен!е этой 
связки будетъ: 


зт (1,3) эт (1,4) __ зт(1,3) 50 (2 А И 
1 (2,3) ° эт (2,4)  зт(1,4)’ о 





зш (2,4) — Ц, 


‚Изъ этого видимъ, что если четыре точки или четыре прямыя даны урав- 
нен1ями въ формЪ (5), то ихъ ангармониЧеское отношен1е будетъ отно- 


ге а 
шене О ети 
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$ 145. Но уравневя четырехъ точекъ или четырехъ прямыхъ не всегда 
бываютъ даны въ формЪ (5), а часто онЪз даются въ форм: 


А— 4. =0 , 4—/№4, =0 


(8) 
А — А. — 0 ) А — 4 —— 0 


Въ этомъ случаЪ выражене для ангармоническаго отношен1я точекъ или 
прямыхъ находится, приводя уравнешя (8) къ формЪ уравнений (5), слЪ- 
дующимъ образомъ: 


А — № 45 = Ал А — №4. = А. 
опред%ливъ изъ этихъ уравненй А, и А. черезь Ат и 45, выразимъ и 
два послфдная изъ уравневй (8) черезъ эти величины. 
Это преобразованле даетъ слъздуюция уравнертя: 
7 # 
№А— МА 


№2 — М 


А = 


дБА, Веды 


8 — № 


(\— «) Ат ик (А, —А.). А" 
я 


ый 


А ее А. А — 


СлЪдовательно уравнешя (8) сдЗлаютея 


А, — №3 ОНИ ' ^ — 
А 2 ) Ау— \2 № 





№ А" —=0 (9) 


Эти уравнен1я имфютъ форму уравнен!й (5), слЪдовательно ихъ Аррионие 
ческое отношене есть: 


(10) 


Друг1я выражетя для ангармоническаго д легко получить изъ 
_ЭТИХЪ, перем щентемъ индексовъ нри Аза 


_ 5 146. Гармоня. Еели (5) есть рядъ гармоническихъ точекъ или 
связка гармоническихь прямыхъ, то мы будемъ иИМЪТЬ: 
й 


—=—1 ии А=фы о = 11 
х ии 1 в (11) 
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СлЪдовательно уравненя четырехъ точекъ или гармоническихъ прямыхъ 
будутъ: | а 
А=0 , А.=0 ‚, А-ЛА.=0 ‚, А-ХА, =0 (12) 
Если уравнен1я будутъ даны въ формЪ (8), то ихъ гармошя выражается 
услонемъ: 








м — Аз 9—2 ——1 , М —з к м № —0 (13) 
А. — А А2— №. А, —. Л 
откуда: 
, т | - % 
МА — 9 (^ =») (3-Н Ал) -|- 3 = (1 4.) 
Пр. 1. Если. въ уравненйи: (19) АТ то\гармоническя точки или прямыя 
будутъ: | | 
А =0. , А. =0 , А, — 4, =0\, А | А, =0 _ (15) 


Если (12) будуть уравнешя четырехъ точекъ, то гАрмоническя точки будуть: точки 
4, =Ои 4, =0, ихъ средина 4, + А. =0и 4, — 4, =0 точка на безконечности. 


Если (12) будуть прямыя, то прямыя (15) будуть прямыя 4, =0, 4, =0Ои 
равнодвляпя углы между ними 4, — А, =0и А, т 4, =0. — 


Пр. 2. Уравневше (14) можеть служить для опредълен!я четвертой г армони- 
ческой точки или прямой, если даны, напримръ, три уравнения точекъ или прямыхъ: 


А; — №4, =0 ) А, — №4, =0 3 д — № „ =0 


то опредфляется изъ условия (14): 


М Аз — 2 А -Н №2 


ое м — 2% -- Л 2 


слфдовательно четвертая гармоническая точка или Ви будетъ: 
(и — 27, + №) А, + 04), — 29, м), —=0 


Пр. 3. Проведемъ прямую лин!ю, которая-бы перес%кла стороны ВиВНИЬ, 
коего а даны уравнешями: 


А, — 5 4. —- 0 . А. — 0 (16) 


Уравнен!я точекъ пересфченя, проведенной прямой со ыы треугольника, оче- 
видно, будуть: 


А! | 4 | з Аа 2 0 : 0 | ат) 
в | 


(5 0 ` Оз м 


Четвертыя тгармоническя точки, точекъ (16) и каждой изъ предъидущихь, будуть: 


А, А. ‘Ао 4: _ | А. А, у 2 * | 
а 0 —=о = (18) 


—=0 3 = 5 
“> @з Я: _ @: 


а эти уравнемя показываютъ, что дв первыя точки (18) И послдняя (17). находятея 
на одной прямой лини. -. \ 
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Если проведенная прямая перес$каетъ о треугольника внфшне, то урав- 
ненл (17) будуть: 


, А 
а Е ЕО (19) 
а о а, аз. | из 0 
а точки гармоническая этимъ послёднимъ будуть: 
А, 4, А; | 4: А, 4, 
и. —* = = 0 — = — =0 
С: т (о у и 9 (3 и. С а! ет 


откуда выведемъ тоже заключенте. 


Пр. 4. Если: 
А. — 0 4 4, — 0 5 А. — 0 


будутъ уравнен!я сторонъ треугольника, то уравнения: 
2 Аз _ 4 Аз 


—0 28 == 0 


3 — 2] 
Я 5 > @з | @: (1 ры 


будуть уравнешя прямыхъ, проходящихъ через вершины треугольника и пересз- 
кающихся въ одной точкт. 


‚ Четвертыя гармоническая, каждой пар$ сторонъ и одной изъ прямыхъ (20), 
будутъ: 
А, , А: 


А, 4. 
и О 


1—0 (22) 
(1 


$ > 


изъ этихъ уравненй видимъ, что первыя дв прямыя (22) и ноел$дняя (21) перес?- 
каютел ВЪ одной ТОЧЕЗ. 


Гармоническя свойства полнаго четыреугольника. 
$ 147. Пуеть: 
0) 41 =0 , (2) 4,=0 ,`@8) 4=0 , (4) 4.=0 — (23) 


будуть уравневя сторонъ четыреугольника обск (фиг. 85). Если соединимъ 
циа Бик дис, то это будуть дагонали четыреугольника, который 
называется полнымъ. Проведемъ еще прямыя Ой и Оч. 


_ Фиг. 85. Прежде 9 МЪ МЫ изложим свой- 
ства этого четыреугольника, пока- 
жемъ, что изъ четырехъ уравненйй 
(23) можно составить тождество: 


ХА, в. 4, -- УЛ + 544 =0 24) 
гл \, в, у, 5 суть числовые коэфи- 
щенты, опредвленные извЪстнымъ 
образомъ. Напишемъ уравненя (23). ВЪ ихъ полной форм, пусть он% 
будуть: 





ив а, 


ых (25) 
Аз — авх - бзу-- с3=0 , дол ОВ Ке, == 


ГЛАВА Х.—АНГАРМОНТЯ, ГАРМОНТЯ, ИЗЛОЖЕННЫЯ АНАЛИТИЧЕСКИ. 143 


Если эти уравнев1я сложимъ, помноживъ на ^, |, у, 9, и отберемъ коэфи- 
центы при х, у, то найдемъ: 


(а А--азугразу-Раа 8) ь-НВзу-Нб)у--(е А-Нои-Нсзу-Нс48)==0 (26) 
Если приравняемъ нулю коэфищенты: 

ао -- вов. —- аз» -- аб = 0 

А-В -- 6,6 =0 

2% -- сож-Е сзу - ©48 = 


и изъ этихъ уравненй опредЪлимъ ^, |, у, 8, то уравнене (26) будетъ 
удовлетворено произвольными значешями хиу, а слдовательно оно. 
будеть тождество (24). Такъ какъ, помножая уравневе прямой лиши на 
какой-нибудь Числовой коэфищентъ, прямая неизмВняетея, то коэфи- 
щенты А, 1, у & можно включить въ символы А1, Ао, Аз) А. и напи- 
сать тождество (24) въ форм$: 


А, - А. А; -- А. =0 | (27). 


8 148. ЗамЪтивъ это, возвратимся къ нашему прровенит Тож-_ 
дество (27) даеть елЪдуюпия три тождества: 


А, -- 4» == — (43 -- 4.) 
А Аз == — (Аз - А.) (28) 
Аз Е А. == — (4 -- 43) 


Легко видЪть, что прямая: х 
д 4 =0. (29) 


проходя черезъ точку перес$ченая (1) и (2), проходить и черезъ точку 
пересЪчен1я (3) и (4), такъ какъ эти уравнен1я можно написать, въ силу 
перваго изъ тождествъ (28), и въ форм%: 


ДЕ А —0 


Слфдовательно прямая, коей уравнене есть (29), будетъ дагональ ад. 


Уравненше прямой: | 
А: — Аз =0 (30) 


чу 


можно написать въ формЪ: 
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эта прямая проходитъ черезъ точку перес$ченя (1) и (2), что видно изъ 
формы первой части; она проходить черезъ пересчете дс и 9%, т. е. че- 
резъ точку О, велВдетви тождествъ (28), слБдовательно прямая (30) есть Ой. 


Изъ этого видимъ, что уравневя связки да, 49, 40, 46, суть: 
А: =0 ; А. = 0 ) А: — А =0 ) А, - 42. =0 
что показываетъ, что это гармоническая связка (5 146). 


Точно также легко показать, что и связка а4, ас, аО, аф есть гар- 
моническая. 

Кели связка а, 49, 40, 4 гармоническая, то точки а, К, [, с, также _ 
тармоническля, слЪдовательно и связка Ос, ОТ ОЁ и Оа гармоническая. 
Изъ этого всего видно, что и точки а, 0, В, 6; В, е, с, @; 4, т, Е, а суть 
гармоническля. Откуда легко видЪть, что дв дЛагонали полнаго четыреу- 
ГольНика дЪлятъ третею гармонически. 


ТЪхъ же результатовъ мы бы могли достигнуть, если бы уравневня 
(23) представляли не стороны НИИ, а точки пересЪчен!я его 
сторонъ. 


Съ помощью свойствъ полнаго четыреугольника легко построить, съ 
помощью только прямой, четвертую гармоническую точку къ тремъ дан- 
нымъ или четвертую гармоническую прямую къ тремъ даннымъ прямымъ. 


8 149. Задача. На. _прямой даны’ ‘три точки а, а, 6 (фиг. 86); по- 
строить четвертую гармоническую, сопряженную. точк» 5 


Рьшенее. Для этого черезъ произвольно взятую точку 0, внЪ пря- 
мой, проведемъ прямыя Оа, 0, Оч. На прямой Оа возьмемъ какую-ни- 
будь точку е, проведемъ прямыя_ае, Ве и продолжимъ ихъ до ветрЪчи съ 
Оа и 06 въ точкахъ [и 9, проведемъ прямую [9; эта прямая встрёчаетть 
данную прямую въ искомой тОЧЕЪ Ь. 


Фиг. 86. Легко видЪ ть, изъ этого построен1я, какъ 
| | слЪдуетъ построить а’, если бы точки а, биб 
были даны. 

_ ели бы были даны три прямыя, прохо- 
дяпия черезъ одну точку и требуется построить 
четвертую гармоническую, то слЪдуетъ данную 
связку пересЪчь, какою-нибудь, прямою и къ тремъ точкамъ пересЗченя 
построить четвертую гармоническую, какъ показано выше; соединивъ, по- 
строенную точку съ вершиною данной связки, получимъ искомую прямую. 


Задача. Показать гармоничесвя свойства полнаго четыреугольника, если даны 
уравненя трехъ его сторонъ: 


„4+ — — 0 9 54 25 0 





А; —-0 | 


) 
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а четвертая сторона дана въ формЪ: 
^ЛА; - рА, | 4, =0 


т. е. выражена черезь три данныя стороны? 


Проэктивность и инволющуя. 
3 150. Проэктивность двухъ рядовъ точекъ ‘можеть быть изложена 
въ болЪе общей форм слЗдующимъ образом; 


Пуеть: _ ый +5 
А —0 . А—0 . А) = 0 } А =0 (31) 


будутъ уравневя двухъ паръ точекъ. Уравненах точекъ на прямыхъ, про- 
ходящихъ черезъ каждую пару предъидущихъ точекъ, будутъ: 


А — Аа 0 х 41 не (32) 


давая всевозможныя значен1я Хи у, МЫ буден ИМЪТЬ КЕ и 
точекъ на прямыхъ (А:.45) и (А.А). ‹- 

Чтобы каждой ТОЧЕЪ на одной прямой соотвфтетвовала одна, и только 
одна, точка на другой ‘прямой необходимо, чтобы одинъ изъ коэфишентовъ, 
напримЪръ ви, былъ линейная функшя другаго ^. Но самая общая. линей- 
ная функц!я оть А имЪетъ форму: 

а, —-: ВА 
УЕ 84 


Слждовательно самая общая соотв тственность между точками на прямыхъ 
(А. А.) и (А А’) будетъь дана уравненями: 


. | : 
А — АА =0; А — —Рры4 А’, = (33). 


Легко видЪть, что эти два ряда проэктивны. Въ самом ДЪлЬ, возьмемъ, 
как1я-нибудь, четыре точки: 


А —№М 4 =0 , 4 —№А, =0 | А, НА ео А: — №4. =0 


имъ соотвфтетвенныя будуть: 





А Е ав : 
' = р : 4 — о ! о = 0 


‚ АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРЛТЯ. _ 
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ССЛИ ПОЛОЖиИМЪ: 


а « —|- 8 Ре & -- 8). З © Е В у _@-- В, 
а "ОУ, Е ОУ, 





то легко вид ть, что: 

№ — 23 ее — Из. 92 Из 

м Мм шрфы фм 
т. е. ангармоническое отношене четырехъ произвольно взятыхъ точекъ 
изъ перваго ряда равно ангармоническому отношеню четырехъ соотвЪт- 
оственныхъ точекъ изъ втораго ряда, слФдовательно два ряда (33) будуть 
проэктивны. 

$ 151. Если даны два проэктивные ряда: 





| м А 
А — АА. = 0 . А — 4 = | (34) 
То, выбравъ, три совершенно произвольныя точки ИЗЪ О ряда, на- 
примЪръ: 
А— \, А. —=0 , Ая \› А —0 , Аз ит \.4> НЫ 0 (35) 


мы можемъ а, В, 1, 5 такъ опредфлить, что точкамъ (35) будутъ соотвЪт- 
ствовать совершенно произвольныя три точки со втораго ряда, наприм$ръ: 


' ! : 
А— м Аз=0 ‚ АА. =0 , АА. =0 
для этого надобно только. положить: 


&-- ВМ «+ В» _ МВ 
а аа 9-Е, 
И ИЗЪ ЭТИХЪ уравненй о отношения ‘а Е ‚ ИЛИ проето поло- 


жить 5 =1 и опредфлить а, В, 1. = ] 


\ 


- 8 152. Полагая въ уравненыхь (33) ^=1 мы. будемъ имЪтЬ:, 


80 д дель =о 


изъ коихъ первое уравнене представляеть точку на безконечности на 
прямой (4, 45), а второе точЕу Г на. (А’.45). - 


_ Полагая: 





аф_ 
т 
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мы будемъ имЪть: 
&— т 
р 


изъ коихъ первое уравнение есть точка 1 на (4,45), а второе есть точка 
на безконечности на прямой (4.45). СлЪдовательно уравнен!я главныхъ 
точекъ двухъ проэктивныхъ рядовъ (33) будутъ: 


д — А. ==: () , А} —А. ==) 











о С И и | 
(Г) А — 5—8 А. =0 ,‚ 4А- ре о (Г) (36) 
_ Если: 
&—1 

ох, 

И 92 | 
а. ры а 0, — < 
то точка Г будетъ на безконечности, но если р т 1, то — а 1, 
ыы | 


слЪдовательно и точка Г будетъ также на безконечности, или ряды яо-. 


добны (5 98). 
< 158. Если два проэктивные ряда ‘имфютъ общий соотвзтетвенный 
элементъ, наприм$ръ тои А,=0, то уравненмя проэктивныхЪъ рядовъ 


будутъ: 
| А, — ХА, =) . А — ХА, —- 


вычитая эти уравнен1я, найдемъ: 


^(А. -— Ао) =0 
ИЛИ. Е 


а это есть уравнене точки, лежащей на прямой, проходящей черезъ двЪ 
соотвтственныя точки. Но такъ какъ это уравнене независитъ оть ^, то 
ве прямыя, проходяшия черезъ соотвфтетвенный точки двухъ проэктив- 
ныхъ рядовъ, пересекаются въ одной точк® (87). | 


$ 154. Глазныя точки. Если прямыя совыфотимт И оба ‚ ряда отне- 


семъ къ основнымъ точкамъ: 


А, = О и Ао —=0 


то проэктивные ряды на прямой (4,.45) выразятея двумя уравненями: ‹ 


аз | В.А 


А, — АА. = , А — а аЕыХ. 


10* 
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АН главныхъ точекъ Ги Г, очевидно, будутъ: 


—_ @1 
ъ— 65 








дн... ат) = 69) 


а х.^ о -- 6! 


я 155. Двойныя точки. Если соотвЪФтетвенныя точки рядовъ (38) 
совпадаютъ, то мы должны имЪть: 


а: 9 - 6. 
а-—- А 
откуда: МО. 
А? ++ (аа — 6) — а› =0 (40) 


Это квадратное уравнене даетъ для \ два значения: 


и — 6: а-— 5 а— 6. — 6 
и 2 1` 0 2 Е а о 42 
НИ (че В (че 


или полагая: 








и — 62 р в ° @ 
ть. от, уе 


-|- УЕ ; № =#—ИВ 


Сл$довательно уравнен1я двойныхъ точекъ будутъ: 








найдемъ: 


А — (- УВА. =0 р А,—(Е—У ВА, =0 (41) 


6 156. Если проэктивные ряды’ будуть такъ совм щены, что глав- 
ныя точки (39) совпадутъ ($3109), то рядъ, какъ мы видЪли, будетъ инво- 
люцонный. Чтобы точки (39) совпали необходимо имЪтЬ: 


95 —— (И _ —_ @ 6 
в — а--ь 


этому уравненю можно дать слфдующую форму: 


(и -5,) (а —&— м- 6.) =0 
откуда, или: 
и (и -- в) =0 
ИЛИ: | 
| а — и = —6.. 
или еще: 


_@; т 8 = в В 
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второе и третье изъ этихъ уравневшй даютъ тотъ случай, когда главныя 
точки совпадаютъ на безконечности ($ 153), т. е. когда ряды подобны, сл$- 
довательно инволюц1онный рядъ дается первымъ условемъ: 


СИ 6. —= 0 Или а — — р. 


и выразится уравнетями: 


аа — би ^ 


——® 40 =0 42 
ь " (42) 


А —^4=0 , А. — 


Легко провЪрить, что соотвфтственныя точки, представляемыя этими урав- 
нен1ями, взаимно соотв%тственны. Въ самомъ дфлЪф, если, какую-нибудь, 
точку втораго ряда, напр: 

аз — 


С] -- БА 


разсматривать, вакъ принадлежащую первому ряду, ‘то ей соотвЪтетвен- 
ная точка втораго ряда будетъ: 


я , аа — и ^ 
г ) > НЫ) ыы 
а — и ^ 
а ь > 
Е 1 ЕБь 


а это показываетъ, что эта точка находится въ первомъ ряду. 


$ 157. Отнесемъ проэктивные ряды: | 


| (2 5-- 62^ 23^ 1 ыы 
1 2 2] ря РЫХ Ь 40 = С ) 


къ двойнымЪ точкамъ (40), для этого положимъ:ы 


А. —&+УВА,=хХ , дА—@&—УВА,=У 


ва что при совершенно произвольныхъ значеняхь ^^” мы имфемъ 
э р р и 
тождество: | | | 


ЕС Ала ы 


если въ этомъ тождествв положимъ Х'==А, А"=)., М и А, суть корни 
уравнен!я (40), то найдемъ: 
((—^Хх—(—Х)У 

№ о 


4 т. АА. — 
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СлЪдовательно уравнене: 











А г А. — 0 
сдълается: 
А — 
точно такимъ же образомъ преобразуемъ уравнене: 
 __ @2 — р. А 
ый (1 —- р а == Ч 
ВЪ. 
Со —- р. | (2 —- 65 ` 
— А. ] Х — —м |У=о0 
( а) ) (- = в» `) 
откуда. | 
{аз — 91 Ао —- (6. = в о) ) | Х — Е ре а ^ — (65 — вм )^ У=0 
ИЛИ. 
А. \ 6> — вл 
з (1 ^2 № Е | = 
( а чем) у 9 


Такъ какъ при ^ =), это уравнен!е должно дать двойную точку Х =0, а. 
при ^ =. оно должно дать У=0, то мы должны имФть: 


-— п №! х (> — Хо 
в —— () Ло а —_—`__`_—_— =— () 
А | ^ И д 1 ро р. %0 (47) 





но легко видЪть, что эти уравнен1я суть ничто иное какъ уравненте (40), 
написанное въ другой формЪ послЪ подстановлен1я въ него корней № и ^,; 
слздовательно уравнен!е (46) можно написать въ форм: 


= —6^, д 
, — ВА». у 











Слздовательно уравнен1я проэктивныхъ рядовъ, отнесенныя къ двойным 
точкамъ, ТАУ 


р 
фк 


У=0 : _ № — В” Ш. 


ча те р таИ, 











У=0 (48) 
Изъ этихъ уравнев!й видимъ, что ангармоническое: отношене двухъ соот- 
вътетвенныхъ точекъ съ двойными точками есть величина ностоянная ($ 107): 


6. — р ый | 
6, —6}. — и 
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Если эта величина, равна — 1, то уравнете (48) сдБлается: 


Хх =. й— Л "0 — А, 
| —), 


^— ^2 


У=0 (50) 














т. е. двЪ какя-нибудь соотв тственныя точки съ двойными точками суть 
гармоническая, а это свойство принадлежитъ инволюцюнному ряду ($ 110). 
И въ самомъ дл, мы имЪемъ: 





м | 
р. — 6, Аа. _ 
откуда: 
265 =: (М -Е ^2) = — (а — 6.) 
Сл$довательно а = — 65, & то услове инволющи (5 156). 


$ 158. Инволющюнный центръ. Мы видЪли, что ивволющюонный центръ 
($ 109) есть точка совпаденя главныхъ точекъ, и дфйствительно при усло- 
вш $. =— а уравневя (39) ‘главныхъ точекъ тождественны, слЪдова- 
тельно уравнене инволюц1оннаго центра будетъ: 


(ро 


1 мб (51 
ря ть ь — ( е ) 


я 


Очевидно, что уравнене ему соотвфтствующей точки есть: 
А в Ао ==0 


т. е. точка на безконечности. 

< 159. Легко показать, что центръ есть средина между двойными 
точками: | 
А, —(&- УВ) А. =0 ,‚ А—&—УВА, =0 (52) 
для этого надобно только найти уравнене точки дфлящей разетояне 
между двойными точками (52) пополамъ. Уравненше этой точки будетъ (51).- 

Задача. Даны двЪ точки А, = 0, 4, =0 и дв% друмя: 

А, — №14, =0 . А, — №4, =0 

Найти уравнене ‘средины между этими посл$дними? 

6 160. Уравневя двухъ проэктивныхьъ рядовь на одной прямой ли- 
ни могутъ быть веегда напиеаны въ’ формЪ: 


4—4 =0 , 4—4, =0. 
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ангармоническое отношене этихъ рядовъ есть Л, а 
суть двойныя точки ряда. 


ТочеЪ ^ соотвфтетвуеть ХА, а этой посл дней, если ее разсматривать 
_какъ принадлежащую первому ряду, соотвфтствующая во второмъ ряду 
есть А?Х; если эту послфднюю опять разсматривать, какъ принадлежащую 
первому ряду, то ея соотвфтетвенная во второмъ будетъ #3); продолжая 
такимъ обзазомъ получимъ рядъ точекъ: 


А, ЛА, АА,...... А, А (53) 


_ вЪ которомъ каждая точка соотвЪтствуетъ предъидущей. Если рядъ будеть 
такого свойства, что: м, 
р» = А 

то рядъ замкнется, т. е. возвращается въ начальную точку ^. Такой рядъ 
‘называется крую-проэктивнымь п-го порядка. Инволюц!онный рядъ есть 
круго-проэктивный, втораго порядка, а подобный перваго. 

| Въ инволющюнномъ рядф # = — 1, слдовательно уравненя, пред- 
ставляюния такой рядъ будуть: 


А —^А, = 0 у ААА. = 0 


или однимъ уравненемъ: ` 
А, 2— )2 42, — (54) 


Инволюшя точекъ. 


3 161. Изложивъ аналитически въ самой: ” общей формЪ проэктив- 
_ ность и инволющю, мы теперь изложимъ инволюци9 аналитически въ па- 
раллель съ 5$ 143—149. 

Если шесть точекъ по-парно сопряженныхь циа, би ф, сис, 
коихЪ ‘уравневя суть: 


(а) Ат — 0. , (5) А: ЕТ А Ао =0 . (с) А — в 45 —0 


(55) 
(а) А? ==0 , (60) А, — \ А» —=0 , (6') 4, — р А =0 


находятся въ Такой зависимости, что ангармоническое отношене четны- 
рехъ, произвольно выбранныхъ, изъ. шести. точекъ, равно ангармоничес- 
кому отношению четырехъ сопряженныхъ точекъ ($ 116), то говорятьъ, что 
шесть точекъ составляють инволюцюнный рядъ. ых НизриуЗрь, 
_ изъ (55), слЪдующия четыре точки а, а’, бис: 


(а) А. =0, (4) 4, =0., 6) А— д, =0, Ан, =0 (56) 
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Если рядъ точекъ (55) составляетъ инволюц!ию, то’ ангармоническое отно- 
шеше (56) -т› ДОЛЖНО быть равно ангармоническому отношен!ю @, а, В, с: 


(а) А. =0, (а) А: —=0 , (5) А, — 45 =0 во А — ВА. =0. (57) 


_ Эти уравнения можно написать въ форм$: 


о 


(4) 4. =0, (а) 41 =0 (6) А. — ) 


„А: =0 , *ё) А.— 4 =0 (58) 


ангармоническое отношене этихъ точекъ будеть:. 


1. 
ли м 


Слзловательно для инволюши мы должны‘ имЪть: 


>=. 
> |= 


или Л.Л = Ал (59) 


Если примемъ въ соображене теометрическое значене к.эфищентовъ 
Л, Ло щи и, то найдемъ: ‚> № 


‚ — 96 0, @ __ @6 ‚96 
— аъ в. ‚ИР Ра: 


аб ас ‘’о ас 


откуда (59) сдЪлается: | 
| 9ф 96 ас ас 
а аб асас 





или: авы да 
т (60) 
а. а. @с.@с 
а это первое изъ условй (87).$ 118 инволющи. 
“Если положимъ: 
ыы 
== 
то данныя уравнев!я (55) сдаются: 
(а) А. =0, (6) 4, —14;: =0, (6) л— А, =0 


1 


р А 
(1) Аз =—0 , (5) Ат Аж 0. , (6) 4.— у 4—0 


6 


и 
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такую форму имфютъ уравневя шести инволюцонныхъ точекъ, если дв% 
изъ нихъ (4) и (а) приняты за основныя. Изъ этихъ уравненй легко 


видфть, что какую бы мы не взяли комбинацю четырехъ точекъ изъ шести, 


всегда услове (59) инволющи будетъ удовлетворено. 


Возьмемъ, наприм$ръ, такую комбинац!ю: 


(а) А: =0 , (а) А. =0, (5) АА —^4. =0, (с) А, — №4. =0 


уравневя сопряженныхъ этой ИН точекъ, будуть: 


К 


А =0 ) (с) Ее )' 


(а) Аз = 0 (а) А! —=0 ) (6) Аз — Ау —=0. 


.. 
в м . ] 
Очевидно, что ангармоническое отношение обЗихъ системъ будетъ . 
Изъ шести точекъ, пять можно взять произвольно, а шестую опре-. 
дЪлить изъ условя (59) и мы будемъ имЪть шесть инволюц!онныхъ то- 
чекъ.. 


$ 162. Предложене. Если три пары точекъ составляютъь инволюцщю, 


то всегда можно найти четвертую пару точекъ, дЪйствительную \или мни- 


мую, которая будетъ сопряженно гармоническою каждой изъ трехъ Дан- 
ныхъ инволющонныхъ паръ. \ 
\ 
Доказательство. Если три пары точекъ составляютъ ИинвояЮ то 
форма ихъ уравнен будеть: 


(а) А =0 , (5) А—»А, = ‚ (©) ААА, =0 | 
у _ (62) 
(«) 4А.=0 , (0) А— КА, = ‚› (@©) А т. А; =0 
Пусть уравнен!я искомой пары будутъ: 
А— р =0 , АА, =0 (63) 


Форма этихъ уравнен1й потому такая, что эти точки должны быть сопря- 
женно гармоническя точкамъ (а) и (а’); Но эта пара должна быть гармо- 
нична и парф: 


А, — ^ До —0 . А, — ХА —=0 (64) 


слЗдовательно мы должны имЪть (5 146): 


Ар. А — р ОО 

+ Ур РОО 

откуда: 
2%) = 26? или = — (65) 
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откуда: 


о—== И)! (66) 
СлЪдовательно искомая пара будетъ: 
ИА, =0 , А-ИМ А, =0 (67) 


Легко убфдитьсн, что эта пара гармонична и послфдней данной пар%. Эти 
точки будуть дЪйствительныя или мнимыя, смотря потому, будутъ-ли ^ и 
\’ имфть одинаковые знаки или разные. 


3 163. Предложене. Если три пары точекъ такъ связаны между со- 
бою, что каждая изъ паръ есть сопряженно гармоническая четвертой парз, 
то три данныя пары составляютъ инволюц!ю (Обратное). 


Доказательство. Возьмемъ за, основную пару, ту, которая сопряженно 
гармонична тремъ даннымъ; пусть эта пара будетъ: 


А —=0 . 42 ви 0 
о уравненя трехъ данныхъ паръ будутъ: 


Д.—ХА,—0 ‚ А-—ВА д, „А-а 
| | (68) 
ААА =0 , Ар, =0 , А у4А,=0 | 


‚ Чтобы показать, что эти три пары точекъ составляютъ инволюц1ю, возьмемъ 
за основную пару: ны 


А, — АА = А“ | А -- АА = А 


тогда данныя пары (68) сдЪлаются: 


| А 
р 0 $ в р ге. А’ —0 . А Ху А 
(69) 


А 





Аз =0 . д ь=о , А+; 


Изъ формы этихъ уравнен!й видно, что услоше инволющи (59) удовле- 
творено. р 


$ 164. Мы выше вид$ли, что пара точекъ: 


(е) А—И№4А.=0. , К АРИМА =0 - (70) 
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есть сопряженно гармоническая тремъ слфдующимъ парамъ точекъ въ ин- 


волющи: 
(а) А > ) (5) А; —- ^ А. —0 . (с) `А— К^.Ао — 0 
(71) 
., 
(0) 4=0 , $) ААА, =0 , (6) А 4 = 


„Легко видЪть, что каждая изъ точекъ (70) будетъ составлять инволюцщю 
съ двумя парами изъ (71), имЪя саму себя сопряженною. Въ самомъ дЪлз, 
возьмемъ уравнения: 


(а) А=о , (6) АА, =0 , (@) А-ИМА, =0 | 
— (72). 
(а) А, =0 , (5) АМА, =0 , (6) АИ А, =0 


услов!е инволющи будетъ (5 161, 59): 
= Уи 
слЗдовательно удовлетворено. 
Поэтому точки (е) и (Г) называютъ двойными точками инНволюЮЦ10Н- 


наго ряда. 


Одна изъ двойныхъ точекъ можетъ быть на безконечности; для этого 
необходимо имЪть АА’ ==1, что даетъ 4, — 4. =0и А, о т, е. 
другая двойная точка будетъ средина точекъ а и а’. 


Уравнен{я двойныхъ точекъ (е) и ( ) (70) можно получить обблавь 


/ 


^ А 
въ посл дней парЪ травнен!й (РА = ИЛИ не откзльь -— 51 - 
Подставляя вм$ето & его выраженя въ послЗднюю пару (71), найдемъ 
уравнен1я ДВОЙНЫХ точекъ (е) и (Г). 


Двойныя точки (е) и (/) составляютъ ииНВОЛЮЦ съ точками (а) и (6), 
(а) и (5) взятыми какъ сопряженные изъ трехъ инволюцюнныхъ паръ 
аиа, Би б, сис, т. е. три пары точекъ: 


(@) | А 2 р (а) А»: — (0) : `() Я СХ и Ао — 0 | 
| 73 
(6) А, —Х 4, ==0 , (А —^4.=0, (1) А - УХА. == 


составляютъ инволюп1онный рядъ ($ 161): 
Легко видЪть, что: 


ог с 
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ИЛИ. 


2. аб’ ае“. . а. аб а 
ЛА. —- т Ая У. — м, — ——_— 
ав.’ ве? ’ _ @Ъ.а6 аР 


а это суть формулы ($ 1725). 
$ 165. Положимъ теперь, что одна изъ точекъ инволюц1оннаго ряда: 


(а) А =0 , (5) А, с А =0 ‚ (е) А; — АА. =0_ 
о (74) 


] 


| А 
(«) Аз Ба О, (6) „4 —^ 4. —:0 +; (с) А— 4 =0 


напримВръ точка (с), находится на безконечности, въ этомъ случаЪ, мы 
должны положить #^=1 (8 82); въ. этомъ предположении: сопряженная. 


точка (с) будетъ: «8 
0) а №40 (15) 


Слховалельно инволюц1онный рядъ будетъ: 
(а) А ==0 , (5) у | ыы ыы 
е 4, =0. | (6) А—^4=0 , (0) 4 МА, = 
Изъ уравненя (0) будемъ имЪть ($ 123, 89): 
Оа _ аб .аб 


АА! = —— = 
Оа аф.а5 


Такъ какъ двойныя точки (е) и (Г) суть гармонично сопряженныя съ 
точками ($ 162): 


(со) 4-— 4. =0:, (0) Аг— АМ А, =0 
то точка (0) находится по срединз отр№зка еЁ. № 
Точка (0), какъ мы уже выше видфли (5 129), называется инволю- 
ионнымь центромъ ряда точекъ. Если положимъ: 


ХА! в 02 


то уравнеме центра сд$лается: 
А; — р* А» = 


Если къ двойнымъ точкамъ е и Г инволюцоннаго ряда (74) будемъ строить 
безчисленное множество паръ точекъ гармонически сопряженныхъ, то 
получимъ безконечный рядъ точекъ, по-парно сопряженных, каждыя три 
пары изъ котораго, произвольно выбранныя, составляютъ инволюцю. Та- 
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ыя пары мы получимъ, давая въ рядЪ (74) коэфищенту Ё всевозможныя 
величины оть — со до -- со. Если коэфищенты сопряженныхъ паръ будуть 
лих цив, уиу....., то мы будемъ имфть: 


р =— ХА! == щи == —=........ 
$ 166. Задача. Ланы двЪ пары точекъ: 
А м ^, Ао == ‚ А— №А. =0 
А! — м4 =0 А — № А. —=0 


найти третюю пару, которая была бы сопряженно гармоническая каждой 
изъ данныхъ паръ? 


Рюшете. Пусть искомая пара будетъ: 


АА. =0 , Ав А. =0 
Если эта пара гармонична первой парЪ, то мы имЪемь ($ 146): 
| ] | 
Юр — о (№ Аи) ия М =0 
но она гармонична, по условю, и второй парЪ, слЗдовательно: 
ИО 
№ т (Л -- в2) (Ав) Хо ==. 
Эти два уравнен1я линейны относительно неизвЪстныхъ Ли и Ацы, ел$- 
довательно ихъ можно а ПУСТЬ ‚будет: 
то Лиц будуть корни квадратнаго уравненя: 


2 — 12 -- а. =0 


СлЪдовательно искомыя точки будуть дйствительныя или мнимыя. 


№: 161. Задача. Найти услове иНВОЛЮЦИ трехъ данныхъ паръ то- 
чекъ: 


@ д—ь4-ф0 , Фд—24-0, ФА-ьа-0 = 
у ты г в ый ‚ Фа-шь=0 о 
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Рьшене. Мы видЪли (5 134), что если три пары точекъ составляютъь 
инволюцю, то есть четвертая пара, сопряженно гармоническая каждой 
изъ данныхъ паръ, поэтому если эта послфдняя пара будетъ: 


(е) АА —^А.=0 , (1) 4—4, =0 
то мы. будемъ им$ть: 


1 к 

№ — эм м) А-нв) - Ми = 
1 и 

М — о (25 Е №2) Ав - Ара = 0 


0-м) Юм =0 


Эти три уравнен1я, линейныя относительно № и А-[- в, должны быть сов- 
‘мфетно удовлетворены значенлями Жи и ^-|- р, поэтому мы должны имЪть: 


1 ЛА-ы „АМ 
| ) ^2 -- > Ала —“ | (77) 
1, № -- 43, №33 


Это услове инволющи между тремя парами точекъ. 


Если развернемъ предъидупий опредзлитель, то найдемъ: 


© —В:) 0» - — из) (а — ш) Е (м — №) (в — №) и. — м) =0 _ (8) 


Если примемь въ соображен!е геометрическое значеше коэфищентовъ 
№, Л», №3; Ш, Ма, №з И’тождество 8 89, то найдемъ, что это уравнене 
есть первое изъ условй (88) $3 118 инволюцш, а именно: 


аб’. Вс’. са = -— аб.бе.са 


$ 168. Предложене. ` Веякая прямая. перес®каетъ три пары пря- 
мыхъ лиюй, проходящихъ черезъ четыре точки, въ та точкахъ, со- 
СТавляющихъ инволющюнный рядъ. | 


Доказательство. Пусть уравнен!я четырехъ точекъ будуть: 
# =0 ) 43 = ) 20 ` А: ==0 (79) 


Пусть и, аз, аз, аа будуть чиеловыя значення | выраженйй (79), когда. ВЪ 
_нихь подставимъ координаты сфкущей. 
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Уравненя точекъ перес$чен1я сторонъ и Щагоналей съ сЪкущею, 
очевидно, будуть: — и 
и 


(@) С шт” Е" ЕР (о (3 т 

2. о, 0) 2-м (80) 
(о (4 (3 (1 ай м 
Аз | А, ' А) Ао 
а Ч. оная в () 

(с) О 4. (с') ие 


Положимъ: 


дм 4 4 № _4 _ А 


(1 (4 ^ Со 4 У. (13 (4 У 


д у 
^, ци › суть множители, которые даютъ уравнешямъ. (а), (5), (с) канони- 
ческую форму: 


2$  уп--1=0 


Такимъ образомъ уравнен!я (80) сдлаются: 


(а) А.=0 , (6) 45=0 , (6) 4: =0 
ро ео © ОА об, А 
О › мо, Фе 
откуда; ‚ 
т ра У со ас’ 


перемножая, найдемъ: 
аб’ ГЪс’. саг - | 
е — 31 
аф.Бс.са 9 
а это первое изъ условй (88) $ 118 инволюцщии. . 


$ 169. На оевовави этого. свойства полнаго четыреугольника можно: 
рёшить елЪдующую задачу: 


_ Задача. По даннымъ пяти точкамъ, на одной прямой лини, изъ 
трехъ паръ, составляющихъ инволюцщ!ю, построить шестую точку? 


Рищене. Нусть данныя пять 
точекъ будуть а иа, би 6; с 
(фиг. 87). 

Черезъ три точки с, В, @, дан- 
| ной прямой АВ проведемъ, как1я- 
2%. ме —< * нибудь, три прямыя лиши, которыя 
бы образовали "родни, `123. Проведемъ прямыя_ За и 2, соеди- 
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НИМЪ ТОЧЕУ ихъ перес$ченя О прямою съ точкою 1; прямая 01 ветрЪ- 
тить данную АВ въ искомой точкЪ с. Это построевле дало четыреуголь- 
никъ (0123, въ которомъ данная прямая АБ пересЪкла четыре стороны 
и дв дагонали, а по $ 168 шесть точекъ пересЪченая составляютъ инво- 
лющонный рядъ. Построеме шестой инволюцщ1онной точки, по пяти дан- 
НЫМЪ, какъ видимъ, длается только съ помощью прямой линии. 


Инволющонная связка, 


8 170. Если: 


суть уравнен1я двухъ прямыхъ въ нормальной формЪ, то уравнетя: 


(а) 4==0 , (5) 4,—/А4.=0 , (6) А—рА=0 

(82) 
(#) 4=0 , (6) ААА, =0 , (6) А и А =0 

будлутъ прямыя, проходяция черезъ точку пересЪчетя (а) и (а). ВеЪ пред- 

ложен1я относительно инволющонныхъ свойствъ (82) связки получаются 

весьма, просто изъ свойствъ инволюц1оннаго ряда точекъ, если слово почка 


замЪнить словомъ прямая во всЪхъ предложен1яхъ относительно точекъ, и 
если вмфсто А, Х, ми в поставимъ ихъ геометрическля значеня: 


__ 91 (а, 6) в зш (а, 6’) к 5ш (а, с) „_ 81 (а, с’) 

зш (а,6) ‘’ зш (&,6') ° ш(а, с) ' зш (а, с’ 
гдз аб; а,с;..... означаютъь углы между прямыми аираисит. д. 

Принимая во внимане это геометрическое значене коэфищентовъ 
мы будемъ имЪть сл$дующ!е результаты: 

1. Услоше инволющ!и связки (89) будетъ (59, 5 161). 

2. Въ силу’ чего уравненя инволюцщонной связки будуть ИМЪТЬ 
форму (61, $ 161). 

3. Двойные лучи будутъ выражены уравнеюями (67, $ 162). 

4. О лучахъь на безконечности не можеть быть и р$чи, а соо7вЪт- 
ственные лучи (5 165) центру и точк$В на безконечности будутъ (73): 


`. 


р И = О, 4.— АА Ао =.0 


5. Еёли въ двойныхъ лучахъ будемъ имфть \\’=1, то лучи будутъ: 


А— А, =0 , 4А-+ А, =0 
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это показываеть, что эти лучи дЪлятъ углы между прямыми (а) и (а) по-. 
поламъ, а инволющюонная связка будеть: 


(а) А=0 ‚, © АА, =0 ‚, © А-А=0 
(@) А, =0 з (6) Ал— А. =0 , (|) 4-4. =0 


форма второй пары показываеть ($ 81, пр. 3), что лучь (5) дЪлаетъ съ 
лучемъ (4) такой уголъ, какой лучь (5) дЪлаеть съ лучемъ (а). 

6. Уравнение (77) будетъ услове инволющи связки, имфющей фор- 
му (76). 

$ 171. `Заключимъ свойства инволюц1онной связки слфдующими двумя 
зам чательными предложенями: | 


Предложенле. Если вершины, какого-нибудь, треугольника соединимъ 
прямыми линями съ произвольно взятою точкою въ плоскости треуголь- 
ника, То стороны треугольника и проведенныя` прямыя. находятся въ ин- 
волюцонной зависимости, т. е.. прямыя проведенных, черезъ какую- 
нибудь, точку параллельно сторонамъ треугольника и проведеннымъ пря- 
мымъ, еоставляють инволющюнную связку. 


Доказатель“тво. Пусть уравнен!я сторонъ треугольника и проведен- 
ныхъ черезъ одну точку лин будуть: = 


(а) АА =0 , (5) 4.=0 -„, (6) Аз =0. 


о, 69-0, (0) Ш 


Ц, Ц. у у 


@ д — —0 


Изъ геометрическаго значеня коэфищентовъ ^, и, » будемъ им$ть: 


Х _ 5 (а,4) & _ вт (©) у _ 511 (с, ) 


‘в 3106,4) °› (4) ’ и 91 (а,с)) 
перемножая, найдемъ: 


зи (4,9). 5.) зщ (ее) 
зш (6, @’). зт (с, 6’). зт (а, с') 


Изъ этого выраженя, соотвЪтствующаго выражению (81), видимъ, 
что стороны треугольника и три проведенныя прямыя находятся въ ин- 
волюц1юнной зависимости, т. е. составляютъ углы между собою, которые 
удовлетворяютъ инволюц!онной зависимости. Сл$довательно, если черезъ, 
какую-нибудь, точку проведемъ прямыя, параллельно сторонамъ треуголь- 
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ника и проведеннымъ прямымъ къ вершинамъ, то получимъ инволюц!- 
онную связку. 


Это свойство треугольника даеть возможность рЪшить слфдующую 
задачу. | 


Задача. По даннымъ пяти прямымъ изъ трехъ паръ въ инволюши, 
проходящихъ черезъ одну точку, провести шестую? 


Рьшеняе. Пусть данныя пары будуть Оа, Оа, 06, ОБ, Ос; требуется 
построить Ос. Проведемъ, какую-нибудь, прямую лин!ю 11. Точки пере- 
оЪченя этой лиши съ прямыми Оа и (0 фиг. 88. 
соединимъ съ произвольно взятою точкою 
на прямой Ос (фиг. 88). Эти прямыя будутъ 
22 и 33. Соединимъ точки пересВчевня 22 
и 06, 33 и`Оа прямою А, то прямая Аи 
11 пересЪкутеся въ точкЪ, находящейся на я 
искомой прямой. СлЗдовательно, соединивъ 2. 
эту точку съ О, найдемъ искомую шестую А 
прямую. 





Предложение. Если шесть вершинъ четыреугольника, соединимъ съ 
какою-нибудь, точкою. взятою въ его плоскости, то шесть. прямыхъ будуть 
составлять инволюц1онную связку. 


Доказательство. Пусть уравнетя сторонъ четыреугольника будутъ: 


м 


А =0 . А. =0 . Аз = 0 . А. =0 


Если, теперь, и, @, аз, а. будутъ чиесловыя значен1я предъидущихъ урав- 
нен1й, когда въ нихъ подставимъ координаты взятой точки, то уравнешя 
шести прямыхъ будутъ: 


По. о йо О 
СИ (4 Со (4 Чз Са 
(12 3 в. а а (о 


Пуеть ^, в, », будуть множители, дающие нормальную форму первымъ 
тремъ уравненмямъ: 


м в. 4. №. В м а 
д. М" Ем 
11* 
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Слфдовательно предъидущая уравненйя едЪлаются: 


@ А=о, ®В=0`, © 0=0 


‚В. @ А А В. 
(а) щ” 6) Сао ‚ (с) м 
НО: 
в __ зщ (б,а } а т (с,0’) Х _ вщ(а,с) 
у 31(4а) °’ № э№(а5) ’ в 16.) 


откуда, перемноживъ: 
31 (6, а). зщ (с, 6'). эт (а, с) 
зш (с, а’). зщ (а, 6). зт (В, с) 


а это показываетъ, что шесть прямыхъ составляютъь иНволЮЦ1онННуюЮ СВЯЗКУ. 


РЪ$шить при помощи свойствъ проэктивныхъ рядовъ и связокъ задачи $ 84, 
прим. 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, ит. д. до 26 включительно, и задачи 8 85, ‘прим. 
2, 3, 4,5, 6, 1. 


ГЛАВА ХХ]. 
Геометрическое значен!е однородныхъ уравнений. 


$ 172. Если: 
А: О , Ао = 0 (1) 


суть уравненя двухъ прямыхъ въ нормальной формЪ, то уравнете: 
А, —^4. =0 | (2) 
предетавляетъ прямую, проходящую черезъ точку перес$ченля прямыхъ (1). 


Числовое значене 4,, 4. и ^ въ уравнев!и (2) было объяснено выше. 


Если обратимъ внимане на форму уравненя (2), то увидимъ, что 
оно нич$мъ не отличается отъ обыкновеннаго уравнен1я въ декартовыхъ 


координатахъ: 
д — Ау =0 | | _ (3) 


прямой, проходящей черезъ начало координат, т, е. черезъ точку ни 


сЪчен1я прямыхъ: 


разница заключается въ томъ, что въ уравнении (3) координаты точки на 
прямой проводятея параллельно осямъ, а въ уравнении (2) 4, и А, суть пер- 
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пендикуляры, опущенные на прямыя (1) изъ точекъ прямой (2), какъ бы 
нибыли наклонены ‘между собою прямыя (1). Но такъ какъ эти перпен- 
дикуляры пропорщюналены прямымъ, параллельнымъ координатамъ, то 
уравневя (2) и (3) не имЪютъ между собою разницы—параллельныя мо- 
гутъ быть зам$щены перпендикулярами и, обратно, значен1е уравнений 
(2) и (3) неизмЗняется. 


ДФло только въ томъ, что въ уравневи (3): 
д=0 ,‚ у=о0 

суть сами координатныя оси, а въ уравнен!и (2): 
А —=0 ‚ 4:0 


суть прямыя отнесенныя къ координатамъ Декарта, и если эти прямыя 
принять за координатныя оси, то уравнене (2) будетъ тождественно съ 
уравненемъ (3). 


Если вмЪсто Х напишемъ отношене и: —0, то уравневе (2)-при- 
метъ форму:- | 
20% -- му =0 (4) 
значен1е отношетя было показано въ 8 79. 


$ 173. Если уравненя (1) предетавляютъ точки въ нормальной 
форм, то уравнене (2) будетъь представлять точку на прямой, прохо- 
_дящей черезъ точки (1). Числовое значеюе 4,, 4. и Х въ уравневи (2) 
было объяснено въ 8 82: 

Если отношене Х дано, то дано и положеще точки (2) на прямой 
(4, 4.). Въ самомъ дЪлЪ, означимъ разстояне между точками (1) черезъ 
Ё, черезь р и 4 разстояе точки (2) отъ точекъ 4, =0, А. =0, то со- 
ображаясь съ значенемъ », найдемъ: — 


2-9=№ ,‚ 9=4 


откуда ри 4 будуть опредЗлены. | 
Если теперь оставимъ въ сторонф координаты Декарта, въ которыхъ. 

выражено уравнене (2), а перпендикуляры 41 и 45, опущенные изъ то- 

чекъ (1) на прямую (2), означимъ черезъ х и у, то уравнеше (2) приметь 

‚ форму: в 

рх -- 4у=0 

‘или для большей общности, полагая рр ==, 04 = будемъ имЪть: 


_. ах -- иу = 0 (5) 
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Въ этомъ уравнен!и точки, координатами становятся не двЪ прямыя, какъ 
въ декартовой системЪ, а дв точки х=0 и у=0, которыя мы будемъ 
называть координатниыми. 


Итакъ однородное уравневе 1-ой степени: 
05 -- ву ==0 


предетавляетъ или прямую или точку, смотря потому придаемъ-ли мы 
уравнен1ямъ: 


значенле прямыхъ или точекъ. 


з 174. ПоелЪ этихъ пояснеюй легко показать геометрическое значе- 
не однороднаго уравненя я-ой степени: 


ау” -- их’ -- ом -.....- а, аду" - аш” =0 (6) 


Это уравнеме можно написать въ формЪф: 
| „—1 - 1—2 | - 
и (= учни(2 мы (Е ныа()+ы=0 


| 7 
которое можетъ быть р$шено относительно с Если его корни означимъ 


черезъ и, &5,.....б» То уравнеше (7) можно написать въ формЪ: 
х х х 
(ев (5—8)... (м) 0 (8) 
ИЛИ: | 
(2 — 9)(х — 05у).....(л — б.у) =0 (9) 


которое, такимъ образомъ, представляеть и прямыхъ или точекъ: 
г—у=0 , 2—ау=0,....,2— оу ==. (10) 


смотря потому будутъ-ли уравненя д —0, у==0 представлять прямыя или 
Точки. 


Если бы мы выразили и корни 0, 0.,.....о» отношешями: 
27 до би 
`` 9 —  фовффе 
д 42 Ун 


‚то уравнемя (10) предетавились-бы въ форм%: 


дх — уу =0 , дах — у =0,..., д — уу =0 (11) 
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$ 175. Если уравнея: 


д=0 ‚, у=0 (12) 


представляютъ прямыя, то: 
х—у=0 ‚, ху=о. (13) 
суть равнодЪляшия углы между прямыми. 


Если уравнен!я (12) суть точки, то_(13) суть точки равнодзляшля 
разстоян!е между точками (12) внутренне или внЪшине ($ 82), изъ коихъ 
первое изъ уравнений (13) представляетъ точку на безконечности ‘($ 82). 


Уравнен!я (12) и (13) предетавляютъ гармоническую связку или рядъ. 
Точно также’ уравнения: 
д=0 ‚, у=0 ‚, ал—@у=0 , их ач=0 (14) 


представляютъ или гармоническую связку или гармоническй рядъ. 


Примпфь. Уравнене: 
07? -- 21 2у Г ау? = 
. представляеть двЪ прямыя или двЪ точки. Если корри этого уравнемя 


х 8 
относительно ы будуть а, @›, то уравневмя прямыхъ или точекъ будутъ: 
х—му=0 ‚ х—0%у=0 


эти прямыя или точки будуть дЪйствительныя, совпадающ1я или мнимыя, 
смотря потому будетъ-ли: | 


а? — а = 0 
$ 176. Задача. Найти углы между прямыми: . 
9027 —- 2 у — (оу? = (15) 


и уравневя равнод$лящихъ? 


Руьшене 1. Нредположимъ, что оси х==0, у==0 прямоугольны. Озна- 
чая корни даннаго уравнентя черезъь и и а», оно распадается на два: 


х—жу=0 ‚, т— ау =0 | (16) 


СлЪдовательно задача. сводится къ опред леню угла между этими поелл- 
ними прямыми. Означимъ черезь $1 и $. углы, которые эти прямыя с0- 
ставляютъ съ осью ТУ, то будемъ имЪть:. 


(99: = , (© 93 = 95 
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СлЪдовательно уголъ между прямыми (16) будетъ: 


ф — $1 — $2 
откуда: 
5 Ф, — 9 и — 95 


{< =. 
6475 1 шо... Ф 1-Е 010% 


но изъ свойствъ квадратнаго уравненя (15) имЪемъ: 


291 
© (бо — —-—- Ко — —— 
1 —- Э ри ` 1—8 а 
откуда: 
Уа`— аа 
ОС а о, = р 2И 1 * — ва . ее 
40 
слфдовательно: 
+ 27а? — —- -а ка 
4 -- о 
Если черезь 9'’и $" означимъ эти углы: 
а, О 
ь о —- Со ИТ] =: (2 


то, очевидно, Ф о” —. 


Чтобы найти уравнене равнодфлящихъ углы между прямыми (15), 
то замЪтивъ, что если &® есть уголъ, который равнод$лящая составляеть 
съ осью У, им$емъ: 

20 =, -- 92 
откуда: 


И 25% а битв __ м “2. 
1 — 62% 1. 1—9 





подставляя значення для в -- о и оо, найдемъ: 


во - 24 


1 — № — (0 — @о 
откуда: 
о 152% — (ау — @) о — а =0 


корни этого уравнен1я будуть давать двЪ равнодфлящия. Если вм$ето (00, 


х 
поставимъ р то уравнете равнодфлящихъ будеть: 


а? — (в% — аз) ху — ау? =0 (17) 
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Очевидно корни этого уравненля всегда дЪйствительные, будутъ-ли дан- 
ныя уравненемъ (15) прямыя дЪйствительныя или мнимыя. 


Рюшене 2. Эту послЗднюю задачу можно еще рЪшить слфдующимъ 
образомъ: 


Пусть прямыя: 
д—щу=О , х— цу=0 (18) 


будутъ сопряженно-гармоническля съ прямыми (16), то мы имЪемъ (6 146): 
| 1 
нра — > (9 - в) (и - аз) -- ча, =0 


Если уравнен1я (18) суть равнодфляш1я углы между прямыми (16), то он% 
должны быть перпендикулярны и, сл5довательно: 


2 == — 1 | 
— 2 — (м -Р мо) (ж - а.) - 2, в, = 0 


изъ этого уравнеюя найдемъ: 


откуда: 


_ 2 — 2002 _ 0 — а 
о 99а 
ел -- “2 п 


имя м № и м2 найдемъ уравнене: 
ва — (в — ай =0 
Замфщая 1. черезъ т найдемъ уравнеше (17). 
Задача. Даны уравнен1я двухъ прямыхъ: 
д -- ву=0 ‚ ых ыч=0 


Найти уравнен1е равнодзланихъ? 


Рюшене. Перемноживъ эти уравнен1я, найдемъ уравнение: 


0602? -- (во, + ив) ху | му" = 0 


Если сравнимъ это уравнене съ уравневшемъ (15), найдемъ уравнене 
равнод%лящихъ, соотвЪтствующее уравнен!ю (17): 


(ад: + аб) — 2 (и — и) зу — (в + ав) —0 (19) 


Если данныя уравнешя будуть двЪз мнимыя сопряженныя прямыя, то рав- 
нод%ляциая будутъ дЪйствительныя. 
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$ 177. Если уравненйя: 


будуть точки, то уравнение: 
202? -- Зи ху -|- а5у? =0 ° (20) 
будеть представлять двЪ точки, коихъ уравнен!я будутъ: 
х—6у=0 ‚, х— бу =0 


если иж и а› суть корни уравневя (20). 


Задача. Найти уравнеюте точекъ дфлящихъ ‘разстоян1е между точ- 
ками (20) пополамъ? 


Рьшене. Точка дЪлящая внЪшне это разстояюте находится на без- 
конечности. 


Услове, чтобы точки: 
д—шу=0 ‚, х— шу=0 (21) 


были сопряженно-гармоническя съ точками (20) есть: 
] 
52 По (ул -- (2) (а, -- 2) -Е в =0 (22) 


Если эти точки суть равнодфляция, то одна изъ нихъ, наприн%ръ вторая, 
должна находится на безконечности, а слфдовательно ея уравнене должно 
быть: | С 

д — у=0 


т. е. и, =1. Въ силу чего услове (22) дЗлается: 


_ моб + 0@ +9) ам =0 


откуда имемъ: . 
ао -Р (м Па а =0 
ИЛИ: 


(На) ш -На + а =0 
х | Ре 
зам шая 4 черезъ к ‚ найдемъ уравнене искомой равнод$лящей: 


(ша) и у=о с (2) 
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Задача 1. Даны уравнен1я двухъ точекъ: 

их ау =0 , Вх Ьу=0 
найти уравненле равнод$лящей? 

Рюшене. Какъ второе р5шеше задачи о прямыхт ($ 176). 

Отв. (6, -- 6 а, -- 2.6.) ® - (6, -- Ба, - За )у =0 

Задача 2. Найти выражеве для ангармоническаго отношен1я четырехъ точекъ: 
их — ау =0 , вл Ву =0 
сх -- су =0 , а4х--ау=о0 

Рушене. Если сравнимъ эти уравнен1я съ уравненями 8 145, то найдемъ: 


А, ее 3 4 А. = 7 Е Са: = оС1 . 6901 — бое: бес | (24) 
А, ых А № = № о@1 — а; 4,61 = 160 


Если это отношене равно — 1, то точки будутъ. гармоническая; 


Задача. Найти услове, чтобы точки: 
902” -- 21 ху -- а3у* =0 , 617--26 ху -|- 65 =0° (25) 
были сопряженно-гармоническия? 


Рьщене. Если корни перваго уравнения назовемъ черезъ }\, А, а 
втораго черезъ ^., А., то надобно только найти услове гармоничности че-_ 
тырехъ точекъ: 


#—\у=0 ь 2 — Лзу =0 
— №у=0 , д— у =0. 


Но услоше гармоничности этихъ точекъ есть ($ 146): 
В - 23 | 
МА, — о (№ + 2») 8 -- ^4) ;" № =0 


Но изъ’ уравненй (25) имфемъ: 


а: 6 2а 26 
а р 3 `4 Ь ) | 2 о 3 3 не 4 Ьо 
слЪдовательно услове гармоничности будетъ: 
сб -- 26, — 26 =0 (26) 


Примтръ. Цоказаль, что уравнешя: | 
2? -- у? =0 , 2-2 ху — у, =0 


представляють гармоническая точки. 
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Задача. Найти зависимость между коэфищентами уравнен1я четвертой степени, 
чтобы точки, которыя оно представляетъ, были гармоническия? 


Риценде. Пусть данное уравненте будеть: 
а, -- За, 2^у -|- ба,л?у? -|- 4азхуз -|- вау“ —= (27) 
Уравнеше взято съ бивомальными коэфищентами. Пусть его корни будуть «, 9, 3. 04, 
то уравнешя точекъ, которыя представляетъ уравнение (27), будутъ: 
х— ву =0 ‚, х—ху=0 ‚, х—ду=0 , дд. =0 
Чтобы этн точки были гармоническя необходимо имЪть: 


: р 
10 — э (жа- 92) (з + о) —- 9:04 = 0 


Но такъ какъ три точки опред%ляютъ четвертую гармоническую, а соединев1й изъ 
четырехъ точекъ потри есть три, то мы должны имЪть еще сл$дующия уравненя: 


(10 — . (ви - аз) (25 -Е а) -- 20. =0 


дз — (а Е аа) (вл Е ва) ван = 0 


первое уравнен1е можно написать въ форм$: 
2 (бло Е 2.) — (ал: -- добз Е аа. - жи.) =0 


Но мы знаемъ, что: 
ба. 


” (192 -- 9, 3 —- 0154 = 023 -|- 204 = Из =- а, 


подставляя вм ето: 
наз хз: Е баба -- боба 


его величину изъ предъидущаго тождества, найдемъ: 
а, (аи, - за) — а, = 0 
Точно также найдемъ и для остальныхЪ двухь соединений: 
ау (лов -- 02а.) — 24 = 0 
о (ила Е 203) — 2а: = 0 
перемножая  ОхУЧимЪ симметрическую функцию корней уравненя, которую легко 


вычислить въ коэфищентахъ: 
Это и есть не только необходимое, но и достаточное условие для гармоничности че- 
тырехъ точекъ, выраженныхъ уравнешемъ (27). | 

Задача. Найти зависимость между коэфищентами уравнен1я 4-0й` степени, 
чтобы точки, которыя оно предетавляетъ, были экыангармоничесяя? 

_ Рищене. Пусть данное уравнене будетъ: 
‘ з 
ал —- 4а зу -- базл?у? -- Аа, туз - му =0 — (29) 


—- 
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Въ $ 95 мы назвали эквангармоническимь такое положене четырсхъ точекъ, при 
которомъ три основныя ангармоническля отношен!я равны, т. е. когда; 


(абе@) == (ас@б) == (ас) 


Въ этомъ случаф ангармоническое отношене есть одинъ изъ мнимыхъ корней урав- 
нен1я 23 —- 1=0. 


Если экнангармоническя точки представляемыя уравненемъ суть: 
Хх —0у=0 ‚, 4—4.у=0 ‚, 1—0: =0 ‚, х—у=0 


то мы должны имЪть: . 


—— 


ОН г (. 0 ры 0. 01 та и 0 3 (7 
0 — м фи фа ‘9, 
равенство третьяго ангармоническаго отношен1я (46с) есть сл детв1е равенства пер-. 
выхъ двухъ. Предъидущее уравнен1е можно написать въ форм$: 


(4 — 08) (2 — в.) __ (м — 94) ( — в) 
(и — 4) (% —,) (и — 4) (а, — вы) 


ИЛИ: 
(% — 9.) (и — 93) (а, — 4) (из — 24) -- (2 — 04)" ( — 03) =0 


Это уравнене посл перемноженя будеть симметрическая функшя корней даннаго. 

уравнен1я, слЪдовалельно легко можеть быть вычисленна въ функщи его коэфищен- 

товъ, & именно: 
а — Ааа, —- За*, = 0 (30) 


$ 178. Легко видфть, что уравнения: 
ох” -|- За ху -- ау? =0 , 62? -- 2 ху- ву? = (31) 


402? -- 24 ху -|- ау? —- ^ (622 -- 3 ху у?) = 0 (32) 


ГгдВ ^ можеть получать всевозможныя значешя, представляютъ рядъ то- 
чекъ образующихъ инволюцонный рядъ или инволюц!1онную связку пря- 
мМыЫХЪ ЛИНИЙ. 


Въ самомъ дЪлЪ, пусть: 
ах? —-- З6ху -- су? =0. (33) 


будетъ пара точекъ сопряженно-гармоническихь _ къ обЪимъ парамъ то- 
чекъ (31), то мы будемъ имЪть (5 177, 96): 


об -- аа — 246 =0 , Бе Ба— 266 =0 ° (34) 


Легко видЪть теперь, что точки (33) суть сопряженно-гармоническя и 
каждой парЪф точекъ (32). Въ самомъ дЪлЪ, легко видЪть, что услове: 


(ао Е де + (а + №) а—2 (а Е) =0 
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удовлетворяется независимо отъ », такъ какъ его можно написать въ 
- форм: | 
СС —- Со 4 т 26 — А (ос —- 65а ее 26, р) == -() 


‚которое удовлетворяется въ силу (34). 


Чтобы получить двойныя точки (35) этого инволющюннаго ряда на- 
добно исключить а, В, с изъ уравненй (33) и (34), что даеть: 


Ре 
@ — а} чо | = 0 (35) 
1 


ГЛАВА ХИ. 
Трилинейныя координаты. 


$ 179. Мы видфли, что когда точка дается координатами, т. е. двумя 
уравненями, то прямая литя дается уравнешемъ, и, обратно, если прямая 
лин!я Дается координатами, то точка дается уравненемь. Въ первомъ 
случа мы будемъ говорить: координаты точекъ, а во второмъ координаты 
ЛИНИЙ. 


Въ $ 36 мы видфли, какъ преобразуются координаты точекъ. 


1. Когда координаты переносятся, оставаясь параллельными; если 
назовемъ старыя координаты точки черезъ х и у, новыя черезъ х иу, . 


координаты новаго начала назовемъ черезъ а и 6, то мы имЪемъ: 
х=а-х , у=Ь-у 

откуда: 
я =я—а , у=у— В 


2. Если начало, оставалось тоже, а поворачивалиеь оси на уголь 
и, то мы имфли при прямоугольной систем$: 


= 60а —узшя ‚, у=хзта Ру 054. 
откуда: 
] 


д =1603а + узша ‚ у == — хзта-- усо0з& 
3. Если при поворачиваюи осей переносится и начало, то мы имЗемъ: 


к д =а-- < соя Рузша ‚, у=Ь-- узта-Ру воза 
откуда. | : | 


д = (1— а) 05 о -- (у—6)зша ‚у —— (#—а) 81: &-|- (у — 6) с05а 


ГЛАВА ХП.—ТРИЛИНЕЙНЫЯ КООРДИНАТЫ. 175 


4. Накопецъ, самое общее преобразован!е дается формулами (4) 8 36. 


__ 2810 — а) -{- узт (0 — В) 4 эта гузшр о 
51 9 и 511 6. 


Таковы формулы для преобразовав1я координатъ точекъ. 
180. Посмотримъ, какъ преобразуются координаты ливйй. 


. Если хи у суть координаты тонки, то ея уравнеше ($ 62, 2) 


; 


| 
ди 


перенесемъ начало координатъ въ точку (а.6) и означимъ новыя коорди- 
наты точки черезъ (х,у’), то: 


будетъ: 


д =а-нх ‚| у=б у 


подставляя въ предъидущее уравнене, найдемъ: 
25 фт ы 1—0 


Е =. 
иЕы НИЕ 


ИЛИ. 


если &, м будутъ новыя координаты "лини, то: 


т Ки 
аё -- в 1 | РТ 1 
опредЪляя изъ этихъ уравневй & и 1 черезъ & и т’, найдемъ: 


„4 ; :1 


5 и 


РИРЫЧТ!, "Е 


(2} 


таковы формулы для преобразования координатъ ливй, когда переносится 
начало, неизмЪняя направлен1я ВИН, 


Легко видЪть, что: 
И 6% 1=0 


есть уравнен1е новаго начала. 


2. Оставимь начало тоже, & поворотимъ координаты на уголъ а, то: 


| 


дз -- уч 1= (2'соза — у зто) $ | (та -- у’ с059) я -- 1=0 
ИЛИ: ре 
2 (ева -- ча) Гу (Ява -- 16083) -71—0 


Если новыя координаты зы будутъ & м, то: 


р фына- изшя , ч=— &5ша -- 16059 
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откуда: 2 + 
= с03а—тзшо ‚, == зто -- 1 с03 а 

3. Совм$стное преобразоване, поворотъ координать и перенесеше 
начала, даетъ: 


ЕН ут - 1== (7 с083х — узта)& -- е эт @ -- у с03а) щ -- а 6 + 1=0 


обозначая новыя координаты черезъ Ё, у’, найдемъ: 
ь —_ 56089 Гуа | ‚_ — 6511 -- 1 с054 
аб --- м -- 1 не аё —- м1 

откуда: 
__ Е с089 — '5Ш а 

— (ас05а -- 69а) 5-Е (азша — 66059) м’ -Е 1 
^% "зша -— 1'с05а 
И (асоза -|- бзш а) 5 -- (азта — Феоза) 1 


Таковы формулы для преобразован1я координать линй. Изъ формы этихъ 
уравненй видимъ, что онф имЪютъ характеръ отличный оть координатъ 
точекъ; между тЪмъ по аналитическому смыслу онЪ должны бы имЪть туже 
форму и характеръ, такъ какъ мы уже выше показали, что между точкой 
и прямой лишей н$фть разницы въ аналитическомъ смыслЪ; причина этому 
та, что декартовы координаты суть трлько частный случай болзе общей 
системы, которая называется трилинёйной (“Причина этого заключается 
еше въ томъ, что мы относимъ, какъ положене точки, такъ и положенше 
прямой, къ двумъ прямымъ, а сл$дуеть относить положение прямой къ 


7х 


ДВУМЪ ТОЧкамъ. 


Въ трилинейной систем координатъ такая взаимность является сама 
собою и формулы для преобразованая въ обфихъ системахь тождественны 


по форм$. са 
Ен 

$ 181. Возьмемъ три прямыя лини, образующая треугольникъ, пусть 
ихъ уравненя будуть: | 
1) ит--Ьу--а =0 
2) ах -- у -- с› =0 (3) 
3) азх -- 6зу -- сз =0 
Такъ какъ эти три прямыя образуютъ у одьниЕт, т. е. не перес$каются 
въ одной точкЪ, то опредЪлитель: 


а в с 


& = Со [р Со - 9. 


-| @3 63 сз 
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Означивь миноры этого опредфлителя черезь 41, В, С; А», Вь, (5; 
Аз, Бз, Сз, уравнешя точекъ (2,3), (1,3>, (1,2), т. е. вершинъ треугольника, 
будуть ($ 71): 

(2,3) 4.5 - Вч- С; =0 


(1,3) А.Е + Вя- С, =0 (4) 
(1,2) 435 -|- 6% 0. — 0 


Положене каждой точки въ трилинейной ‘систем координатъ, отнесемъ 
къ тремъ прямнымъ (3), а положене каждой прямой къ тремъ точкамъ 
(4), т. е. къ вершинамъ треугольника, который называется хоординат- 
ным. 


Пусть разстояня, какой-нибудь, точки (х,у) на плоскости отъ ето- 
ронъ координатнаго треугольника будутъ 71, ро, рз (фиг. 89). 


Эти три элемента, состоять, очевидно, въ извЪетной зависимости, такъ 
какъ для опредзленя положеня точки относительно координатнато треу- 
 ТОЛЬНиИка, достаточно. двухъ изъ нихъ, сл$до- Фиг. 89. 
вательно три элемента будутъ равносильны = 
двумъ, если мы будемъ принимать во вни- 
мане не ихъ величину, а только ихъ отно- 
шения. Такъ какъ координатный треуголь- 
НИкъ данъ, то можно всегда опредЪлить 
точно и числовыя величины элементовъ д, 
ро, 03, НО ВЪ эТОМЪ, ВЪ трилинейной системз 
координатъ, не представляется надобности; 
даже вмЪето разстояй 7, 22, 03 можно брать разетояюмя точки Въ 
произвольномь направлени, т. е. помножить 171, 20, 03 на постоянные 
коэфишенты, напримЪръ, Ал, Ао, Ка. 





х 


Если означимъ черезъ хм, х, хз таюмя величины, что: 
д = ›‚, 4 ==рэ) , дз = ра 


гд№ р есть коэфищентъ пропорщюональноети, совершенно произвольный, и 
примемъ ал, 25; 23 за координаты точки (х, у), то трилинейныя коорди- 
наты точки будуть: три числа имъюиил между собою отношеня равныя 
оинощенямь разстоянй точки оть сторонь треуюльника, помноженныль, 
каждое, на произвольный, но постоянный коэфищенто, т. е. отсчитивае- 
мыя въ произвольномь, но постоянномъ направлении. 


Легко видть, что уравнеюя сторонъ координатнаго треугольника 


будутъ: | 
(1) ж==0 , (2) 42=0 , (3) 2:==0 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРТЯ. 12 
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а координаты вершинъ: 
(1,2) ж==0 , х2==0 ; (1,3) м =0 ‚ 23 =0; (2,3) л==0, дз =0 


Въ этихъ трехъ случаяхъ, въ первомъ 4, Во второмъ 52, въ третьемъ 21, 
могутъ имЪть совершенно произвольныя величины, исключая нуля. Точно 
также мы опредзлимъ трилинейныя координаты лин: Пусть 9, до, 93 
будутъ разстоян1я прямой, данной координатами &, т, отъ вершинъ коор- 
динатнаго треугольника, пусть эти разстоятя будутъ отечитыватьея не по 
перпендикулярамъ 01, 4 43, а въ извЪстномъ опред$ленномъ направлении, 
каждое, т. е. 9, 02, 98 помножаютея на коэфищенты №, ^., Аз. Если черезъ 
51, Е, & назовемъ тавля величины, что (фиг. 90): 


081 == ФА ‚ бе = № , 063 = Аз 


и назовемъ &, &, & координатами прямой (&,7), то трилинейными коор- 
динатами прямой будутъ: три числа имъюийя, между собою, отношенля 

Фиг. 90. равныя отношенямь разстоянй пря- 
мой оть вершино трелольника, помно- 
женныхь, каждое, на произвольный, но 
постоянный коэфищшенть, т.е. отечи- 
тываемыя въ произвольномь, но посто- 
янномь направленти. 





ЧМ, _ Очевидно, что: 
р в _ _ суть уравнетя вершинъ треугольника, а: 


& =0 . ба = 0 . 6, =0 , 63 = 0 , бо = 0 , 68 =0 


суть координаты сторонъ треугольника. Въ каждомъ изъ. этихъ трехъ 
случаевъ: въ первомъ &, во второмъ &, въ третьемъ &, могутъ имЪть 
произвольныя величины, исключая нуля. 

< 182. ОпредЪливъ, такимъ образомъ, трилинейныя координаты точки 
и прямой, мы будемъ имЪть, если напишемъ уравневя (3) и (4) $ 181, 
въ нормальной формЪ: | 


о _ С, 
ры ыы ТНУ да. 416 -- Вим 
О рай И а?, 52, Е 191 `` був. ь 
ож» = рой» = № и Ё, = \. 9, = в 4,5 -- В. Г © С 
мк Ст 


А: -+ Бут -- _Сь 


6 
ыы Е т. а В: 
_ У 


И --?, 


р" — 
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Такъ какь Ё и ^ суть величины совершенно произвольныя, то мы 
можемъ ихъ такъ выбрать, чтобы: 


бал - 642 -- &8 =82-- чу -Ё 1==0 
то есть, чтобы уравнен1я прямой или точки представлялись въ форм: 
512, -- 6522 -- бзаз =0 


Если это прямая, то ея координаты &, &, 63; если-же это уравнене 
точки, то ея координаты будуть дл, 42, 23. 


Для этого положимъ: 
Г == Иа? -- 0? ) о рр Иа. -- [. ; Ёз —— у 973 | 623 
М =0, 5 Л» == (2 3 Аз == Сз 


а общий дълитель и 2-12 введемъ въ коэфищенть пропорщональности 
с, что даетъ: 


од = @1% -- у -: С С, = 4.5 -- Ви + С, 

2 ай 
ож, = а -- бу | © 968 = 4,5 + Ву - С, (5) 
р2з = 432 -- 639 - 6 | 063 = 436 + Ву - С 


таковы формулы, служапля для перехода отъ трилинейныхъ координатъ 
къ декартовымъ. Если эти уравненя р5шимъ относительно х, у, то най- 
демъ формулы для обратнаго перехода, отъ декартовыхъ координатъь къ 
трилинейнымъ: 





„ — Аа 2 Аза, 2 434% Пре" _ мб, + аб, + 6 

Сы, -- Сы, -- Са са: -- С» - сб 
у = Вл, -- Вх, - Б.х | я = 6:5, +5, 

С: -- С.» -- (3223 С С — ©. с 5. 


‚ Легко теперь видфть, что: | 
об (бл, -- 6525 + 23) = В (6 Ну) =0 
СлЪдовательно равно: 
а Е Ель -- у =50 


есть совмЪстное представлеше прямой и точки, т. е. что точка скользить 
по прямой, коей координаты &, &, &, или, что прямая вращается около 
точки, коей координаты суть #1, 2, #5. 

12* 
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Изъ всего сказаннаго выше видно, что въ трилинейной системЪ ко- 
ординатъ существуетъь полная соотвЪтетвенность: 


Положен!е точки опред$ляетсл, от- Положен1е прямой опредфляется 
носительно сжторонь координатнаго треу- | относительно вершин» координалтнаго треу- 
гольннка, разстоявями ел, отечитывае- | гольника, разстоявями ея, отсчитывае- 
мыми въ изв5етномъ, опредфленномъ на- | мыми въ изв стномъ, опредфленномъ на- 
правлении, отъ сторонъ треугольника. правлени, оть вершинъ треугольника. 

ВелЗдетвьи этого формулы (5) и (6) для преобразовании тождественны 
по форм$. 

< 183. Остается показать, что система декартовыхъ координатъ есть 
частный случай трилинейной. 


Для этого преобразуемъ координатный треугольникъ въ другой, въ 
которомъ бы стороны 2х =0 ий 4 =0 были перпендикулярны, что легко 
дЪлается простымъ преобразованемъ (фиг. 91). 

Пусть хи у будуть разсетояюя точки О отъ д =0 и оть 426 =0; 
пусть р будетъ ея разстояне отъ стороны х.==0, то мы будемъ имЪть, 
если 4 будетъ разстояне стороны 13 =0 оть вершины & = 









Фиг. 91. о = 5% , 642 == , ру == р 
$ 
Полагая А; —=1, А. =1, Аз =—, най- 
Ч 
демъ: 
У к ве 
3. р —=х ,‚ рд=уУ , АН 
г = 
3 " Положимъ теперь, что сторона 1. =0 уда- 


ляется неопредЪленно на безконечное разстояне, оставаясь параллельна 
сама себЪ; въ этомъ предположения о, очевидно, будетъ стремится къ еди- 


НиЦ$ И ВЪ предл мы будемъ имЪть т 1, откуда: 


р = ,‚ 022=9 , р8=1 


поэтому, чтобы перейти отъ трилинейной системы координатъ къ декар- 
товой надобно только положить въ уравнении: = 


512 -- 6222 -Е 623 == 0 
помноживъ его на р, 


р - У. _ хз =1 


ях -- бу -- 63 ==0 


что даетъ: 
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Въ которомъ, если положимъ, умноживъ на о, 


08 = ) с = ) 03 =1 


5 -- у--1=0 


найдемъ: 


т. е. координаты & и &› дфлаются координатами прямой. Теперь видимъ 
къ какому замЪчательному результату мы пришли, взявъ ($ 62) за коор- 
динаты прямой не отрЪзки, дЪлаемые ею на координатныхъ осяхъ, а ве- 
личины обратныя этимъ отрЪзкамъ, взятыя отрицательно; 


* 184. Такъ какъ хуи 9 въ трилинейныхъ координатахъ суть 
линейныя функщи съ общимъ знаменателемъ, то степень уравнен1я отно- 
сительно перем$нныхъ не можетъ ни повысится, ни понизится введенемъ 
новыхь перемнныхъ, но характеръ уравненя, этимъ введетемъ, изм%- 
няется: оно дЪлается, по приведени къ одному знаменателю, однороднымъ 
между тремя перемЪнными. 


Такъ, напримВръ, уравнение второй стегени: 
Ад? -- 2Вху -- Су? - 205 - 2Еу-- Е=0 


если вмЪсто хи у поставимъ ихъ выражев1я (6) $ 182, по приведеши 
къ одному знаменателю, длается: 


122” ра ах? —- аззх? —- Зала» Е 201321 23 -- 24235043 = 0 


$ 185. Одно изъ самыхъ замчательныхъ уравнеюй прямой, которое 
играетъ весьма важную роль въ изелЪдоватяхъ свойствъ кривыхъ линий, 
есть уравнение, полученное, приравнивая нулю знаменатель первыхъ двухъ 
уравнений (6) 5 182: 


Ста -- С5ха -- Сз =0 (7) 


для всЪхъ точекъ этой прямой (7), и только для этой, мы имЪемъ х== оо 
И у== со, слЪдовательно на ней находятся всЪ безконечно удаленныя 
точки на плоскости. Мы будемъ называть эту прямую безконечно-удаленною. 
Введевне этой прямой ВЪ изелъдован1я свойствъ кривыхъ лин! даетъ воз- 
можность выразить много предложен, перенося на эту прямую разеуж- 
денл, какъ на прямую, находящуюся дЪйствительно передъ глазами. На- 
примфръ, изъ этого вытекаетъ, что всякая прямая, какъ мы уже выше 
упомянули, имфетъ только одну точку на безконечности, такъ какъ двъ 
прямыя могутъ ‚пересвчься только въ одной точк%. 


\ 
6 186. Остается показать, какъ реобразовать одну систему трили- 
нейныхъ координатъ В другую также трилинейную. Пусть ж, 2, 23; 
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51, &2, &» будуть координаты точки или лини въ одной системЪ, а/, Уз, Уз; 
\1, 1, Из, Координаты точки или лини въ другой системЪ. Пусть уравне- 
не прямой лити въ первой системЪ будетъ: 


5 -[ 6222 -[ 632: =0 (8) 
а во второй, той-же прямой: 
719 Г 95а -Г Уз =0 (9) 


Координаты у, у, уз второй системы должны быть линейныя функши 
 координатъ первой системы; пусть онЪ будуть: 


ру: = ай -- 91223 -Е 91323 | 
22 — аа -[ 42225 -- 42323 (10) 
руз = аа + азота - азз2 
Если эти выраженя подставимъ въ (9) и сравнимъ съ (8), то найдемъ: 
681 — @111, -- ат -[ @з1з 
02 = @1э\, -- ато -Ё @323 (11) 
063 = аз, + 92318 — 43313 
Составимъ опредЗлитель изъ элементовъ: 
1 5 @ $, @з| 
1 ‚ @2 , @3 = В (12} 
@1 › @з2 433 


онъ не долженъ быть равенъ нулю, ибо въ противномъ случа прямыя, 
образующ!я второй координатный треугольникъ, пересЪкутся въ одной 
точ. Если миноръ соотв$тственный элементу сих назовемъ черезъ Д.к, 
то изъ уравнешй (10) и (11), найдем: 


вал = Ау + Ану -- Аз Уз 
раса == Ау: -- 45292 Г Азоуз (18) 
[+473 == Ал зу, -- Азур» -- АззУз 
Е Ав и Ай, не Аз 
УПа = А -- ды, -- 45388 . (4) 
Уз = = Аза --. +3 -- 43363 
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Изъ уравневй (10) и (14), (11) и (13) ясно видно геометрическое зна- 
_чеюме коэфищентовъ подетановленйй нь, Ак. Въ самомъ дЪлЪ: 


у =0 ) уз = 0 ; уз = 0 11 —0 ‚ 12 =0 ‚ Из =0 


суть уравнен1я сторонъ и вершинъ втораго координатнаго треугольника, 
отнесенныхъ къ первому. Эти уразненя суть: 


сторонъ: вершинъ: 
94121 —- @1о2 —| а 323 = 0 Аа, + А о6 -- 4:36: =0 
01 © -- Яо -- Чз20з = 0 АЕ, -- Аз 63 -- Аз =0 
аз -- азам -Н @зз: = 0 Аз161 НЕ Аз. т Аз Е; =0 


откуда видимъ, что координаты: 


новыхъ сторонъ: | новыхъ вершинъ: 
1 ›‚ @:2 у 013 Ак , Ар , 4; 
Ч у 2 95 42 Аз , 4» , 4» 
@31 5 @32 9 03 А ‚ Ар , 4 


Уравнен1я сторонъ и вершинъ стараго координатнаго треугольника, отне- 
сенныя къ новому, очевидно, будутъ: 


старыхъ сторонъ: старыхъ. вершинъ: 


А: у, -- Ау» -- А: =0 с -- 45112 -Е Я о 
4:9; -Е Ау» -- 42: = 0 . О -- аа -{ 43213 = 0 
Аз, + Ау, +- Аззу: = 0 а - аз» + аз: = 0 


Откуда видимъ, что координаты: 


старыхъ сторонъ:- старыхъ вершинъ: 


Ан ` Ал 4 _ бт @л 4; 
А), А» Ау _ 12 @2 @зо 
Аз А Аз | Ро 43 003 @33 


Новая система координатъ, т. е. трилинейная, въ особенности удобна для 
изслёдовавй, въ которыхъ идетъ ло 0 положении, а не о числовой за- 
висимости, поэтому тамъ гдЪ будуть изелфдоваться теоремы относительно 
положевй, мы будемъ всегда прибЪгать къ этой \ систем координатъ.\ 

у 187. РЬшимъ еще слБдующие вопросы въ’этой системЪ координатъ. 
Найти уравневе прямой, а Найти уравнен1е ТОЧКИ ма Двух 
черезъ точки: . прямыхъ: 


(ул, Уз, уз) $ (21, 2%, 23) (', 2, \з) 5. (С, а (3) 


_184 


Пусть 21, х., хз будуть скользяпия коорди- 
наты прямой, то ея уравнене будетъ: 


б.аа + бо -- 2 —=0 
Но данныя точки находятся, по услов1ю, 
на, прямой, слфдовательно мы имфемъ: 


а -Е бу» -Е 6: = 0 
Сие - 522, + 23: = 0 


Откуда уравнене искомой прямой будетъ: 
1 о 53 


3 3 


У у У › \| =0 
о в, 4 
Легко вид ть, что: 

координаты прямой (15) будутъ: 


СБ, — 9:23 — #293 
(16) 


сб, — 939: — 23/1 


| об; — 912. — #14. 


(15) | 


ГЛАВА ХИ.-—ТРИЛИНЕЙНЫЯ КООРДИНАТЫ. 


Пусть координаты, вращающейся прямой 
около искомой точки, будуть 61, &, 6, то 
уравнен1е точки будетъ: 


да, -- х.в, | 236: =0 
Но точка находится и на данныхъ пря- 
мыхъ, сл$довательно мы имемъ: 


2:01 -- 2 Г 231: = 0 
2.6: -- 2.6, -- 2363 =0 


Откуда уравнеше искомой точки будетъ: 





= ) = 3 = 

у 1 5 "3 —=0 (15') 

р, 6, | 
координаты точки (15’) будутъ: 

024 = 63 — 6. 

ох, —= "зС: — 63'1 (16') 


623 — 16 — 1 


Уравненя (15) и (15') можно разложить на слЗдуюпая, которыя представляютъ съ 
иомощью параметра /, или скользящую точку по прямой или вращающуюся пря- 


мую около точки ($ 73): 


Скользящая точка: 


ра, = у. - Ал, 
0%, — У> и (17) 
0%; — Уз - № 


Вращающаяся прямая: 


СЕ, и -- АС, 
05, = 42 -- Аб (17') 
0ёз = 3 -- Аб 


Эти уравнев1я получатся изъ (15) и (15') если въ нихъ элементы третьей 
горизонтали помноживъ на), сложимъ съ элементами второй и приравняемъ 
элементамъ первой, помноженнымъ на коэфищенты пропорцональности 
ри 6. 

Помножимъ уравневшя (17) на &, 6, &, а уравневя (17') на дл, 2, 23 
и еложимъ, то найдемъ: 

ААА, =0 

Это уравнене одной изъ скользящихъ 
точекъ по прямой (15), гдз: 


в = у: + у, + Уз 
А, = 2.6, Ч 2, + 2 | 


А АА’, = 
Это уравнен!е одной изъ вращающихся 
прямыхъ около точки (15’), гдЪ: 


А’ = 12 -- 22 -Ь 33 
А’, = ба -- бы, -- (253 
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Параметръ ^, помноженный на нЪкоторый коэфищентъь имфетъ тоже гео- 
метрическое значенте, какое. онъ иметь и въ прямолинейной системЪ коор- 
динатъ, въ чемъ легко убфдиться изъ уравненй (17) и (17) и (6) 5 182. 
Изъ нихъ мы имЪемъ: 


\ 


__ Ча -- 452. в Азиз (а Аза, Ал) 
(1 у -Е Сэуз (уз --А(ааА- (2 —' Сз2з) 


ь Ву -- Ву Ваз -- АСВа-- В, -- Вз2з) 
Су: -- С5уз Сзуз\; \ АСС: 71 т була -- Сзёз). 


ит-- ата -- аз -Н Ха а 4, - азбз) 


а и] 


о И -- С - 63 -- ы и Сб м сзбз) 


_ Ыи-Е Выме - бв\в -Е + -- 6265 -- 6568) 

сути -Е са Е сз\з Е А (с У Сб сба сз). Сзбз) 
Откуда уравненя скользящей точки (х, у) ыы вращающейся прямой (5, 4) 
будуть имЪть форму: 


гд$ РиО сть линейный функции отъ (Ё м), ‘а Ви линейныя функщи 
отъ 2,у. Такъ какъ ти уравнетя въ хекартовуй системЪ линейны отно- 
сительно параметра м то изъ этого и слЪдуеть его геометрическое зна- 
чеше.. д 


Изъ этого Заключаемъ, что вс выводы, основанные на геометриче- 
скомъ значенш/ параметра \, не зависять отъ системы координать; веЪ 
теоремы отнбсительно ангармови и проэктивности сохраняютъ тЪже ана- 
литическля выражезля.. 

3 188{ Примъчие. Первый зародышь трилинейной системы коорди- 
натъ заключается въ предположенши, что уравнене всякой прямой можеть 
быть выражено съ помощью уравненй трехъ прямыхъ, не пересъкающихся 
въ одной‘ точкЪ, а уравнен1е точки можетъ быть выражено съ помощью 
уравнен!й трехъ точекъ, не лежащихъ на одной прямой лини. 


Пусть будуть уравневля трехъ данныхъ: 


прямыхх:  точекъ: 
т бу - с, =0 АЕ Ви (, =0 
аз - у ©, = 0 (18) АЁ-+Вя-+6=0 = (18) 
ауд -- зу -- в =0 435 - Вт - С: =0 
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& уравненя, какой-нибудь, четвертой: 
прямой: | точки: 

ах буре =0 (19) А+ В С=0 (19') 
ПомножимЪъ уравневля (18) на неопредЪленные множители \, ц, у, а урав- 
нев!я (18’) на ©, 9, ® и, сложивъ, приравняемъ уравненямъ (19) и `(19'), 
найдемъ: ‚: 


Х (а, ыы Ре) о (4.5 + Ви С) 
к авы |) + (4. + Вл + 0,) + 
у (а; Е ву Е в) = | 6 (Азбз Е Взм - С) = 
_ =а-Нуе=0 = А -- Вч с =0 
Откуда, приравнивая коэфищенты при д, у и 6, т, найдемъ: 
а -- аз. азу = а | Ао -- 4,5 + Аз = А 
А В. {- ву =5 (20) В,2-+ В,5 + Ви=В — (20’ 
СА - сом, Е 63% = с | Со -- (46 (0 =С 


Такъ какъ, по услов1ю, данныя прямыя не пересъкаются въ одной точкЪ, 
а данныя Точки не лежатъ на одной прямой ливши, то изъ (20) и (20') 
Си уро, ® МОЖНО опредфлить; слфдовательно прямая (19) и точка 
(19’) выразятея въ формахъ: 


Аж -- 1.25 ух: =0 | сё, -- 05, -- 053 = — 


гдЪ м, 42, 23; &, &, & суть чиеловыя значевя уравневий (18) и (18’), 
когла въ нихъ подставляются координаты точекъ вн прямой и коорди- 
Наты прямой внЪ точки. СлФдовательно ихъ геометрическое значеше тоже 
что и въ трилинейной системЪ коордиватъ. 


ГЛАВА ХШ. 
Инвар!анты и ковартанты въ геометруи. 


9 189. Методъ координатъ Декарта или обобщенный методъ трили- 
нейныхъ координатъ, съ помошью которыхъ изо дуются свойства кривыхъ 
лин, не есть н$что неразрывно связанное с кривыми линями, нЪчто 
необходимое, а есть инструментъ, которымъ отдлывается вещь-—это л%са 
при постройкВ здавя. Ни инструментъь съ вещью, съ. помощью котораго 
она была сдфлана, ни л№са съ здашемъ, съ Бды которыхъ оно было 
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выстроено, не имъють ничего общаго; вещь ед$лана, здан1е построено, 
инструментъ и л$са отбрасываются прочь—остается вещь и’ здаве. 


Такая вообще роль координатъ въ геометрии; съ помощью ихъ на- 
 ходятся свойства кривыхъ линй, которыя разъ найдены, —координаты 
отбрасываются прочь и мы имЪфемъ передъ глазами  образъ кривой со 
всЪзми ея свойствами, какъ здаве со всЪми подробностями, послф снятая 
лЪсовъ. | 


Свойства кривыхъ лиШЙ даются функшями, составленными, извЪет- 
нымъ образомъ, изъ коэфищентовъ уравнен!я кривой или изъ уравнен!й 
системы кривыхъ ливШй или кривыми литями, составленными, извзстнымъ 
образомъ, изъ перем$нныхъ и коэфищентовъ уравнемя ИЛИ уравневий; эти 
посл$ дея кривыя, такъ сказать, рождаются кривою, всегда ее сопровож- 
даютъ, т. е. выражаютъ извЪстныя ея свойства. 


Слово кривая или система кривыхъ лин мы здесь употребляемъ въ 
самомъ общирномъ смыслЪ, разумЪя и прямую или систему прямыхъ ли- 
ый, точку или систему точекъ. Свойства кривой или кривыхъ лин, вы- 
- раженныя извзетною зависимостью между коэфищентами уравнемя или 
уравнен!й, или между коэфищентами и перем$нными, не должны, по свой- 
ству координатъ, завиеить отъ системы координатъ, поэтому не должны 
измфнятся при переход отъ одной системы координатъ къ другой, а та- 
кой переходъ совершается линейнымъ преобразован1ямъ, и все изм$невте, 
‚которое могутъ потерпЪть тавя функщи, состоитъ въ прюбртени число- 
ваго множителя, зависящаго только отъ системы координатъ. 


Функщи, составленныя только изъ коэфищентовъ, имфюшая выше 
сказанныя свойства, называются инварзантами кривой или кривыхъ линий. 


Функци, составленныя изъ коэфищентовъ и перем$нныхъ, т.е. кри- 
выя лини, имюшая таюя же свойства, называются коварзантами Еривой 
или системы кривыхъ линий. 


3 190. Формою называютъ однородную, цфлую рацональную функцию 
нЪфеколькихъь перемзнныхъ, Двоичною формою называютъ форму съ двумя 
перем$нными, таковы: 


лбу , ао т 2 27 + 22° ‚ 0023 -Р За 29 -- Заоху? -- уз (1) 


ит. д. Это суть ДВОИЧнЫЯ формы первой, второй, третьей ит. д. степеней. 
Тавия формы изображаются символами: 


(20; м9, у) ) (ао, и, аб, у) (во, Ч, @3, аз Я, у) ит. Д. (2) 


Коэфищенты въ формахь а, и, аз,.... могутъ быть сопровождаемы, какъ 
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выше, бином!альными, численными коэфищентами. Формы о трехъ пере- 
мЪнныхъ называются ироичными, первой, второй, третьей и т. д. степеней. 
Такъ наприм$ръ форма: 


9112 -- @322?3 -- а332°3 Е 21212 -- Заза тз -- 2аа32.2з = 0 (3) 


будеть троичная отъ перемфнныхъ 21, 22, хз, второй степени. Двоичныя 
формы, приравненныя нулю, представляютъ систему точекъ или прямыхъ 
(8 173). Троичныя формы представляютъ кривыя; четверичныя формы пред- 
ставляютъ поверхности. Формы большаго числа перемзнныхъ не имЪютъь 
геометрическаго предетавлентя. 

Линейнымь преобразовантемь формъ называютъ преобразоване, въ ко- 
торомъ количества перем$нныя зам щаются другими линейно связанными 


съ первыми. Лвоичныя формы отъ х и у, преобразовываются подетановле- 
Нями: | 

1 1 1 
= , у=Щх--5у - (4) 


а“, В, 1, 8 называются коэфищентами линейнаго преобразован1я; опредЪли- 
тель, составленный изъ коэфищентовъ преобразовавя: 


В | 
В (5) 
к. 
называется  модулемъь преобразованля. 
Двоичная форма: 
Г (а, 1, Ч... Чт. 2, у) 
такимъ подстановлетемъ, преобразовывается въ: 
ГО Ао, А}, 45, о. © А»; 2’) и Г (о, О ,... › Чл, д, у) (6) 
гдЪ коэфищенты 4А., 4;.... суть функщи отъ коэфишентовъ 0, и.... И 
отъ коэфицентовъ преобразовантя &, В, 1, 8. 


Такъ, напримЪфръ, форма: 


02" -- 21 ху -[ аз? 

сдзлается: 

Ах --2 Ау’ -- Ау = 00? ху -|- ау? 

ГлЪ: 
Ад = 4007 -- 20 7 -- т" 


Ау = абв —- ОИ (и5 —- Ву) -- а (1) 
42 == ао8? | За, 5 - а8? 
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Преобразовате (4) геометрически представляетъь изм$неюме основныхъ то- 
чекъ или основныхь прямыхъ, т. е. координатъ. Основными точками или 
прямыми въ форм Р(а, м..., ак; 4,4) были х=0, у=0, линейнымъ же 
преобразоваемъ (4) эти точки или прямыя замфщаются другими х = 0, 
/ =—=0; старыя, т.е. х=0, у==0, выражаются относительно новыхъ урав- 
_невшями: 

од’ - Ву =0 , Ч-Гву =0 


Если р»шимъ уравненя (4) относительно х, у, то найдемъ, означая 
5 — Ву = А: 
Ах =5—Ву , Лу=— ао 


приравниваля эти выражевня нулю, найдемъ уравнения: 
0д—Ву=0 ,‚ | —ду=0 (8) 


которыя представляютъ новыя, основныя, точки или прямыя х =0 иу =0, 
отнесенныя къ старымъ. 


Линейное преобразование троичной формы: 


Г(ал, до, 23) == 159, Е ара -- аз32% -- 212 то -- Заза 23 -Г 2432073 
будетъ: 
: | 
о == 11 Рио Е из 


0% == 121 -- алож о Е воз з (9) 
В: — 21 -- Язоо -[ @33 23 
СлЬдовательно посл преобразован1я мы будемъ имЪть: 
(ет, хо, `&3) =[ (а, ть, 2з) 


ОпредЗлитель, составленный изъ элементовъ а: 


1 ›, 092 , ы 
1 , 429 ‚03 | == М (10) 
11 › 032 ‚у 033 





называется опредълителемь преобразованля. Его взаимный есть: 


| Ад ‚, Аж , 4|= А (11) 
Аа, 4, 43 
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Р%$шая уравнешя (9) относительно д; 2.5, хз, найдемъ: 


651 == Айя -Е 42122 8 Аз 28 
Ха == 4:2, -- Аз -- Азот (12) 
дз = А1за, + Аз - Аззтз 


Уравнения х; =0, 1, =0, хз =0 суть стороны координатнаго треугольника, 
сл довательно уравненя: 


91121 Е то -- изХз =0 
т - во - авхз =0 (13) 
9121 Е бзоХо -- 9ззХ 3 = 0 


суть уравненая тЪхъ-же сторонъ только отнесенныхъ къ новому коорди- 
натному треугольнику 2) =0, 2а=0, дз = 0. Приравнивая нулю урав- 
неня (12), мы найдемъ: 


Аа -- Ао Е Аза: =0 
Ато -- 4222 —- Ах: ==0 (14) 


Аз) -- 42322 -- Азз2з =0 


уравнен1я сторонъ новаго координатнаго треугольника, отнесеннаго къ 
старому (5 186). 


Въ параллель съ координатами 2), х., хз, часто преобразовываются 
другя координаты & & & въ 5! &., & уравнениями (10) и (11) 8 186: 


ИВТ == 04181 -- 2162 -- Озев | 
бо = лоб -- ый, ан | (15) 
63 == 01361 -- 42352 -- @ззбз 
такя координаты называются обратными 41, т, хз, откуда: 
Уб1 = 41151 -- 4126» - 4, 35’ 
УЕ, = Ат —[ 4262 -- Аз. (16) 
Убз = Аз 51 -{ 43255 -- Аззёз 
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координаты #1, 4, №3, ХТ, 2, 23; 5, о 53; = Са, бз» связаны, какъ 
извЗетно, уравненемъ: 


5 З бо н 6308 == 11 -- 62% -- 373 (17) 


Это уравнене представляетъ или прямую или точку, въ первомъ случа» 
д, 2, 23 суть координаты скользящей точки по прямой (17), а во вто- 
ромъ & & & суть координаты вращающейся около точки (17) прямой, а 
21, 2,3 координаты этой точки. Стороны координатнаго треугольника 
суть 2! =0, х.=0, 43 =0, а его вершины & ==0, & =0, 63 =0; х: =0, 
о =0, х.==0 суть уравневшя сторонъ новаго координатнаго треуголь- 
ника, а 61 =0, 6. =0, &:==0 суть уравненйя его вершинъ. 

$ 191. Сл$довательно линейное преобразоване формы соотвЪтствуетъ 
переходу отъ одной системы координатъ къ другой. 


Внутренн1я свойства системы точекъ или прямыхъ, кривой или сис- 
темы кривыхъ, поверхности или системы поверхностей, не должны зави- 
сить ОТъ системы координатъ, а зависятъ оть извъетныхъ связей между 
коэфищентами формъ. Эта связь, выражающая внутренн1я, прирожденныя, 
свойства формы не должна измЪнятея при переход5 отъ одной системы 
координатъ къ другой—координатная система это случайный придатокъ 
формъ. СлЪдовательно, для каждой формы должны существовать такя. 
функши, пфлыя рацональныя, которыя неизмфняются линейнымъ преоб- 
разован1емъ; все изм$нее, которое он могутъ претерпъть заключается 
въ пробр$теши числоваго множителя. 


Такъ, наприм$ръ, если форма будетъ: 


Г(ао, би, @2.....; 1, 22, 23) (18) 
то Ф(%, м, аз...) фунвшя коэфищентовь 0%, @, @....., которая въ 
линейномъ преобразовании имЪетъ свойство: 

Ф( Ао, Ат, Аз,...) == Д^Ф (а, Ч г.) (19) 


называется инварантомь формы (18). А есть опред$литель преобразо- 
вания (5, 10). 
Система формъ, имфющихь извЪстную зависимость между собою, 
имфетъ инварланты. 
Пусть формы будуть: 
В (а, а, @2,... 72, Я. .), [о (6, 61,321, Жо, ), [з (60 1, ++. >71, И, (20) 
Если зависимость между коэфищентами формъ будетъ: | 
Ф(А, А,,..., Во, В:,.., Оо, О — А^Ф (9, С...) Вы, Со Ст. .) (21) 


то это будетъ инварантъ системы. 
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— 


Рядомъ съ формою или системою формъ всегда существуютъ друг1я 
формы, имВюния необходимую связь съ данными, связь, которая не зави- 
ситъ отъ координатной системы или линейнаго преобразованя. Если такая 
форма существуеть для формы (18), то мы имЪемъ: 


Ф (А, Ау, жо... ) = А^Ф (а, а, ... М, 20,...) (22) 


Так1я формы называются ковалантами формы (18) или системы формъ (20). 


Наконецъ рядомъ съ формою (18) или системою формъ (20) сущеет- 
вуютъь формы характера (22), но въ которыхъ перемВнныя преобразуются 
обратнымъ преобразовашемъ въ то время, когда формы преобразуются 


прямо, т. е., если 1, 22, хз переходять въ #11, 50,..., То друмя пере- 
мфнныя &, &, 6: переходятъ въ &\1, &, &з3 (ем. 15, 16) и мы имфемъ: 
| С ее 
Ф (Ас, Ал... ; Е, бо ,..) == А^Ф (а, ,...; 1,62 ,..) (23) 


Такя функши называются хонтраковерлантами. 


Бываютъ формы, которыя заключаютъ и перем$нныя 21, 2%, #3,... 
и&, <, &...; первыя преобразуются прямо, а вторыя обратно; при та- 
комъ преобразовании форма имЪетъ свойство инварланта: 


Ф(А А м, Е,..) =. ААФ (в.а). т, 2,...Я, ба...) (24) 


такъ напримзръ форма: 
На + 62а - 64 (25) 


вовсе неизм$няется, т. е. числовой множитель равенъ единиц. Формы 
характера, (24) называются эвектантами. | 
_8 192. Пояснимъ сказанное прим$рами: 
Пр. 1. Лвоичная форма первой степени: 
ах -- ау = 0 (26) 
представляеть или точку на прямой, соединяющей основныя координатныя точки 
% =0, у=0 или прямую, проходящую черезъ перес$ченле координать х = 0, у =0. 
Очевидно, что эта форма не можеть имЪть инваранта нли коваранта, такъ какъ 
она выражаетъ только, что точка; или прямая существуютьъ. 


Пр. 2. ДвЪ двоичныя формы первой степени: 
иж -- ву =0 , бу ==0 (27) 
представляють или двБ точки на прямой х = 0, у =0, или дв$ прямыя, проходяпия 
черезь точку х =0, у=0. Коэфищенты а, а:, 6%, 8, могуть имЪть такую, между 
собою. зависимость, что точки или прямыя совпадаютъ. Это будеть очевидно тогда, 
когда, коэфищенты а, в пропоршюональны коэфищентамъ в, 6, т. е. котда; 


бб о 


ав, — а = =0 _ (8) 








0% 9 6, 
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Мы говоримъ, что эта функщя есть инвар1антъ (27). Въ самомъ дёлЪ, если точки 
или прямыя (27) совпадаютъ, то это совиаден!е независить отъ основныхъ, т. е. 
координатныхь точекъ или прямыхъ. Сл$довательно, если положене точекъ (27) 
отнесемь къ какимъ-пибудь другимь двумъ точкамъ, какъ основнымъ, то услове 
(28) должно быть удовлетворено коэфищентами новыхъ уравнен!й точекъ (27). Если 
д’ —= 0, у’ =0 будутъ друшя основныя точки на той-же прямой, то старыя точки вы- 
разятсея уравненями: 


х = и" Ру" , у=уи 9 (29) 
подставляя въ уравнения (27), найдемъ: 
Асх' -- Ау =0 , Вх - Ву =0 _ (30) 


ГД: | 
Ас = 4% -- а1^/ , А; = -- в,5 ‚ В =Ьа- 6,1 , В, = 8 — 6,5 


такъ какъ точки (27) посл преобразован1я не перестаютъ совпадать, то мы должны 


имфтЬ: 
А, 41 


В , В, 
или, подставляя вмфсто А и В ихь выражения, найдемъ: 


А , 4, ох -|- а“ ‚ вв а:9 Ху 114% у @1 (81) 


В, ‚ В, &-НЫт , ВВ -НЬ,о 8,0516 ‚В 
СлБдовательно функшя (28), линейнымъ преобразованемъ (29), неизм$нилась, & 
только ирлобр$ла числовой множитель: 

| @ › Т 

в, 8 

который называется модулемь преобразованя. 

СлФдовательно (28) есть инвар\лантъ формъ. 

Пр. 3. Двоичная форма второй степени: 
вод? -- 20. жу -- ау" =0_ (32) 
какъ мы видфли въ $ 172 представляеть или дв точки или двЪ прямыя. Какую 
внутреннюю зависимость могутъ имфть точки (32) между собою и только между со- 
бою? Очевидно, единственная такая зависимость—это ихъ совпадене. Услове этого 
совпадевя должно выразится связью между коэфищентами формы. Эта функщя 


связи не должна зависить отъь положеня основныхъ точекъ, т. е не должна изм?- 
нятся, когда форма будетъ линейно преобразована подстановленями: 


= ад" Ву , уу 9 — (33) 


Мы знаемъ, что точки (32) совиадутъ, котда существуетъ сафдующая зависимость 
между коэфишентами: 
ра аз — а = 0 1 ь | (34) 
Мы товоримъ, что это инварманть формы (32). Въ самомъ дЪл$, подставивъ (33) 
ВЪ (32), найдемъ: а © ед 
Ао! -- ЗА’ + Ау" =0 = _ (5) 
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ГДЪ: 
Ас = 4? -- За] -- а," 


А; = аб -- а, (40 = 8-/) - 45" д 
А, = вв? -- 2.а, В5 -|- а, б° 


Услове совпаден1я точекъ (35) будетъ: 
© т 
А, 4, — АЕ (а — а*,) 


в, 


Сл5довательно функщя (34) въ линейномъ преобразовани пр1обр$ла только число- 
вой коэфищентъ. Функщя (34) есть единственный инвар1антъ формы (32); онъ слу- 
жить основан1емъ всфхъ изелдованй, касающихся формы, во вефхъ отрасляхъ ана- 
лиза. | 


Пр. 4. Двоичныя формы второй степени: 
о” -- 291 ху - ву? =0 , 6,2? -- 26 ху -- 6? =0 (36) 


представляютъ четыре точки на одной прямой, или четыре прямыя, проходящля 
черезь одну точку. Основныя точки или прямыя суть х =0, у = 0. Эти четыре 
точки могутъ быть сопряженно гармоническими и одна точка одной формы можеть 
совпадать съ одною изъ точекъ другой формы. Зависимость между коэфищентами, 
существующая въ этихъ случаяхъ, не должна зависить оть линейнаго преобразова- 
ля; слфдовательно эти функщи коэфищентовъь будуть инвар1анты формъ (36). 


Пусть точки или прямыя формъ будуть: 
&—М№Му=0 , &— №9 =0 
(37) 
х— №лу=0 , я— му=0 


№, А,, №, №, суть корни уравйен!й (36). Если эти уравнения (36) представляютъ гар- 
моническй рядъ или связку, то мы будемъ имфть ($ 146, 14): 


349, — 50, +4), + №№ =0 


но: 
@ — 24а 9 ть Ь 
М, мм , Мм =- , ААВ 
подставляя, найдемъ: | 
@6 Ба 2а: 6. -- або == () (38) 


Послф линейнаго преобразовазня, уравненйя' (36) сдЪлаются: 
Ал"? - ЗАнгу + Лауз= 0 , Вы? аВигу + Ву? = 
гдф Аи В будуть имфть формы (35) и мы найдемъ: 


“ › 


т 
- т 
4 В. — 2А, В, -- А. Ву — > ео ие 2046, -- а.бо) (39) 





) 


Слзховательно (38) есть инвар1анть формъ (36). 
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Если одна точка одной изь формъ (36) совпадаетъ съ одной изъ точекъ или 


&> . хх 
прямыхъ другой формы, то мы должны имфть, какъ результать исключения > сяф- 
дующую зависимость между коэфищентами формъ: 

(аб, — а›6%)* — 4 (6, — а. 6.) (а15, — а.5,) 
эта зависимость есть инваранть, такъ какъ совпадене точекъ не зависить отъ лни- 
нейнаго преобразованля. 


Уравнене ($ 178, 35): М 
| 222 ху оу? 





о а “1 Со. — 0 (40) 
6. а 0, (7. 

представляющее двойныя точки или прямыя инволющоннаго ряда (31, 32) есть, оче- 

видно, коварантъ. 


И въ самомъ дфлЪ, посл преобразованная, найдемъ: 


7! 2 д 2 2? ху 4? 
т 

4. — А А |= . |4 —а 4 (41) 

в, о 

, —В, В. 0, —6 6 


Изъ этого прим$ра видимъ, какимъ образомъ, извфетная связь между точками, пря- 
мыми, или вообще кривыми, сопровождается всегда другими функщями тфено свя- 
занными съ данными. Замфтимъ еще, что услое парахллельности прямыхъ линий: 


и ус, =0 


а, -|-- бу р в, == 
именно: (42) 
| а’ 6, 
4,6. а 9261 ии | ь —— 
4: ` 0 


есть инварлантъ. 


Услов1е, что три прямыя перес$каются въ одной точк%: 


их -- у - с: =0 


ах -- бу -- с, =0 (43) 
ый азх -- у -- с, =0 
именно: 
а) в 6 
иж ® ©|=0 (44) 
С 0. в 


или, что три точки лежатъ на одной прямой линиг, есть инвар1антъ. 
Услове (28) $ 177, выражающее, что четыре точки представляемыя уравне- 
немъ 4-ой степени суть гармоничеекля, есть инварлантъ, также точно какъ и услове 
(30) 8177 выражающее, что четыре точки уравневя 4-ой степени эквангармоничны. 
Этихъ примфровъ достаточно, чтобы составить ясное поняте объ инварантахъ 
и коварантахъ и о той роли, которую они должны нграть въ анализЪ. 
13* 
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Въ настоящее время существуетъ цфлый отдфлъ анализа: теор!я формъ, въ 
которомъ излагаются способы разыскавя инварантовъ формъ, ихъ число, завиеи- 
мость между ними; это одна изъ самыхъ интересныхъ и трудныхъ частей анализа, 
Эта часть анализа обязана своимъ возникновенемъ анг Йскому математику Булю. 


< 193. Въ этомъ параграфЪ мы укажемъ на н$®которые инвар1анты 
или коваранты, которые иметъ каждая форма или система формъ. 


Если Г(0%, и, а2,...:;) двоичная форма н%которой степени, 
Ф (в, а, аз,...}) ея инварантъ, то по свойству инваранта мы должны 


ИМЪТЬ: 
.) 





& 1 
Ф (АА Я. = . Ф (0%, (, а...) (45) 
во 
гдз А,, А,, 4.,.... суть значеюмя коэфищентовъ а, би, @,...., ВЪ Кото- 
рые они переходятъ посл линейнаго преобразования: 
д —= 9 —- Ву в, 3) = (хх | у 
Если Ф (0%, и, &,...; ху) есть коварантъ, то мы имфемъ: 
| 1 
ВИ ах 
Ф( А», А, 4... 35, у)= о 5 Ф (а, и, аз...) 2) (46) 


Если форма [ (0, м,...; м, у, 2) будеть троичная, то линейное преобра- 
зованте. будетъ: 


х=щх [Ву -- 12, ух НУ 12, == Ву -- 7з2’ (47) 
а инваранты опредъляются тЪми же уравненями (45) и (46). 


Пуеть д и р будутъ дв$, камя-нибудь, двоичныя формы; мы говоримъ, 
что опред$литель: 


9 А 
дх °’ 904 
== (45) 
О ИР 
д ’ 0 


который называется функиюнальнымь или опредълителемь Якоби, всегда 
есть инварлантъ или коваранть фориъ, какля бы эти формы нибыли. 

Пусть В и В будуть формы | и р, посл линейнаго преобразо- 

Ваня: ть 


к. _ дай , ул 
Легко видЪть, что: | 


09, 08 0 |0 бу — 98 „98 


08 — 02 'д ду" 0Р д * т 
дв, _0й д — 
ду 0х НИ а ду »— По 
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точно также найдемъ: 


—Ю— = —ыы _——- 


0. __ 9 дх | 9 9у _ 912 Га. 
дд’ ` д’дт ду’ 0%” ТГ ди 


ов, 0 д уд ду 0, №, 


0 дж ду Г д Гб, 


откуда имЪемъ: 














Е В | д. ОТ ОВ. г 
ди ) 9 07% и -- ду т ) ый кл ы 
ов, ОГ. па. ‚4% [8 


а по правилу перемноженя опредЗлителей, найдемъ: 


9 ОЕ, ША О, 
07" ду % у | 


0.2 ОР | В, 9 19/2 (Е 
От ) ду’ | дт ) ду | 


>, 

33 

<, 
$ 








а это показываетъ, что опредЪлитель Лкоби есть инварантъ или кова- 
рлантъ. 


Пр. 1. Пусть данныя формы будуть: 
Г = + Ву [2 = 42% | 659 


ИЗЪ НИХЪ ИМЪемъ: 


и у 6 








Ч у 6 


который, какъ уже извЪетно, есть инварантъ: 


Пр. 8. Пусть данныя формы будуть: 


В = дол? + Зау-- ау? , ВВ -- уу 
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откуда: я 
1 10 
ОЙ аа му ) тазу 
1 9/2 _ 10 
2х — 80% РУ Эду —= 1х -- 659 
СлФдовательно опредЗлитель Якоби будетъ: 
| д. д. 095% -- у о. 09149 Не аз | 
д%х °’ 99 @; +3 
—=| |. (49) 
в 9 В: | 
д ° ду дву ‚ Ва-ЬУ 


а это коварантъ формъ, который уже нашли выше (41). 
Пр. 3. Легко также показать, что функщюнальный опредФлитель 
трехъ троичныхъ формъ д, [, 3 есть также инваранть или коварантъ: 





Ц  бА| 

др ’ о ду ’ 92 

ИР ИА д[2 

03 Оз ОТ 0 
д °’ ду °’ 04 и 
| 

0 

0% °’ ду ’ д 


У 194. Если [Ё есть двоичная форма, какой бы то нибыло степени, 
то опред$литель: 


др ое 
91° °’ дхду 
Н = (51) 
027. Е 
дхду ° 0? 


который называется Гессевскимь, есть инварантъ или коварантъ. Если. 

возьмемъ производныя по хиу формы /[, то будемь имЪть дв формы, 

которыхъ опредфлитель Якоби есть ничто иное какъ Гессевсый опред%- 

литель, слЪдовательно (51) есть инваранть или коварантъ формы /. 
Пр. 1. Пусть данная форма будетъ: 


= 02? -- дату -- ау? 
то будемъ имЪть: 


| а. . 9 


от , Г = , = 290 


04° д%0у — ду? 
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откуда: 
и, 
02? дх ду 3, Эа! 
= — 4 (408 — а“) 
‚97 0 7 0°7 | 2 . 245 
деду ° 04 


инвар!антъ, найденный уже выше (34). 
Пр. 2. Пусть Г будетъ двоичная форма третей степени: 


[= вот? -|- За =?у -|- Зазту? - азу" 





то: 
о а Е м 
028 6 (2 Рау) , 9%. 94 — 6(а1 2 -- 459) , ди? — 6 (45% -- азу) 
откуда: 
Г 91| 
| 98 Я (52) 
и 01 11% -- ау ‚ ах -- аз9 
| 0% ду 04/2 


есть ковартантъ. 
© 195. Если [Г есть троичная форма, то легко, такимъ же образомъ, 
показать, что Гессевекй опредЗлитель: 
Е. Г 
05° ’ 020ду’” джд2 
ог ди 
м 0? ’ 0уд2 
г 9 10 
о, ’ дуд2 °›. 02? 


есть инварантъ или ковар1антъ формы. 


0? 


ув 








(53) 


= 
$ = 








Пр. 1. Пусть # будеть трончная форма второй стенени: 
Г = 4,157, -- 4,227, -- аз, -- 2.75, -|- 2413212; -- 243252. (54) 
0" а Ра 0" 
05° — чб. д.01. — ба 1%. 95,9%; 
д и. 0 
02,05. — 2453 . 0257, — 220 9 } 052%. 


СлЗдовательно опред$литель: 


откуда: 
— 203 


— Заз 


т 9 912 $ 413 





1 о. @2 95 493 








| 1 , @32 $5 433 
_ есть инварантъ. Этоть. опред литель, каюъ увидимъ. инфо, играеть важную роль въ 
‚ коническихъ офченаяхь. 
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$ 196. Есть еще два инваранта или ковартанта, которые имЪетъ 
вслкая двоичная форма, или формы, какой бы то ни было степени. 


Пусть будутъ двф двоичныя формы: 
Й (40, и, 42,..;4,у) и (6, 9, 6,,...; 2,9) (56) 


Эти дв$ формы, приравненныя нулю, представляютъ два ряда точекъ на 
одной прямой лини или двЪ связки, проходяшля черезъ одну точку. Если 
одна изъ точекъ одной формы совм$щается съ одной изъ точекъ другой 
формы, то между коэфишентами формъ должна существовать извЗетная 
зависимость, независимо отъ положеюмя основныхъ точекъ или отъ ли- 
нейнаго нс Эту зависимость получаютъ, если между формами 


(56) исключимъ ы Результать такого исключеюя есть функця, цфлая 


рац1ональная, отъ коэфищентовъ 0, @1,...; %, @,.... Очевидно, это бу- 
детъ инварлантъ двухъ формъ. 
Ир. 1. Пусть данныя формы будутъ: 


|, = @ 2? -- 2а. ху- а, 
[2 = 6522? -- 26, ху - 65° 
результатъ. исключен1я будетъь инвар!антъ: 
(ав, — аз)? — 4(аоВ, — @1 6%) (16, — а.) (57) 


Пр. 2. Если дана двоичная форма Г, то производныя ея будуть также двоич- 
ныя формы: 
д 9/ 


дж " ду 


ет 24 
Результать исключен1я т изъ этнхъ формъ будеть инвар!антъ производныхь или 
инварантъ начальной формы /, который называется дискриминантомь или _ признач- 
ной Пусть двоичная форма будетъ: 

{= 2? -- 2а.ху - ау? 


о = 2(%5 -- а.) „ к —=2(а,< -- а.) 


результать исключенйя х и у будеть дискриминантъ формы: 


0 ) @ 








— а, — а? 
аа, 4@ | 


какъ уже видВли выше. 


ви 3. Если форма троичная: 


[= а: 27, + а0х?, + ах”, -- Рана, + 2432,2, - 2аз 5.2 
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ея дискриминантъ получитея изъ уравнении: 


10% | 

о 0%, —- (111 -- (12.5. -- (1323 — 0 

10! 

2 А = аи 24 -- а. -- ат; = 0 
“бо 

10 

2 дж. = @;11 -- @з2%, -- азз®: = 0 
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инварлантъ уже выше найденный (55). 
Пр. 4. Дискриминанть формы: 
Г = аз -- З6х?у + серу? — ду 
получится изъ уравнений; 


0 дГ | 
аа" Г Збту р су) 0 Омут ву) 0 


исключеше ху даетъ дискриминанть двончной формы третей степени: 
а, 206, ее, 0 
о, а, *Ф, 
_ | = (а@-— 66)? — 4 (ав — 5?) (64а — с") (53) 
0, %, а, 0 
0, 6, %, а 


Дискриминантъ есть услов1е, что форма имфетъ равные корни. ЗамЪтимъ, что инва- 
ррантъ иди коваранть ковар!анта формы или формъ есть инварантъ или ковар1антъ 
начальной формы или формъ. 


$ 197. Теперь остается сказать н\%еколько словъ о числ инвар!- 
антовъ двоичных формъ. Мы уже выше сказали, Что двоичная форма 
первой степени 0х-- му не иметь инвар!анта, такъ какъ она пред- 
ставляетъ или одну точку или одну прямую. 


Форма втораго порядка: 
Г — 002? -- Зи ху —- а2у? (59) 
имфетъ только одинъ инварантъ—это дискриминант?: 


[2.2 = аа т а) (60) 
Форма третьяго порядка: 


= 02° + За 2?у + Зазху? азу° (61) 
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имфегь также только одинъ инварантъ-—дискриминантъ (58): 
34 == (@0@з — а) — 4 (ва — а, ) (аз — а.) (62) 


Что эти дв$ формы имфють по одному инваранту, это легко показать 
слЪдующимъ образомъ. Преобразуемъ формы (59) и (61) подетановлен1емъ: 


==ох--Ву , у=ух [ву 
Эти формы сд$лаются: | 
Е= Ах 2 Ах’ - Алу? 


Г = Ах -- 3.4. ху’ -- ЗА лу” -|-- Азу? 


такъ какъ въ коэфищенты А., 4А1,... входятъ четыре совершенно про- 
извольныя величины о, В, 1, 8, то формы [ можно преобразовать въ со- 
вершенно произвольныя формы РЁ, для этого надобно опредБлить четыре 
величины о, 6, у, 5, въ первомъ ‘случаЪ изъ трехъ уравневй, а во вто- 
ромъ изъ четырехъ. СлЪдовательно коэфищенты „4, А1,.... могутъ быть 
выбраны совершенно произвольно, т. е. не существуетъ никакой зависи- 
мости между коэфищентами начальныхъ формъ и коэфищентами преоб- 
разованныхъ. 9" 


Положимъ теперь, что наши формы имЪФють по два инварланта 
Ф: И $2, слБдовательно имЪемъ, по свойству инварлантовь: 


1 ( А», Аз, 45) = ©^%1 (40, бл, @3) 
92 (Ао› А» Аз) == фз (ав би, @4) 
для формы втораго порядка (59), и 
21 (А, 41, А», Аз) = 0‘, (в, и, аз, @з) 
о (4%, 41, 4, Аз) = р#фо (в, бл, @, @3) 
для формы третьяго порядка (61). 


Возвысимъ первыя изъ этихъ уравнев въ степень ци, а вторыя въ 
степень Х и раздЪляя результаты, найдемъ: 


Ф( Ао, А, Аз) = % (а, и, @з) 
Ф (Ао, Ат, А», 43) = Ф (а, И, @5, аз) 


`т.е. мы бы имЗли зависимость между совершенно произвольными коэфи- 
шентами О, , (>, ® о И Аду А, Ао о.о 
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Форма четвертаго порядка имфетъ пять коэфищентовъ, слЗдовательно, 
исключая четыре величины а, В, 1, 6 изъ пяти уравненй, мы найдемъ 
зависимость между ди А такого рода: 


Ф, (0, би, 45, @, и) = Ф.(А,, А, 4», 43, А4) _ (63) 


слфдовательно форма четвертаго порядка должна имЪть два основные инва- 
р!анта. Форма пятаго порядка имфетъ ихъ три, а форма шестаго порядка— 
четыре. Всякая форма имфетъ безчисленное множество инвар!антовъ, но 
вс они суть функщи основныхъ. Такъ напр. всякая степень инвар!анта 
а» — а? есть инварантъ формы втораго порядка. Инваранты свойства (63) 
называются а0волютными инвалантами формы, такъ какъ эти функщи 
вовсе неизмЪняются линейнымъь преобразоваюмемъ. 


ГЛАВА ХТУ. 
Кривыя втораго порядка и втораго класса. 


$ 198. Въ начал настоящаго сочинеюмя мы уже познакомились съ 
четырьмя кривыми: кругомъ, эллипсомъ, гиперболой и параболой. Вс$ эти 
кривыя выражаются уравненями второй степени и были уже извЪфетны 
древнимъ геометрамъ; кривыя эти носили у нихъ назван1е лоническить 
съченй, такъ какъ вс онЪф получаются пересзченемъ конуса плоскостью 
въ извЪетномъ направлени. Въ настоящей главЪ$ мы изелЪдуемъ геомет- 
рическ1я мета, представляемыя общимъ уравнешемъ второй степени между 
координатами, и покажемъ, что такимъ уравненшемъ выражаются только 
‘четыре коничесыя сЪченя, названныя выше, кругъ, эллипеъ, гипербола, 
парабола, и двЪ прямыя. 


Самое общее уравнеше второй степени между двумя перем$нными 
координатами имфетъ форму: | 


А -- 2Бху -- Су? 2); + 2Еу- Е=0 (1) 


Это уравнене, какъ видимъ, содержитъ шесть числовыхъ коэфищентовъ, 
 оть которыхъ зависитъ, какъ ниже увидимь, родъ коническаго сФчения, 
Такъ какъ на одинъ изъ коэфищентовъь можно вс члены, или лучше 
сказать всЪ коэфищенты, раздфлить, то числовыхъ коэфищентовъ ‘будетъ 
только пять. СлФдовательно одинъ изъ коэфищентовъ въ уравнени (1), 
не нарушая общности, можетъ быть сдфланъ равнымъ единиц$, 
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$ 199. Чтобы паши изелЪдовавя были самаго общаго характера, 
мы `Отнесемь положене кривой къ координатному треугольнику, котораго 
уравнен!я сторонъ, въ декартовыхъ координатахъ, пусть будуть: 


иа-гиу--а =0 
вх Е фу -- сз =0 (2) 
42 -Г 6зу -Е сз =0 
Трилинейныя координаты, какой-нибудь, точки 2, 2, хз, будутъ ($ 182): 
д —=@а - Ву с, 
ра == 22% Е зу -[- с (3) 
оз = аз@ -[- 63 - 6 
а декартовы, выраженныя въ трилинейныхъ, будутъ (3 182): 


__ 4125 -- 4, -Е Азтз Вх, А 6519 Е „Бут 


= 4. 
абс бд ЕО Е бл, (4 


Значене коэфищентовъ 4, В, С извЪетно (5 181): 

Если эти выражен!я для хи у подставимъ въ уравнение (1), то оно 
послЪ всЪхъ приведен! получить слдующую однор›дную форму: 

= 127, | 4232%, -|- аз? Г 20 2725 -- 21321 23 Г 2432523 =0 (5) 


ДальнЪйцня изслЪлованя покажутъ выгоду писать коэфищенты въ 
уравнени съ двойными индексами. Правило для нихъ есть сл5дующее: 
коэфищенть у х:хь всегда ак. 


(Прежде ч%мъ приступимъ къ изслфдованио свойствъ коническихъ 
очей покажемъ н%Ъкоторыя замфчательныя свойства функщи (5) или 
троичной--фориы. втораго..порядка- (65-190). Функщю (5) можно написать 
въ слфдующей форм%: 

= (ааа -Е в 323) 2 Е (12 -- дрэа -- аз) хо Е 
-— (изя -[ а232 -- азз2з) 23 я й (6) 


Если теперь замфтимъ, что: 


1 
5 — — 1 т 25 -- 1 33 
19 | 
РГ — аа -- 42222 -- @азтз (7) 


0% 
19 
5 = @31 27 и 432272 -- 333 
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(ик == ак;), то уравнене (5) или (6) приметь форму: 
д 
из, / ав Г =0 (8) 


Мы увидимъ ниже, что всЪ изелфдовавля свойетвъ кривыхъ втораго по- 
рядка, основаны на различныхъ значеняхъ, которыя можно придавать 
форм (8). ` 

`Функщя (5) можетъ быть написана въ слЪдующей простой симво- 
лической формЪ: 

Г (а Е а›2з -Е азтз)* (9) 
если условимся, послЪ возвышенйя въ степень, замфщать коэфищентъ 
ока: черезъ ак:; такъ, наприм$ръ, а’ — а замЬщвется черезъ ал1, @1а 
замъщаетея черезъ оо ит, д. 


ЗамЪтимъ еще одно изъ весьма важныхъ свойствъ выражевя (9). 
Это свойство заключается въ слБдующемъ: 


9 я о ий р 
т. е. что эта функщя не измЪняется, замЪняя одн% перемфнныя 21, 20, хз 
другими 9, 9, уз. Это свойство легко пров$рить подстановленемъ въ 
(10) выражевий (7) вм%ето: 








19 _ > 1 9 
о д 65 , а ) 3 д.9 (11) 
то: он едфлаются: ) “9 
12, —|- ие #2 -Г 1323 == 04 


\ -Е азиз == 0%, (12). 


аа из 
аз, -- да, 93823 = 063_ 

откуда, рьшая эти уравнен1я относите но х, найдемъ: 
Ат & д бо +4 
Ан -- Аз тм д — 622 (13) 


Аз Е 4352 -- 433 \- 223 


3158 — р 
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Если первое изъ уравнеюй (12) помножимъ на х,, второе на х», третее 
на хз и сложимъ, то будемъ имЪть: 


[(%) == 6 (5,2 - в - 6323) | (14) 


Помножимъ точно также первое изъ уравневй (13) на &, второе на &,, 
третее на 53 и складывая, найдемъ (А; = Ах): 


_ Ан + 4,25%, -- Аз: -- 2 Ао & -- 2 Аза -- 2.Аэзбобз = 
== р(в, ал -Е вхо -- 633) (15) 
Означая первую часть этого уравненя черезъ {'(&), найдемъ: 
ГО = + 6 + 6) = (16) 


Изъ уравнений (14) и (16), найдемъ: 
Г) = Г (17) 


Изъ уравневий (13) и (15), имемъ: 


19/. — 10 _ 10 _ 
о Е, — 9 , о дЕо с- 772 ’ о дЕ$ — 653 (18) 





Изъь выражешй (11) и (18) видимъ, что функщи [(х) и ['(&) переходаять 
одна въ другую подстановленями совершенно подобными, поэтому он% 
называются взаимными функшями. 


Еели къ уравнешямъ (12) присовокупимъ уравневе (8), которое въ 
силу положений (11) можно написать въ форм$: 


о, -- оби» -Е обв: == [(х) (19) 
_ То изъ четырехъ уравневй (12) и (19), исключая 21, 22, 2:, 1, найдемъ: 


|1 (о 013 — 651 
Я] 0255 @53 — 05 | м 
- | 20 „8 (20) 
@з1 @3>2 @3з — 56 


в о 4 — Ра). 
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ИЛИ: - 


а Ио 013 


а о 23 
Ара 


3] 


6 


Я3> @3з3 


бе 053 


откуда: 


5 
> 
53 
о. 


Яо @3 


Чо 93. 


(21) 


33 


53 


гдь Л есть извжетный опредЪлитель или инвар!антъ функщи (5) 5 195, 55. 


зо 


Я 62 


Если къ уравнешямъ (13) присовокупимъ уравнен!е: 


ОГ 


д Й 
Е НЕ 2 Е 0» Не 58 


2 = 5 Е. (22) 


которое въ силу-положевй (18) можно написать въ форм$: 


ра -- р2оё» —- 02з6з == [() (23) 
то изъ четырехъ уравневшй (13) и (22) найдемъ, какъ выше: 
А: , 4 Аз, — 0 
Аз , 45 Аз ‚, — 0 | 
Аз , 45 Аз ‚, — 02 
| м ›, 01 6% ‚ —[@) 
Откуда: ` 
| 4:1 , А 2 ‚ Ав, Я 
в. о? Аз 9 Ао ) Аз ) 2. 
 р®=— м (24) 
| Аз ‚, 432 ›, 43 73 | 
Я ) 2: 59 73 ; О | 


\ 


гдз Л’ есть взаимный опредЪлитель опредфлителя Д и сваязанъ съ ним 


зависимостью Д'= Д?, 
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_ Элементы опредЗлителя: 


Ап ) А! 2 ) А! 3 
А’ Ал ‚, Ад, д (25) 
| Аз ,› 42 ›, 4зз | 


выражаются въ элементахъ опред$лителя Л, сл$дующимъ образомъ: 


р 19 а и 

А; 1 = 422433 — @”эз Аз = Аз» = @12013 — @11@2з 
Мис. о АВ —___ 

А» — @1:@з33 113 | А1з = Аз = — @12>А1з Ооо @1 3 (26) 
—.-—— о } —ыынни —._^ 

Азз — @11@55 -—- @ 12 Ао —= 42; == @13@эз — @зз о 


Если коэфищенты пропорщональности сир въ уравнешяхъ (21) и (24), 
внесемъ въ перемфнныя,.то найдемъ: 


\ 
а 


|1 ба @з & А: А Аз 2. 

1 | ба @2 @3 № _ | | 1 | Ал 2 423 22 | 

Рф х. Бр (27) 
аз: @32 @зз 83 31 432-33 23 
5 Со 53 0 | | | Я № 13 0 


Изъ этихъ выражен! ясно видна взаимность между функщями [и [.. 


8 201. Если положимъ: 


1 __ т те 
о ду 9 ий › о 942 а ) о дуз 613 

д 0Г | ре 
отр ‘дтщилнь `ЗБИНИЬ С — — = ба — — .— 
2 021 р 022 9 ’ 202 с 

и соотв’ тетвенно: 
тд’ _ та: гд/’ 
2 Г" : обе 1? , а 0 
, | (29) 


1 0г' 1%: 1 ТОР = 1 и 
то легко найти, исходя ИЗЪ пыражены: | 


и в 
"ду т о 
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что: 


(ии +9. + „)- оны нь") во 





или, внося коэфищенты проифрийокальности р и с въ перем нныя: 


И НЫ а (30') 


, 


_/ $ 202. Мы видЗли, что уравнене второй степени (5) заключаетъ 
пя числовыхъ коэфищентовъ, относительно которыхъ уравнене имЪетъь 
линейную форму, слЪдовательно, если будетъ дана точка координатами, 
черезъ которую должна проходить кривая (5), то эти координаты должны 
удовлетворять уравнене (5), подставивъ ихъ въ это уравнеше мы будемъ 
имЪть одно линейное уравнене между пятью коэфищентами. Если кривая 
должна проходить, напримфръ, черезь точку у у у., то мы должны 
имЪтЬ: | 


Гол УзУз) ==0198 дозу —- 43333 -- 241 уе-—- 20 зу Уз н Заззу2уз==0 (31) 


Слфдовательно, если даны пять точекъ, черезъ которыя должна проходить 
кривая, то мы будемъ имфть пять линейныхъ уравнений, подобныхъ урав- 
ненио (1), изъ которыхъ можно опредфлить вс пять коэфищентовъ. От- 
сюда вытекаеть слЪдующее предложение: 


Предложене. Черезъ ПЯТЬ, произвольно выбранныхъ, точекъ въ од- 
ной плоскости можно провести одну только кривую втораго порядка и 
эта кривая пятью точками вполн% опредЪляется во вефхъ ея частяхъ. 


Кривую втораго порядка или степени мы будемъ всегда называть 
коническимь съчентемъ. 


3 203. Пать точекъ, опредЪляюшия коническое сф$чеюне, могутъ быть 
такъ сгруппированы, что кривая будетъ состоять изъ пары прямыхъ 
линий. 


Чтобы это показать, пусть пять точекъ, опредфляюпия коническое 
сЪченле, будуть: | 


(ут У Уз), (2 22 23), (ш из) (м № в) , @й 1 13) (32) 


такъ какъ черезъ эти точки должно проходить коническое сЪчене, то 
эти координаты должны удовлетворять уравненю (5), слБдовательно под- 
становлен!е. ихъ въ это уравнене даетъ нять уравнений подобныхъ урав- 
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неню (31). Исключая изъ этихъ пяти уравненй и шестаго (5) коэфи- 
щенты ах, найдемъ уравнене кривой въ формЪ опредФлителя: 


12 2% 2% 1 Пу 9 


у 9% у" У Уз Уз У2Уз 


27) 87 223 #155 #13 —40#3 
Рай) || =0 (3) 
1 и? 23 ШИ 11943 №3 


0? | 90 923 790 9093 %2% 
52 2 2 , 
|0. 10^5 Шз И 13 $0503 
Легко видЪть, что этоть опредфлитель обращается въ нуль, если пере- 


мфнныя координаты 2, х. 13 равны координатамъ одной изъ пяти дан- 
* $ 
ныхъ точекъ. 


Пусть послздюя три_изъ пяти данныхъ точекъ (32) будутъ нахо- 
дится на одной прямой лими, коей уравневе есть: 


(= аж, -- Вх. -- сх =0 


такъ какъ точки (4 2 3), (& 92 93), (ил о 3) находятея, по усло- 
вю, на этой прямой, то мы должны имЪть: 
Оз = с -- би из =0 , О =а -- 6%. —- 603 = 0, 
ОБ = аи -- биз -Е сиз =0° | (34) 


Умножимъ первую колонну опредфлителя (33) на а придадимъ къ ней 
четвертую и пятую колонны, умноживъ сначала первую изъ нихъ на 6, а 
вторую на с. Означимъ сверхъ того: 


ид —- 62 и (Л; аз -- 62а -- са = (7, 
Такая операщя даетъ слЗдующее: 
20 2 2 дл аз аж 
бт Уз Уз уу МУ | = 
@ (1, у! 2) = —0 (35) 


ооо о © 9 9 Ф © п о о 


#7 Ц 07 0 а ИУ 69% 


Въ этомъ послёднемъ опредЪлителФ умножимъ вторую колонну на Фи 
придадимъ въ ней послЗднюю и четвертую, умноживъ сначала первую 
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на с, а вторую на а. Наконець умножимъ третюю колонну на с и при- 
дадимъ къ ней предпослЪднюю и четвертую, умноживъ сначала первую 
на @, а вторую на 6. Такимъ образомъ получимъ опредЪлитель: 


д: 0 ха СТ 20: И 25 28 21073 


у 0: Уз: Уз уз Уз Уз 
абс Г (м 29 хз) = о ее. --- | = () (36) 


4 520; 53 04: 9102 9103 1203 
#0 (7. 05 (т. 03 О 41 Фо И 3 4053 


Этоть опредЗлитель раздЪленъ на Четыре квадрата и такъ какъ, по усло- 
вю, три данныя точки лежать на прямой (=0, то мы имфемъ 0. =0, 


(4—0, 05 =0, слЪдовательно вс элементы, внизу на лфво стоящаго квад- 


рата, равны нулю; а потому, по свойству опредзлителей, опредзлитель (36) 
распадается на произведеше: 


я. С Же С 20 М Из Из 


афе! (7х1 до 23) =. 1 С о (Л Уз О ‚|910 #193 Физ | — 0 (37) 
21 (5 29 (5 23 (т 01405 ЛЮ 153 
ИЛИ. | 
Я 4 23| |444 43 
абс Ре 420 з) = О (о У № 9У31., Яо 0193 0503 | —= 0 (38) 


21 29 23 0105 113 Из 


Изъ этого послЪднаго уравненшя видимъ, что [(% 253) = 0 распадается 
на два линейные множителя: 


Я 45 43 


(7= ах -|- | -- Су == 0 | д о Уз | == 0 


8 22 #83 


Изъ коихь первый есть прямал, на которой находятся три точки 
(ит из \з) , (Я 9 93), (1 № 103), а второй есть прямая, проходящая 


черезъ остальныя дв точки (у; 9 уз) и и 2 23). Изъ этого вытекаетъ 
слЗдующее предложение: 


Предложене, Если изъ пяти данныхь точекъ, опред$ляющихъ ко- 
о _ свченю, три лежать нь одной прямой лин, то коническое сЪ- 


13* 
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чен1е обращается въ пару прямыхъ лин. Какимъ же условемъ связаны 
коэфищенты уравневмя (5), когда оно распадается на два линейные, ра- 
цональные, множителя? 


Если уравнеюше (5) распадается на два линейные множителя, то его 


форма будетъ: 
Г —= 44.0 


гл чи о суть линейныя функтии относительно перемВнныхъ 42| 20 425. 


Изъ этого уравневя имЗемъ: 


ор _ 0 ди 


0х, 4 9%, —- 0 д 
д 0 ди 
Оо р Оо В: е 05. 


ивы 


$ —— 


% 
0.53 03 0.53 
Если въ эти уравненйя подставимъ координаты точки пересченя пря- 
МЫХЪ: | 
и =—=0 И 9=0 
то будемъ имЪть: 


О __ 
деи 


9 о | Г 
до ” дж 


) 


Если изь этихъ уравнемй исключимъ 2х 4 13, ТО найдемъ слфдующую 
зависимость между коэфищентами уравнежя (5): 


ИТ 012 413 
А = | @2 425 @э3|=0 (39) 
Я] зо 0@зз 


для симметрии мы писали вм$сто ак; ‚ бк и впредь будемъ предполагать, 


ЧТО ак: — бк. 


3 204. ДвЪ кривыя лиши, выраженныя уравневями въ декартовыхъ 
коорлинатахъ пересБкаются въ тфхъ точкахъ, коихъ коордипаты удовлет- 
воряютъ оба уравненя. СлЪдовательно число точекъ перес$чевн1я кривыхъ 
лимй будетъ равно числу паръ координатъ, удовлетворяющихъ оба урав-. 
нен1я кривыхъ. Если одна изъ кривыхъ есть коническое сЪчене, а дру- 
гая есть прямая лишя, то опредзливъь изъ послфдняго у, если подста- 
вимъ въ уравнене коническаго с%ченя, то получимъ квадратное урав-_ 
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нен1е относительно х. Двумъ корнямъ л\, х2 этаго уравневя будутъ соот- 
вътотвовать двЪ ординаты у; и у., сл$довательно прямая ливня перес%- 
каетъ коническое сБчене въ двухъ точкахъ. 


Легко найти уравнен1я этихъ точекъ. Пусть: 
Г(ал 22 23) =0 , ам + 6 Е сз = 0 (40} 


будуть уравнен1я коническаго сЪчен1я и прямой. Если означимъ черезъ 
у Уз Уз координаты одной изъ точекъ пересЁчен1я коническаго сЗчен1я 
съ прямою, то уравнен1е этой точки будетъ: | 


Ща - чб -- уз = 0 (41) 


Такъ какъ координаты (и у уз) должны удовлетворять уравнен!я (40) 
и (41), то исключая эти величины. изъ уравнемй (40) и (41), найдемъ: 


[ (653 —— со , сё = ЯЗ ао вы 51) —=0 (42) 


Это уравнеюе представляетъ пару точекъ, такъ какъ легко видЪть ст 
помощью критер!ума (39), что оно распадается на два линейные множи- 
теля относительно линейныхъ координатъь & & &.. 


$ 205. Остаетея рЪфшить вопросъ относительно числа точекъ пере- 
сфчен!я двухъ коническихъ сЪчевий. 


Пусть уравнен1я коническихъ сЪченй въ трилинейныхъ координа- 


тахъ будуть: #, и, г 


в : 

[= 112% $ Ч —- 9332” 373 ЕЕ. а -- 2 зам: -|- Завхоз = 0 
ь (43) 

й = 61125, -- 6.25%, -- 63322, -- 26 ола -- 26 зал жз -- 26зхожз = 0 


.[-.й 


Эти уравнен1я можно написать въ формЪ: 
[= ао -- @1 23 -- а =0 
й = 628; - Из + 6, =0 


ГД» ау и 6, не заключаютъ ни д ни #2, ии р,» суть функщи первой 
степени относительно 2 И 22, аз и 06% суть функц второй степени от- 
носительно т$хъ-же перемЪнныхъ. 


Если изъ этихъ уравненй опред$лимъ ди хз, то найдемъ: 


ие 9 ибо — 426, ‚© 42 — @0об2 
т. ПЕ 
се 906: — (11 65 об! — Ч (т 
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откуда: 
6 — 420: _ (4063 — аз \? 
в, — и = \26, — 16% 
ИЛИ: | 
(во, — иво) (#165 — аз ) = (ав — а26о)* (44) 


уравнене, очевидно, однородное четвертой степени относительно 21 и 2, 
слздовательно разлагается на четыре линейные множителя: 


9 — 4 =0 ‚, ЖД— 0 =0 ,‚ д 09:2 =0 , д — 0. =0 


которые представляют ъ прямыя, соединяющ1я вершину 21 =0 , 24=0 
координатнаго треугольника съ точками пересЪчетя данныхъ коничес- 
кихъ сфченй. Откуда вытекаетъ слБдующее предложене: два коническля 
сЪченя перес$каются всегда въ четырехъ точкахъ. 


\ 
`6 206. Четыре данныя точки не вполн% опредзляютъ коническое 
сфчене. Возьмемъ два коническихъ сБченя: 


В (215253) =0 , [2 (212213) =0 | (45) 


которыя, какъ мы выше видЪли, пересЪкаются въ четырехъ точкахъ. 
Если возьмемъ уравнение: 


В (2 2223) — № (1 лохз) == 0 (46) 


гдф ^ есть неопредзленный коэфишентъ, то это уравнене представляетъь 
пфлый рядъ коническихъ еЪфченй, проходящихъ черезъ четыре точки 
пересчен1я кривыхъ (45), такъ какъ координаты этихъ четырехъ точекъ, 
удовлетворяя уравнев!я (45) удовлетворяютъ и уравнеше (46). Давая 
коэфишенту \ всевозможныял значеня, мы получимъ цЪлый рядъ кони- 
ческихъ сЪчеюй, который мы будемъ называть связкой конических съченуй, 
проходящихъ черезъ четыре точки, подобно тому, какъ мы назвали связ- 
Кой прямыхъ, прямыя проходящ1я черезъ одну точку. 


Легко видЪть изъ уравненя (46), что черезъ каждую, произвольно 
взятую, точку на плоскости проходить одно изъ коническихъ сЪченй 
связки (46). Въ самомъ дфлЪ, пусть у 9 у. будетъ, какая-нибудь, про- 
извольно ‘взятая точка. Если коническое сЪчене- (46) должно проходить 


черезь эту точку, то ея координаты должны удовлетворять уравнен!ю 
(46), слЗдовательно найдемъ: 


В (у1узуз) — № (ууу) ==0 
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откуда: 
ыы Г (у Уз) 
ь (У1У2Уз) 


подставляя въ (46), найдемъ: 


[а (9/1 Узуз) В (2,5053) — В (1 Уз) В блхьхз) = 0 


уравнен!е коническаго сЪчен1я, проходящаго черезъ четыре точки пере- 
сфчетя д =0 и р =0 и черезъ пятую точку ‚(ул Уз з). 


у 


Пересф$чене коническаго сфченя съ прямою. Поляры и касательныя. 


РН у ь 

--8 207. Первая задача, рЪшене которой служить ключемъ къ из- 
слфдованию свойствъ коническихъ счешй или кривыхъ, есть слфдующая, 
которую мы уже р$шили въ $ 204, а здЪеь мы ее изслЗдуемъ подробно. 


Задача. ОпредЪлить точки перес$чен1я коническато сЪченя съ пря- 
мою, проходящею черезъ двЪ данныя точки (у уз), (212523)? 


Рюшене. Координаты, какой-нибудь, точки па прямой, проходящей 
черезъ точки (уз), (212223) выражаются уравненлями ($ 187, 17): 


р — и ГАА, = РА, раз = уз | № (47) 


Если 21753 суть координаты точекъ пересзченя прямой (47) съ кониче- 
скимъ с5чентемъ: 


(жал -- аж. —- аз%з)? = (48) 


то онф должны удовлетворять уравневе (48), слЪдовательно мы должны 
имЪть: 


| у аэ95 + азуз Е (а - 0225 — 4323) | —0 (49) 


ИЛИ: 


(2 Л -- (35 -- азУз —- 2) (а (И -- Чо -- азуз) (и 2 —- (553 -|- @зёз) Е 
-- № (аа а. аз2з )? == 0 


В? -- 0-Е РО (50) 


ИЛИ. 


ГДЪ: 
Е = (иа-- 22. -- аз23)? , Р= (ау, -- азуз + азиз)? 


9 = (а Л Е азуа -- азуз) (а а. -- (525 -- а@зёз) 


Если развернемъ эти уравненя съ услошями сказанными вь 6 199, то 
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найдемъ, что В и Р суть ничто иное какъ уравнене коническаго сЪче- 
мя, въ которое подставлены координаты (91953), (212023), а: 





ОИ ) в 9—5 (аз + я) 1 


Если рфшимъ уравнене (50), найдемъ для А двЪ величины: 





=е+УФРА —0—У9:— РВ 


=— ИС 


СлЪдовательно прямая, проходящая черезъ точки (4/93), (212223), пере- 
сЪкаетъ коническое сЪЗчене въ двухъ точкахъ, дЪйствительныхъ или мни- 
мыхъ, коихъ выражевая получатся изъ (47), подставляя вмЪфето ^ его зна- 
ченя (52): 


В —А —(0—У (°—ВРуи , ра’! = Ву —(9--У 9*—ЕР )2 
4=—= Ау? —(0—10 АЕ 22 . рж.=Вуз—(9-РУ 0?— ВР); (53) | 


оз==Вуз—(9— у (0°—ВР)2з ‚ рхз=ПВуз(®- и (?—ВР)2з 
гдЪ обиай знаменатель В внесенъ въ коэфищентъ пропорцональности о. 


Такимъ образомъ на данной прямой мы будемъ имЪть четыре точки: 
(у Узуз), (212023) и дВЪ точки данныя предъидущими выраженями, т. е. 
точки пересЪчен1я коническаго сБчен1я съ прямою. 


Ангармоническое отношен!е этихъ четырехъ точекъ будетъ или 


А \ 
5. ИЛИ с если ихъ означимъ черезъь о и д, т. е.: 
2 1 
А А 
1 2 
К р 
Ло № 
откуда: 
аь.. 
А — 
-- = , а. =1 
М А2 


Такъ какъ М и А суть корни уравневя (50), то имЪемъ: 


о а 
ране ‚ АА 


слЪдовательно: 


вы РРЕ 
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ИмЪя сумму количествъ в и я. и ихъ произведене составимъ квадратное 
уравнение, коего количества эти суть корни, именно: 


40° —2РЕВ 
8__ ее ааа 
т РВ в. 
ИЛИ: 
(11а, РЕ 40%“ =0 (54) 


корни этого уравневя дадутъ непосредственно ангармоническое отношене 
четырехъ точекъ (у 23), (212523) и точекъ (53). 

$ 208. Еели въ уравненшм (54) мы фиксируемъ одну изъ точекъ, 
напримБръ (у 253), дадимъ опредфленное числовое значене ангармони- 
ческому отношению х и будемъь вращать сфкущую, выбирая на ней, во 
всЪхъ ея положевшяхъ, такую точку (212523), чтобы она удовлетворяла 
уравнентю (54), то мы получимъ геометрическое м$сто точекъ, коихъ ан- 
гармоническое отношеше съ точкою (/12уз) и двумя точками перес- 
ченя сЗкущихъ съ коническимъ сЪченемъ (48), имфетъ данное опредЪ- 
ленное числовое значеше. Такъ какъ уравнеше (54), отноеительно 21 2223 
второй степени, то это геометрическое мЪето есть также коническое ст- 
чензе. 

Давая « различныя значен1я получимъ систему коническихъ сЪче- 
ий относительно точки (у1у2уз). ИзмЪняя положеше точки (уз) на 
плоскости получимъ такую-же систему коническихъ сБчеюмй для каж- 
ДОй точки плоскости. 


Особеннаго внимая заслуживаютъ, относительно каждой точки 
плоскости, Тъ изъ системы коническихъ с$ченй, для которыхъ ангармо- 
ническое отношеше х =1 и а=— 1. 


1. Положимъ о —=1, то уравнеше (54) сдЪлается: 
РЕ— 0* = (55) 


Разсматривая выраженая (53) мы видимъ, что при услови (55) точки пе- 
ресЪчен1я прямой съ коническимъь сЗчешемъ совпадають, т. е. прямая 
проходящая черезъ точки (4,293) и (212023) касается коническаго с*- 
ченя. СлЪдовательно точка (212.23) можетъ находится только на этой 
прямой. И дЪйствительно, если къ уравненио (55) приложимь критерумъ 
$ 203, 39, то увидимъ, что это уравнене, второй степени относительно 
212023, \`азлагается на два линейные множителя, т. е. представляетъ 
тотъ случай, въ которомъ коническое сБчене распадается на два линей- 
ные множителя (3 203). Сл довательно уравнеше (55) предетавляетъ дв\ 
касательныя, проведенныя къ коническому сфченю черезъ точку (у уэуз). 
Ниже мы еще возвратимея къ этому уравнению. 


ТС 
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2. Несравненно важнЪе, для изслФдовавая свойствъ коническаго с*- 


чен1я, тотъ случай, въ которомъ я = — 1. 
Если а = —1, то уравнеше (55) дЪлается: 
0—0 или О=0_ (56) 
т, е й 


иж ИИ, 
+ в + я, О или И Та Тк =0 (57) 


СлЪдовательно геометрическое мЪсто точекъ (212223) есть прямая линия, 
такъ какъ уравнене (57) есть линейная функшя относительно перем$н- 
НЫХЪ 212223. Но при «=—1 четыре точки (/42уз) , (212223) и дв% 
точки перес$ченмя прямой, проходящей черезъ точку (/4уз), съ кони- 
ческимъ сЪчен!емъ, суть гармоническя. СлФдовательно прямая (57) есть 
геометрическое место гармоническихъ точекъ къ тремъ точкамъ: (у уз) 
и къ двумъ точкамъ перес$ченая прямой, проходящей черезъ точку 
(‘у Уоуз), съ коническимъ сЪчетемъ. 


Эта прямая, играющая самую важную роль въ изслЪдован1и свойствъ 
коническихъ сВЗченй, носитъ назване моляры точки (у у›уз), относительно 
коническаго сЪчешя, а точка (у192з) называется ея полюсом. 


Точки, коихъ координаты удовлетворяють уравнению (57) называются 
зармоническими полюслми. 


Изъ этого видимъ, что всякая прямая, проведенная черезь полюсь, 
пересъкаясь съ коническимь съчетемь и полярой, даеть четыре зармони- 
ческя точки: полюсъ и три точки пересЪченя ея съ коническимъ сЪче- 
немъ и полярой. 


НЪкоторыя прямыя, проходяшия черезъ полюсъ ветр$5чаютъ кони- 
ческое сБчене въ двухъ мчимыхъ сопряженныхъ точкахъ, а какъ так]я 
точки имфютъ всегда пару. дЪйствительныхъ гармонически сопряженныхъ 
точекъ, то предъидущее предложене не п-рестаетъ существовать и въ 


томъ случаЪ, когда прямая, проходящая черезъ точку (уз), не ветрЪ- 
чаеть коническое сБчене. 


6 209. Изъ свойства функщи © или уравненя поляры точки (у узуз): 


и = (58) 


что она неизмЪняется замфщенемъ у-овъ 2-ами и обратно (8 199, 10) нено- 
средственно вытекаютъ слздующ!я предложевя: 
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Предложене 1. Если точка (уз) находится на поляр% точки 
(212223), то поляра точки (212.23) проходитъ черезъ точку (4 у24з). 

Предложене 3. Если точка (22223) скользить по поляр№ точки 
(и ууз), то поляра точки (2,2523) вралцаетея около точки (919293). 


Предложене 3. Если прямая вращается около одной изъ своихъ 
точекъ, то ея полюсъ скользитъ по полярЪ, точки вращенля. 

Легко видЪть, что поляра (58) точки (у 4уз) есть коварйанть формы 
(48), такъ какъ связь ея съ кривою` не зависить отъ положеня коорх 
динатъ,. за 


$8 210. Касательная. Поляра перес$каетъ коническое сЪчене въ ВХ 
точкахъ ($ 204). Если одну изъ этихъ точекъ соединимъ съ полюсомъ 
прямою линею, то на этой прямой должны находится четыре гармони- 
ческля точки ($ 209) 1 и 2 иимь сопряженныя 3 и 4. Но вторая и третяя 
‘совпадаютъ, слЪдовательно совпадаетъ съ ними и четвертая ($ 95). От- 
куда слфдуетъ, что прямая, соединяющая полюсъ съ точкою перес$ченя 
поляры съ коническимъ сЗченмемъ, пересЪзкаетъ кривую въ двухъ совиа- 
дающихъ точкахъ, т. е. она есть касательная къ кривой въ точкз пере- 
съчемя поляры съ кривою. Если соединимъ полюсъ съ другою точкою 
пересЗчевая поляры съ кривою—прямою, то эта прямая будетъ другая ка- 
сательная къ кривой, проведенная черезъ полюсъ. Изъ этого видимъ, что 
изъ данной точки, къ кривой втораго порядка можно провести двЪ каса- 
тельныя лини, которыя проходятъ черезъ точки перес$чен1я поляры дан- 
ной точки съ кривою (5 208). 


Изъ этого посл$дняго свойства слфдуетъ, что если какая-нибудь, 
точка скользить по касательной, то ея поляра вращается около точки 
касатя, которая, слБдовательно, есть полюсъ касательной ($ 209, пред. 2). 
Другими словами: поляра, какой-нибудь, точки на кривой есть касательная 
ко кривой въ этой точкъ. 

_ СлЪдовалельно, если точка (‘/У2уз) находится на кривой, т.е. удов- 
летворяетъ уравнене (48): 


Г (у1узУз) =0 | хх (59) 


то уравневе касательной къ кривой въ этой точкЪ будеть: 
или если перем нныя координаты 21202‹ поставимъ вн$: 


ОР 
+ На = А-а | (61) 
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Если теперь замЪтимъ,. что (8 199, 8): 


9. ОТ О с 
9: ег 9 


то будемъ имЪть, вычитая это уравнеюе изъ (61): 
(2 —и)5 г (&— Уз) С++ (&— У) 5 = (62) 


таково уравнен!е касательной къ кривой, въ данной на кривой точкЪ 
(у /2уз), въ трилинейныхъ координатахъ. Но въ большей части случаевъ 
необходимо имЪть уравнене касательной въ декартовыхъ координатахт; 
чтобы получить это уравнене надобно перейти отъ трилинейной системы 
къ декартовой, какъ было показано въ $ 183, т. е. положить: 


АА = ,‚ 0%=у ,‚ 628=1 
В — ; 21/2 — И ‚› 09/3 — ] 


откуда уравнеше (62) касательной сдЪлается: 


в д т 
у - — и) -— =0 63 
Пр. Найти уравневе касательной въ точку (2.1) къ кривой: 
Г = 34? -|-- 4жу -- 5%? — 7х —8у—3=0 
Мы ныБемъ х, =2, у, = 1, сл$довательно: 


01 — Е ыы 
т? , и 


откуда уравнен!е касательной будетъ: 
9х —- бу = 28 _ 
$ 211. Нормальная линия. Нормальной лишей называютъ прямую 
перпендикулярную къ касательной въ точкЪ ея касаюя. Изъ уравненя 
касательной (63) видимъ, что тангенсъ угла а, который она составляетъ 
съ осью абецисеъ, есть (5 49, 54): 


ОГ. 

_ 0% 
аа ВОЙ 
ду 


Слфдовательно уравнен!е нормальной линш будеть ($ 49): 


И и _ 
#—м) у —@— и Е = 0 (64) 
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Пр. Найти уравнен!е нормальной лини въ точкЪ (2,1) къ кривой: 
{ = 32? -- 4ту —- 59? — 1х — 8у-—- 3 =0 
УМы имфемъ, какъ выше: 
0} 0} 
9%, 9 
слВдовательно уравнеше нормальной лини будеть: 
6х — у ЕЁ 


6 


{6 912. Построеще поляры. Свойства поляры и полюса, изложенныя 
выше, даютъ способъ построить поляру, по данному полюсу. 


Для этого черезъ полюсъ проведемъ двЪ, какля-нибудь, сВкуш1я къ 
данному коническому сЪченю и на каждой изъ нихъ построимъ четвер- 
тую гармоническую точку къ полюсу и двумъ точкамъ пересчевная сЗку- 
щихъ съ кривою. Прямая, проходящая черезъ, такимъ образомъ, пострс- 
енныя, точки и будетъ искомая поляра. Построить эти точки можно съ 
помощью свойствъ полнаго четыреугольника слБдующимъ образомъ: 


Пусть О будетъ данный полюсъ (фиг. 92), АВСШ данное коническое 
соЪчене. 

Фиг. 92. Черезъ точку О проведемь двЪ, въ 
# произвольномъ направлении, с$купия ОВ 
и ОС, которыя пересфкаются съ кривою 
въ точкахъ 4, БВ, С, 0. Если эти точки 
соединимъ прямыми лишями АС, АШФ, 
ОВ, ВС, то образуется полный четыреу- 
гольникъ, коего стороны О.Б, ОС, АДи ВС, 
а длагонали АС, БО, 00. По свойству 
четыреугольника 00, ОА, О'О5, О'В есть 
гармоническая связка, сл довательно 0. 4, 
с, Б и О, Ф, Н, С суть гармоничесяя 
точки. Если точки С и НЫ суть гармони- 
ческля, съ точками 0, А, Ви 0, р, С, то прямая СН есть поляра точки О. 





Легко видЪть изъ свойствъ этого четыреугольника, что ОО. есть по- 
ляра точки О’, а ОО’ есть поляра точки 05. Такимъ образомъ мы по- 
строили треугольникъ 000. въ которомъ каждая изъ вершинъ есть по- 
люсъ противулежащей стороны. Такой: треугольникъ называется полярнымь 
треуюльникомь относительно даннаго коническаго сЪчетя. 

Такъ какъ точки пересБченя поляры съ коническимъ сЪЗчешемъ 
суть точки касан1я касательныхъ проведенныхъ изъ полюса, то это свой- 
ство даеть сиособъ проводить касательныя къ коническому сЪченмю изъ 
точекь внЪ кривой. 
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Построене, этимъ способомъ, какъ поляры данной точки, такъ и 
касательныхъ изъ данной точки къ коническому сЪченю дЪлается, какъ _ 
видно, съ помощью только прямой лиши, т. е. линейки. 


$ 213. Во всеемъ предъидущемъ мы предположили, что всякая пря- 
мая имЪеть свой полюсъ, относительно даннаго коническаго сЪчевля. 
Чтобы это доказать напишемъ уравнене поляры точки (9/1 2уз) въ форм%: 


и, -Е 22 -- 1323 = 0 (65) 
1723 Суть Координаты поляры. Но уравнеме поляры, коей полюсъ есть 


(уд УзЧз): 


же + + 0 (66) 


если это уравнев!е тождественно съ уравненемъ (65), то мы должны 
ИМЪТЬ: д? 


6} — @п1/\ ан Рау 5 0, 


190 

ото ай Ч бы + бнув= (67) 
10 

6713 — аз Л -Р (392 —- ЯззУз — о ы 


Изъ этихъ уравненй можно опредзлить координаты Уз полюса, данной 
поляры (65), если опредЪлитель: 


А со (68) 


Случай, когда этотъ опред$литель равенъ нулю мы теперь исключаемъ: мы 
выше вид$ли, что въ этомъ случаВ коническое сфчене представляеть пару 
прямыхъ линий. 


РЪшая уравнене (67) относительно у, у2, уз найдемъ, если поло- 


А 
ЖИМ — =: 
; б 
бу: = А! - 41 оо —- 4133 
ру = Аз -Н Азот» —- Аз (69) 


РУз = Аз -- Аз Е Аз 
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$ 214. Уравнен1я (67) и (69) выражаютъ зависимость между коорди- 
натами полюса и поляры. Если полюсъ находится на полярЪ, то его по- 
ляра есть касательная къ коническому с$чешю ($ 210). 


Обратно, полюсъ только въ томъ случа находится на полярЪ, когда 
онъ находится на коническомъ сЗчени. Въ самомъ дЪлЪ, пусть: 


1: 21-Е 222 -- 383 == 0 


будетъ уравнене поляры, коей полюсъ есть точка (у у2уз). Если эта точка 
находится на полярф, то мы должны имЪть: 


и -- 12о -- вуз =0 (70) 


Помножая первое изъ уравневй (67) на у, второе на уз, третее на уз 
и складывая, найдемъ: 


б ("1 Л -Н 22 Н 393) — а11 9 - -- 4229 | аззУ?з -- 24; 2 1/2 -- 200 ЗУ Уз Е 2423/23 


Но такъ какъ въ силу условя (70) первая часть этого уравнен1я равна 
нулю, то равна нулю также и вторая, которая есть коническое сЪчене 
Г(х) =0, въ которое вставлены координаты полюса. 


Изъ этого слЪдуетъ, что если полюсъ (4/92) скользить по кони- 
ческому сЪченю, то поляра его (*1727з) касается коническаго сЪченя. 
Чтобы получить зависимость между координатами поляръ, когда полюсъ 
скользить по кривой, надобно изъ уравнений (67), съ присовокупленемъ 
къ нимь уравненя (70), исключить уз. Результатъь исключен1я бу- 
детъ: — “ 

1 12 бз 1 


(51 25 23 1]? 
вн: (71) 
Яз1 @32 033 "Тз 


| т 72 \ 0] 


которое есть ничто иное какъ взаимная функция | (Е) функши Г(%), въ 
которую вставлена у вмЪсто Е ($ 200). Сл5довательно взаимная функцщя 
функщи [(х), приравненная нулю, даетъ ту зависимость между коорди- 
натами поляръ, въ силу которой поляра касается во веЪзхъ своихъ поло- 
женяхъ коническаго сВчеюя [(2) ==0. 


СлЪдовательно: 


Г =0 


есть уравнен1е коническаго сЪчевля въ линейныхъ координатахъ, 
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Въ $ 200, 17 мы видфли, что: 
] > 
Г(х) = ($) 
откуда видимъ, что если координаты точки обращаютъ въ нуль первую 


часть, т. е. если точка находится на коническомъ сЪчени, то координаты 
касательной должны обращать въ нуль вторую часть и обратно. 


Изъ уравнен!я $ 200, 24 видимъ, что уравнене коническаго сЪчен1я 
въ форм опред$лителя будетъ: 


Аз 42 43 Я 


ре Аз Аоз то 
Аз 432 433 23 


—=0 (72) 





27 2 23 0 


Пр. 1. Найти уравнеюшя эллииса или гиперболы въ линейныхь координатахъ, 
если ихъ уравнен!1я даны въ формЪ: 


Опредфлитель /\ будетъ: 


1 | 
а 0 0 

Даа т 
0 Е 0 
0 0 —1 

слЪдовательно: 
А! ге Аз же: Ао р О 
№ 1 1 
А = , Аз = — 5 ) Аз = 5 


откуда уравнене эллипса, будетъ: 
а?? —- 022 а ео 
а, гиперболы: 


а? — 62" —1=0 


Пр. 2. Найти уравнен!е параболы въ линейныхъ координатахь, ссли ея урав- 


нение есть: | 
у" — 2рх =0 


Откуда слЪдуетъ, что: 
оО 0 — Е 
А= о т о 
род 


а: 
АНА ле АГЕЕЗА 580 \. А;. = — 10° ‘ А: =р 


СлФдовательно уравнен!е параболы будетъ: 


р? — 25 =0 
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Кривыя втораго порядка въ линейныхъ координатахъ. 
Прямая й ПОалюстъ. 


6 215. Въ предъидущей главЪ мы показали, какимъ образомъ дан- 
ное коническое сЪчене Г(2 1013) == 0 выразить уравнешемъ въ линейных Ъ 
координатах. {' (5 25:)==0, въ. которомъ перемфнныя &, удовлетворяюпия 
этому уравненю суть координаты прямой, которая во веЪхъ своихъ по- 
ложешяхъ касается коническаго сЗчешя, а коэфищенты суть миноры Ах» 
опред лителя Л (5 203, 39). 

Слфдовательно каждое уравненше втораго порядка въ линейныхъ 
координатахъ есть коническое сЪчене, къ изелЪдован1ю свойствъ котораго 
можно приложить всЪ тЪ способы, которые были приложены къ уравненю. 
(хи лохз) = 0. 


У 216. Пусть данное уравнеше въ линейныхъ координатахъ будетъ: 
Г’ (616263) == Аа 5 —- 42252 43623 24, 25 52| 2.41351 63 24 235263 дя 0 (1) 


Будемъ сначала разсматривать функцию [' независимо отъ функши р а 
Ак независимо отъ (иж. 


_ Шесть коэфищентовъ, въ этомъ; уравнеши, опредЪляють родъ кони- 
ческаго сЗченя, изъ нихъ, очевидно, ДИНЪ можетъ бытъ сдЪланъ равнымъ 
единиц, слЪдовательно собственно пять коэфищентовъ опредЪляютъ родъ 
и свойства коническаго с%ченя. 


Если координаты прямой лиюши удовлетворяютъ уравненю (1), то 
эта прямая есть касательная къ кривой, Сл$довательно, если будетъ дана 
прямая координатами, какъ касательная къ кривой (1), то мы будемъ 
имфть линейное уравневе между коэфишентами даннаго коническаго сЪ- 
ченя (1). Откуда сл$дуетъ, что пять, произвольно выбранныхъ, касатель- 
ныхъ опредфляють коническое сЗчене. Пусть эти пять касательныхъ бу- 
дутъ даны координатами: 


(1 Пе з) ) (5 (63) з (1! \\з) ; (= 6083) ) (%1 Хахз) 
Подставляя эти координаты въ уравневше (1) будемъ имЪть: 
Г (193) ==0 , [а )=0 , Ё Си) ==0 У Г (в1еез)==0 ‚ Е Обахахз) ==0 


Присоединяя къ этимъ уравневямъ шестое (1) будемь имфть шесть 
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линейныхъ уравненй между коэфищентами А, изъ которыхъ исключивъ 
эти коэфищенты, Найдемъ коническое с$чене въ вид опред$лителя: 


1 5 53 652 968. 1253 
1) 92 12 "2 3 2 
3 . 6 Чы 45 66 
У 12 1 Иа М3 Тз 


=0 (2) 


5 5% 53 во 8163 6963 
о о о 
Х1 Ха Хз 2.2 ЖЖ: 2% 


КЪ Которому касаются пять данныхъ прямыхъ. 


Положимъ, что поелздн1я три касательныя, т. е. данныя координа- 
тами 1/10], 815083 , ХЖхз, проходятъ черезъ одну точку, коей уравнене 
есть: 


о а -- 62 —- С83 —0 (3) 
Сл довательно имЪемъ: 
Оъ=а -Нба-Нс\:=0 , Оз=ав Нфе›-рсез=0 , ОБ=аж -Ебиз-Нех:=0 


Означимъ черезъ 7, 0.,... О5, Чиеловыя значен1я уравнения (3), когда въ 
него подставимъ поел$довательно координаты \, 6, 1, Е, х. 


Поступая съ опред$лителемъ (2), какъ поступили съ опредЗлителемъ 
< 203, найдемъ: 


| я 52 53| |2 Из №2 
афер ' (616263) == (0; Оз 12 "| |& в 23| ==0 (4) 

| $] С. 4 Я Хо 1 Хз ХХ 
изъ котораго видимЪъ, что если изъ пяти данныхъ касательныхъ къ ко- 


ническому сЪченю три проходятъ черезъ одну точку, то -коническое с$- 
чене обращается въ дв$ точки, изъ которыхъ одна есть: 


(= аз, -- 6562 - с38з == 0 
перес$чене трехъ касательныхъ, а другая: 
ь 


т № | =0 
Я @ в 
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есть пересчете остальныхъ двухъ. Изъ этого вытекаетъ сл$дующее 
предложение: 


Предложене. Если изъ пяти данныхъ касательныхъ, три перес*- 
каются въ одной точкЪ, то коническое сЪчене есть пара точекъ. 


Если уравневе (1) распадается на два линейные множителя: 
Г = (7 


то разсуждая, какъ въ 8 203, найдемъ слзЗдующее услове между коэфи- 
щцентами уравненя (1): 


Ат | А: Аз 
А == Аз Аз Аоз | ==0 (5) 
Аз Аз Аз 


3 217. Если будутъ даны уравневн1я коническаго сЪчеюмя и точки: 
Г’ (51 6263) =0 , её -|- 65: + сз ==0 (6) 


то координаты, удовлетворяюш1я обоимъ уравнеюямъ будуть координаты 
прямыхъ, которыя, проходя черезъ данную точку, касаются даннаго кони- 
ческаго сБчемя. Но такъ какъ изъ уравневй (6) мы получимъ пару ко- 
ординатъ удовлетворяющихъ оба уравнен!1я, то изъ этого вытекаетъ слф- 
дующее предложене: 


Предложене. _Изъ _данной точки, внф коническаго сЪченя, можно 


р --—- 


---.^ >” 
= —--—- ————- 


Чтобы найти уравнев!я этихъ касательныхъ, замЪтимъ, что коорди- 
наты этихъ касательныхъ удовлетворяютъ уравненля: 


Г” (615253) =0 ‚ и а -| 86, | 0%: =0 


слЪдовательно уравневе касательной будетъ: 


д Е 26» 7353 =0 
исключая изъ этихъ трехъ уравнений НБ найдемъ: 
Г (63 — смо ‚ ся — аж , ды | (7) 
уравнение второй степени, которое въ силу ‘ критер!ума У 203, 39, раепа- 
дается на два линейные множителя относительно 2\512., которые будучи 


приравнены нулю представляютъ искомыя касательныя. 
| 15* 
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3 218. Остается ршить вопросъ относительно общихъ касалельныхъ 
двумъ даннымъ коническимъ сЗчевлямъ. 


Пусть данныя коническая сБчешя будуть: 
Ф\ ($16283) =0 , 45 (6) ==0 


Если къ этимъ уравневямьъ приложимъ разсуждеюя и дЪйствя $ 205, 
то найдемъь слЗдующее предложене: къ двумъ коническимъ сЪъченямь 
можно провести четыре касательныя. 


< 219. Четыре данныя касательныя не опредЪляютъ коническое сЪ- 
ченте. 


Возьмемъ хва коническя сзчешя: 
ФН) =0 , $, (56) =0 (8) 


которыя какъ мы видЪли, имфютъ четыре обиия касательныя. Если со- 
ставимъь уравнене: 


Ф, —7Ф, =0 (9) 


гдВ ^ есть неопредЗленный коэфищентъ, то это уравневе представляетъ 
рядъ копическихъ сЪчеюй, которыя вс касаются къ четыремъ общимъ 
касательнымъ къ кривымъ (8). Въ каждой прямой, произвольно взятой 
на плоскости, касается одно изъ ряда (9) коническихъ сЪчеюй. Въ самомъ 
дл, если дано уравнен!е прямой, то она будеть касательная, если ея 
координаты удовлетворяютъ уравнеше (9). Это услове опредЪляеть ^. 
Коническя сЪчевя, предеставляемыя уравневшемъ (9), мы будемъ 
называть 1ря0ом:?. | 


/ 


$ 220. Теперь остается рЪшить задачу соотвЪтствующую задачЪ 
$ 207 и вывесть слЪлетвя изъ нея вытекаюпия. 


Задача. Опред$лить касательныя къ данному коническому сЪчен!ю, 
проходяшия черезъ точку пересВченя двухъ данныхъ прямыхъ (112%), 


(15268)? 


Рьышеве. Координаты, какой-нибудь, прямой, проходящей черезъ 
точку пересБченая прямыхъ (1773), (066), выражаются уравненями: 


05 = -Н А , о = Ж о == НА (10) 


№ - ` . 
Если $65; суть координаты касательныхъь къ коническому сЪченю, то 
будемъ имЪть: 


[ Аг Аул -- Аз Аа -- АЕ А) = 0 (11) 


ГЛАВА ХУ.—КРИВЫЯ ВТОРАГО ПОРЯДКА ВЪ ЛИНЕЙНЫХЪ КООРДИНАТАХЪ. `229 
если уравнеше коническаго сфченя въ символической формЪ будетъ: 
(АЕ А —- АзЁз)? — 0 (12) 


Уравнеше (11) будетъ второй степени ‘относительно ®: 


[2 МА-Е №2 =0 (13) 

ГДЪ: | 
Г == (Аа -- Аз» Е 4313) , М№М= (Аа 45 —- 4363? (14) 
— (Ари, -- Ат» -Е Аз1з) (415, к Аз —- Азбз) (15) 


или, какъ выше было условлено (3 201, 10): 


и 9 ив 
М = 5 (55 47 0 ы. зе) = > (6 Но + я: (16) 





Если рЪшимъ уравнеше (13), то найдемъ два значен1я для »: 


— ИТУ М —ТМ —М—УмМ:—ТмМ | 
ЕЕ 7 5 (17) 


СлЪдовательно, черезъ точку перес$чен1я двухъ данныхъ прямыхъ про- 
ходятъ двЪ касательныя къ коническому сЪченшю, коихъ координаты бу- 
ДУТЪ: 


о = Ми -—(МЬ-—И М—ГМ , = ММУ М-ГЮ 
== М —(М--И МТМ) ,‚ о =Мть-—(М--У М?—ГМ) (18) 
оз—М№ —(М-ИМ Т.М) 9, б==Мы СМ у М*—ГМ) 6 


гдЪ обший знаменатель № вошелъ въ составъ коэфитента пропоршональ- 
ности с. 

Такимъ образомъ будемъ имЪтЬ СВЯЗКУ ИЗЪ четырехь прямыхъ, про- 
ходящихъ черезъ одну точку. 


) ). 
Ангармоническое отношен1е этой связки будетъ,;— или с ‚ если ихъ 
2 


означимъ черезъ и и а., то будемъ имЪть: 


РИ 


2% 
1 А 


го 


откуда, наидемъ: г 
М _ Г. 
= — ; А = 
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слфдовательно, какъ въ $ 207, будемъ имЪть уравнеше опред$ляющее а: 
1 -- а) ДАМ — 4 М*а =0 (19) 


корни этого уравненя дадутъ ангармоническое отношене связки. 


221. Если въ уравнении (19) мы фиксируемъ одну изъ данныхь пря- 
мыхъ, напримЪръ (11273), дадимъ опредЪленное числовое значене ангар- 
моническому отношешю х.и будемъ координаты другой прямой (56%) 
такъ изм$нять, чтобы онЪф удовлетворяли уравневе (19), то получимъ 
геометрическое м$сто прямыхъ, коихъ ангармоническое отношене съ пря- 
МОЮ "11273 И Двумя касательными къ коническому сзченю, проходящими 
черезъ точку перес$ченмя прямыхъ (711273), (666), имЪегъь опред$ленное 
числовое значеше. Такъ какъ уравнене (19), относительно координатъ 
1525. второй степени, то геометрическое м$Зето есть коническое сЪченме въ 
линейныхъ координатахъ. 


Давая х различныя значен1я получимъ систему коническихъ сфченй 
относительно прямой (\'2\з). ИзмЪняя положен1е прямой на плоскости 
получимъ подобныя системы для каждой прямой на плоскости. 


Особеннаго вниман1я заслуживаютъ, относительно каждой прямой 
на плоскости, тъ изъ системы коническихъ сЪченй, для которыхъ ангар- 
моническое отношене я = 1 или я =— 1. 


1. Положимъ х =1, то уравнене (19) сд$лается: 
ГМ— М*=0 | (20) 


Разсматривая выражене (18) видимъ, что при услов!и (20) касательныя 
къ коническому с$ченю совпадаютъ, т. е. точка перес$чен1я касатель- 
ныхъ находится на коническомъ сфченши. Если приложимъ критерумъ 
$ 203 кь уравненю (20), то увидимъ, что оно разлагается на два линей- 
ные множителя, которые представляютъ, очевидно, точки перес$ченя 
прямой (7:'29з) съ коническимъ сЗченемъ. 


2. Второй случай это когда я = — 1. 
Полюсъ. Если а = — 1, то уравнене (19) сдЪлается: 
М*=0 или М=о (21) 


СлЪдовательно геометрическое м3ето прямыхъ (565:) есть точка, такъ 
какъ уравнеюе (21) есть линейная функшя относительно $. Но при 
& —=—1 двЪ прямыя (11 7отз), (&86) и двЪ касательныя, проведенныя. 
черезъ пересВчене этихъ прямыхъ къ коническому сфчен1ю, составляютъ 
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гармоническую связку; сл$довательно точка (21) есть геометрическое 
мЪсто четвертой гармонической прямой къ прямой (1,1013) и къ двумъ 
касательнымъ проведеннымъ изъ точекъ, находящихся на прямой (*\ оз). 


Эта точка (21) называется лолюсомь прямой (111213), а прямая— его 
полярои. 


Изъ этого видимъ, что поляра (911213), двъ кагательныя къ кони- 
ческому съченио. проведенная черезь, какую-нибудь, точку поляры и пря- 
мая, проходящая черезь эту точку и полюсь, составляютъ армоническую 
связку. 


ДвЪ прямыя, коихъ координаты удовлетворяютъь уравнете МШ==0 
называются зармоническими полярами. | 


$ 222. Изъ того свойства, что функшя М или уравнене полюса: 


Мио ь ь= (22) 
9% 055 
неизм$няется замфщенемъ чт черезъ $, и обратно, непосредственно вы- 
текаютъ слфдующия предложения: | 
я Предложене 1. Если прямая (119293) проходитъ черезь полюсъ пря- 
мой (30е.), то эта поелЪдная проходитъ черезъ полюсъ первой. 
Предложенв 2. Если прямая ($%5.) вращается около полюса прямой 
(117213), то ея полюсъ скользить по прямой (\'\о\з). 


Предложене 3. Если полюсъ скользить по прямой, то его поляра 
вращается около полюса прямой, по которой скользитъ точка. 


$ 223. Точка на коническомь съчени. Мы видфли, что если полюсъ 
находится на коническомъ сЖчени, то поляра его есть касательная ($ 210). 
Если коническое сЪченме выражено въ линейныхъ координатахъ, то по- 
люсъ поляры, данной координатами '1'о\з, есть: 


и 
НЫ НЫ 


Если поляра есть касательная, то полюсъ лежитъ на коническомъ сБчениш, 
слЗдовательно если '1727з суть координаты касательной, то уравнене 
точки касаня есть: 


ыы = 
а т 


$ 224. Въ 8 200 мы видфли, что если будетъ дана троичная форма 
втораго порядка [(х), то ее можно преобразовать въ другую— взаимную 
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Г (=), или обратно, данную форму Ф(&) можно преобразовать въ взаимную 
Ф (1). Въ этомъ преобразовави связь между ди Ё есть слЗдующая: 


В ^ 
бо" (23) 


при такой связи всегда имъфемъ: 





(2) =[ ($) (24) 
Мы вид$ли также еще, что при такой связи: 
ОР ОР 9 ук Г 25 
т Ни м т ба т, (25) 
ГД: 
1, Тб 
2 №’ ОЖ 
1 = 10" 


Если координаты х удовлетворяють [ (2) =0, то велЪдетыи (24) ко- 
ординаты Е будутъ удовлетворять уравненю | (= 0. Оба эти уравненя 
представляютъ одно и тоже коническое сфчеше, первое уравнене даетъ 
связь между координатами точекъ на кривой, а а рое ро связь между 
координатами касательной къ кривой. 


Если _(фузуз) есть точка, то поляра этой точки или полюса есть: 
“+ 22 > и а ре (27) 
Если это выражеше равно нулю, то равно нулю и выражение: 


. 97 «т ь Е ья —0 (28) 


Но это есть уравнение точки, коей координаты ий 


ГО, >. 10 1 ор 
2 0 — ) 2 до — 9 ) 20. 3 
я уравнене (28) я полюеъ, котораго поляра дана 
уравнен1емъ (27) и координатами: 

1 9/ В в 1 0! 


оби т ‚ бд 1 Зв. 


ГЛАВА ХУ.—КРИВЫЯ ВТОРАГО ПОРЯДКА ВЪ ЛИНЕЙНЫХЪ КООРДИНАТАХЪ, 233 


Изъ этого заключаемъ, что уравнегя: 


РЗ М, В Е, ТИ Я 
й тит" дз г ма Г Г 


представляють поляру и полюсъ въ коническихъ сЪчен1яхъ данныхъ въ 
координатахъ точекъ или въ линейныхъ координатахъ. 


В 295. Е уравнетя: 


и, Е 
ий НЕ 8 23 д, > оны 9.4 (29) 


вытекаютъ слЪдуюшая предложеня: 


1. Поляры двухъ гармоническихъ полюсовъ суть гармоническля по- 
ляры ($ 221). 
| 2. Полюсы двухъ гармоническихъ поляръ суть гармонические полюсы 
(3 208): 
3.226. Изъ того, свойства полюса и поляры, что если полюсъ сколь- 
зитъ по прямой, то его поляра вращается Около ПОЛЮСА прямой. и, 0б- 
ратно, если прямая вращается около одной изъ ея точекъ, то ея полюеъ 


скользить по поляр% точки вращения, слЪдуетъ, что если въ данную пря- 
мую, по которой скользитъ полюсь: 


ИЯ —- 200 —- 323 == О 
вставимъ координаты полюса: 


1 д!' ев 1 д!’ 


НН тЫ Е 
1 9 08 ) 2 2 0Е, ) 3 2 Е. 


то получимъ уравневе полюса, и, обратно, если въ уравнен1е точки, около 
которой вращается прямая, подставимъ координаты поляры: 


А = ГЕ Е —_ 107. 
и”. о 051 ? н р 050 е р 073 
то получимъ уравнене поляры. 
Пусть: 
А! = 0 | Ао == 0. 4 Ат ^ А» =0 . ее №Аз =0 (30) 


будуть уравнения четырехъ прямыхъ, ихъ ангармоническое отношение, 


какъ мы знаемъ, равно т ‚Если въ уравнен1я этихъ прямыхъ ветавимъ 
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координаты ихъ полюсовъ относительно коническаго сЗченя, то эти урав- 
нен1я сдЪлаются уравнешями полюсовъ данныхъ четырехъ прямыхъ. Если 
черезь 4\, 4', означимъ то, во что обращаются А, и А. внышесказан- 
нымъ подстановлещемъ, то уравнемя полюесовъ будутъ: 


Ат == () , Ао Е , А’ ен ХА —0 ь А\— А —0 (3 1) 


и, обратно, если (30) суть уравнешя четырехъ точекъь на одной прямой 
лин, То подставляя въ нихъ координаты поляръ, получимъ уравневя 
(31) поляръ. Изъ этого вытекаютъ слЗдующая предложения: 


1. Ангармоническое отношене четырехъ прямыхъ, проходящихъ че- 
резъ одну точку, равно ангармоническому отношен1ю ихъ полюсовъ. 


2. Ангармоническое отношене четырехъ точекъ, на одной прямой 
лини, равно ангармоническому отношеню ихъ поляръ. 


3. Полюсы трехъ паръ прямыхъ, составляющих инволюцюнную 
связку, составляютъ инволюцщонный рядъ. 


4. Связка поляръ инволюц1оннаго ряда точекъ есть инволющонная. 


$ 227. Методь взаимныхь полярь. Пусть будетъ дано коническое 
сЗчеше, которое назовемъ основнымь, пусть его уравнешя въ взаимныхъ 
формахъ будутъ: 


Г(а)=0 ‚ Г®=0 (82) 


Если координаты, какой-нибудь, точки будутъ 41293, То координаты по- 
ляры этой точки относительно основнаго коническаго сфченя будутъ: 


АР. ИИ: ам 
1 о 9 ’ 2—9 уз 3 13 —5 дз (33) 
и обратно: ра 
ыы ее. и И: 
\—5 4 7—2 №? 9 д, (34) 


Пусть теперь будетъ дано, какое-нибудь коническое сЁчене: 
Е(х, хоз) = 0 (35) 


Всли заставимъ полюсъ (34) описывать это коническое сЪчене, то его 
координаты должны удовлетворять уравнеше (35), т. е.: 


Гуго М. ФР 


Роли (9 20% ’ 20% 


= Ф( 111293) =0 (36) 
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откуда видимъ, что координаты поляры должны удовлетворять предъиду- 
щему уравнен!ю, которое, очевидно, второй степени, сл довательно, въ то 
время, какъ полюсъ описываетъ коническое сЗчеше (35), его поляра ка- 
сается коническаго сБченя (36). Изъ этого видимъ, что точки на кони- 
ческомъ счени (35) суть полюсы касательныхъ къ коническому с$че- 
‘но (36). 


Легко показать, что, обратно, каждая точка на коническомъ сЪчени 
(36) есть полюсъ одной изъ касательныхъ къ коническому сБчен!ю (35). 
Въ самомъ дЪлЪ, замЪтимъ, что точка пересЪчен1я двухъ поляръ есть 
полюсъ прямой, проходящей черезъ полюсъ данныхъ поляръ. Но перес$- 
чен1е двухъ безконечно близкихъ касательныхъ есть точка на коническомъ 
соБчени (36), слЗдовательно она есть полюсъ прямой, проходящей черезъ 
двЪ безконечно близк!я точки на коническомъ сЪчении (35), а такая пря- 
мая есть касательная къ коническому с$чеюю (35). Изъ этого видимъ, 
что коническля сЪченя: 


Е(у1 у2\з) =0 и Ф(тьчз)=0 


находятся въ такой взаимной зависимости между собою, что точки на од- 
номъ изъ нихъ суть полюсы касательныхъ къ другому. Поэтому они на- 
зываются взаимными коническими съчензями. 


Изложенныя свойства полюса и поляры относительно коническаго 
сЪченя служатъ основан1емъ метода изслФдовавй извфстнаго .въ геометрии 
подъ именемъ метода взаимныхь поляръ, который мы изложимъ подробнЪе 
ниже. | 


$ 228. Если: | 
_Ф, (1)=0 , $.(5)=0 (37) 


суть два коническ1я сфчевя, то: 


есть коническое сЪЗчеюше, проходящее черезъ четыре точки перес$чения 
коническихъь сЪчевй (37). Поляра, какой-нибудь точки (9193) относи- 
тельно связки коническихъ сЪчеюй будетъ: 


09° 09 96 \(: Ф, 0%, > 
03-=— — о Хх ==0 
то + оу. ° диз т д» 3 
Олфдовательно она проходитъ черезъ пересчен!е поляръ коническихъ 
сЪченй (37) относительно точки (и оз). 


$ 229. Если: 
Е, (&)=0 , Е (&=0 (39) 
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суть уравненя коническихъ сЪчешй въ линейныхъ координатахъ, то: = 
есть коническое сЪчеше, касающееся четырехъ общихъ касательныхъ къ 


коническимъ сЪченямъ (39). Полюсъ, какой-нибудь, прямой (1993) отно- 
сительно ряда коническихъ сфчен!й (40) будетъ: 
„ 9 ЛОР Е [а до | ОР Ро \ 


ба о о Я аа 











С 


Слфдовательно онъ скользить по прямой, проходящей черезъ полюсы 
прямой (117о9з) относительно коническихъ сЪФчевай (39). 


$ 230. Остается показать одно изъ самыхъ зам чательныхЪ свойствъ 
вконическаго сЪЗчен1я въ обЪихъ системахъ координатъ. 





Фиг. 93. Фиг. 93’. 
— | | Г 
Бе ыы 8$ : 
} ни” 56 : 
| —— 4 
2 ое а 
47 а а, | 
21 т " 
р ‘ 1 . 
> РЯ р м в 
2 № на й 
м . ры 
Е а 
р ое г Ее. 3 
ет с | 
‚> ` а. 
ДвЪ проэктивныя связки, не нахо- Два проэктивные ряда не находя- 


дяпияся въ положенли перспективы, пс- | шлеся въ положениг перспективы, обра- 
ресфчензями соотв$тственныхъ лучей, об- | зуютъ прямыми, соединяющими соотв$т- 
разуютъ геометрическое мЪето, которое | ственныя точки, обвертку, которая есть 


есть коническое сЁфченте. коническое сЁ$ченше. 
Пусть: Пусть: 
А — АА. =0 9 А — АА’ =0 А: — ЛА. = 0 . А’, — ЛА', = 


будуть двЪф проэктивныя связки. Коорди- | будуть два проэктивные ряда точекъ. 
наты точекъ перес$чен!я двухъ соотвЪт- | Координаты прямыхъ, проходящихъ че- 
ствующихъ лучей, т. е. т$, которыя соот- | резъ двф соотвфтствующя точки, т. е. 1% 
вЪтетвуютъ одному и тому-же значенлю | которыя соотвфтствуютъ одному ни тому- 
Х^, должны удовлетворять обфимъ урав- | же значению Х, должны удовлетворять 
немямъ, слфдовательно геометрическое | об$имъ уравненлямъ, сА$довательно гео- 
мЪето получится, исключая /^ изъ нредъ- | метрическое м$сто прямыхъ получится, 
идущихъ уравнен1й, что даеть: - исключая / изъ предъидущихъ уравнений, 
что даетъ: 

А, А', — А„А! = 0 (41) А, А", — А.А’, =0 (41') 
такъ какъ это уравнене относительно | такъ какъ это уравнен1е второй степени 
х,у второй стенени, то геометрическое | относительно 6.1, то геометрическое м$сто 
мЪсто есть коническое с$ченте. есть коническое сЪчете. 
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Изъ уравненая (41) легко видЪть, | | Изъ уравнения (41’) легко видЪть, 
что кривая проходить черезъ вершины | что прямыя, на которыхъ находятся про- 
связокъ, такъ какъ оно удовлетворяется | эктивные ряды, касаются коническаго 


одновременно, или: сфченля (фиг. 93'), такъ какъ уравнен1е 
(41') удовлетворяется одновременно или: 
А =О и 4=0 _ | А =0 и 4, =0 


ИЛИ: ИЛИ: 


д =О н 4. =50 = ‚ АО 


| 

Примьръ. Если двЪ проэктивныя связки, имзюпля Фиг. 94. 
вершины въ точкахъ О и О’ (фиг. 94), тождественны, 
то кривая есть, очевидно, кругъ. Это вытекаетъ изъ ра- 


венства, угловт: 


Д 102 = / 102. 
Д. 203 = /_90'3, 
С 304 == / 30'4 





$ 231. Вь 88 202 и 316 мы уже видЪли: 


Что коническое сфчеме вполнЪ Что коническое с$чене вполн$ опре- 
опред$ляется пятью данными точками. дЪляется пятью даннымм касательными. 

Изъ этого слЪдуетъ, что если дано коническое сЪчеве, то можно на 
немъ взять произвольно пять точекъ (пять касательныхъ къ нему), выбрать 
двЪ изъ нихъ за вершины связокъ (за прямыя рядовъ точекъ) и осталь- 
ными тремя. установить проэктивность связокъ (рядовъ). Геометрическое 
мЪсто перес$чен1я соотвЪтственныхъ лучей (соотв тетвенныхъ прямыхъ) 
есть коническое счете, проходящее черезъ пять выбранныхъ точекъ 
(касающееся пяти выбранныхъ кабательныхъ), а такъ какъ черезъ пять 
точекъ проходитъ только одно коническое сЗчеше (къ пяти прямымъ ка- 
сается только одно коническое сЪчете), то геометрическое м3Ъето и есть 
данное коническое сЪчеше. Изъ этого елЪдуетъ. 

Что каждое копическое сЪчеше Что каждое копическое сЁчене 
есть геометрическое мЪето точекъ пере- | есть геометрическое мЪфсто (обвертка) со- 


сфченля соотвфтетвенныхъ лучей двухъ | отвфтетвенныхь прямыхъ двухъ проэк- 
проэктивныхъ связокъ. _| тивиыхъ рядовъ. 


Такъ какъ на коническомъ сЪчеюши можно выбрать совершенно произ- 
вольно пять точекъ (пять касательныхъ), чтобы съ помощью ихъ описать, 
какъ показано выше, коническое сЪчене, то изъ’ этого.слЗдуетъ, что вер- 
шины связокъ (прямыхъ, на которыхъ находятся ряды) ничЪмъ не отли- 
чаются отъ другихъ точекь (прямыхъ) коническаго в откуда вы- 
текаютъ слфдуюния предложеня: | 


Предложене 1. Прямыя, сосдиня- } Предложеще 1. На двухъ данныхъ 
юп1я двЪ данныя точки на коническомъ | касательныхъ къ коническому сфченю, 
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сфчени съ другими его точками, образу- 
ЮтТь дв проэктивныя связки. 

Предложене 2. Если точка дви- 
жется къ коническому сЪчению, то пря- 
мыя, соединяющия эту точку съ другими 
точками коническаго сзчешя, образуютъь 
связку, Которая во время перем$щенля 
точки остается ироэктивною. 


Предложене 3. Если четыре дан-. 


ныя точки на коническомъ сЗченш, сое- 
дннимъ съ какою-нибудь, пятою точкою, 
то нолучимъ связку, коей ангармони- 
ческое отношенле будетъ величина по- 
стоянная. 
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друмя его касательныя образують два 
ряда проэктивныхЪъ точекъ. 
Предложеште 2. Если касательная 
къ коническому сфчен1ю движется, оста- 
ваясь касательной, то ряды точекъ пере- 
сфченя ея съ другими касательными ос- 
танутся всегда проэктивными сами себф. 


Предложене 3. Если четыре каса- 
тельныя къ коническому с$ченю, пере- 
с$чемъ, какою-нибудь пятою, то ангар- 
моническое отвошене, полученныхъ то- 
чекъ, будетъ всегда величина постоян- 
ная. 


ГЛАВА ХУ. 


Прямая на безконечности. 


Роды коническяхъ сфченй. Эллипсъ, гипербола и парабола. 


$ 232. Мы видфли выше ($ 185), что веЪ безконечно удаленныя 
точки на плоскости лежатъ на прямой, коей уравнене есть: 


Ста |. Сзез Г Оваз =0 


поэтому эту прямую называютъ безконечно удаленною. 


Изелздуемъ ея связь съ коническимъ с$ченемъ. Во первыхъ поло- 


>0 
20. 


жимъ, что А 


Мы видфли, что какая-нибудь, прямая можетъ перес$чь кривую 


втораго порядка только въ двухъ точкахъ и эти точки бываютъ объ 
_ дЪйствительныя, совпадаюния и 06% мнимыя. Перенесемъ это на без- 
конечно удаленную прямую. Эта прямая можетъ пересечь коническое сф- 
чен!е въ двухъ дЪйствительныхъ, въ двухъ мнимыхъ и въ двухъ совпа- 
дающихъ точкахъ; лругихъ случаевъ не представляется. Эти три случая 
и будуть характеризовать кривыя втораго порядка. Поэтому мы будемъ 
называть: 


1. Эллипсомь такую кривую, которая пересВкается безконечно - уда- 
ленною прямою въ двухъ мнимыхъ точкахъ. 


2. Гиперболой такую кривую, которая пересЗкается безконечно-уда- 
ленною прямою въ двухъ дЪйствительныхъ точкахъ, 
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3. Параболой такую кривую, которой безконечно - удаленная прямая 
касается. 


Слфдовательно эллипеъ есть кривая, которой всф точки находятся 
ВЪ конечномъ разстоян1и отъ начала—замкнутая кривая, гипербола имЪетъ 
двЪ точки на безконечности и парабола иметъ только одну точку на без- 
конечности. 


3 233. Основанемъ другой классификащи служитъ положевше полюса 
безконечно-удаленной прямой. . | 

| Проведемъ черезъ этотъ полюсъ, какую-нибудь, прямую, эта прямая 
будетъ раздЪлена гармонически: полюсомъ, кривою и безконечно-удален- 
ною прямою—полярой ($ 208); такъ какъ одна изъ четырехъ гармониче- 
скихъ точекъ находится на безконечности, то ей сопряженняя, т. е. по- 
люсъ, дзлить разетояше между двумя другими пополамъ; слфдовательно 
полюсъ безконечно-удаленной прямой дЪлить пополамъ всЪ хорды кривой, 
черезъ него проходяшия. По этой причин эта точка называется центромъ 
кривой втораго порядка. Хорды, проходящия черезь центръ, называются 
дзаметрами кривой. Если безконечно-удаленная прямая касается кривой, 
то ея полюсъ лежить на ней, слфдовательно на безконечности. Поэтому 
различаютъ два рода кривыхъ. 


1. Центральныя кривыя—эллинеъ и гипербола. 
2. Неим$юпия центра кривыя—парабола. 


__ 9 234. даймемся здесь только центральными кривыми и для этого 
разсмотримъ, какой-нибудь, полярный трефюольникь (3 212), т. е. такой 
треугольникъ, коего вершины суть полюсы Фиг. $5. 
противулежащихъь сторонъ относительно кри- 
вой втораго порядка. Такихъ треугольниковъ 
есть трижды безконечное число, т. е. онъ за-. 
ключаеть три произвольные параметра. о 





р 
< 4 
Припомнимъ главныя свойства полярнаго Г 
треугольника ($5 212). ь 
\х 
1. Всь прямыя, проходяийя черезъ вер- и 
шину полярнаю треуюльника дълятся кривой 
ей. 
Е 


и противуположной стороной зармонически. 
Предложене взаимное предъидущему будетъ: 
2. Если изь, какой-нибудь, точки, взятой на сторонь полярнало 
ятреуюльника, проведены 0въ касательныя ‘къ кривой, то онть съ этой сто- 
роной и сь прямои, соединяющей взятую точку съ противуположной вер- 
щиной, состазляютъ армоническую связку. 
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3 235. Возьмемъ теперь за сторону 1 (фиг. 95) полярнаго треуголь- 
ника безконечно-удаленную прямую, тогда двЪ друтя стороны полярнаго 
треугольника будутъ проходить черезь центръ коническаго сфчевя: это 
будуть сопряженные Фаметры этой кривой. Подъ сопряженными д1аметра- 
ми мы понимаемъ тажя 069% прямыя, въ которыхь безконечно - удаленная 
‚ точка одной изъ них, есть полмосъ друюй. Два сопряженные дтаметра, суть 
_ Ггармоническия поляры ($ 221). 


Такимъ образомъ гармоническое дЪлен1е хордъ, проходящихъ черезъ 
беяконечно - удаленныя вершины полярнаго треугольника, замфщено дзле- 
_ в1емъ пополамъ, т. е. хорды параллельныя одному ‘изъ сопряженных дла 
_метровь дьлятся друзимь Яаметромь пополамь. касательныя въ концах 
одною дзаметра параллельны друому. 

Двз гармоническля поляры ВВ и \\/ сь касательными а и а9, прове- 
денными изъ точки ихъ пересЪченя © къ кривой, образуютъ гармониче- 
скую связку, такъ какъ точки касашя Гид съ полюсами би с поляръ, 
суть четыре гармоническая точки. 

Если вершина связки есть центръ кривой, то мы будемъ имфть сл%- 
дующее предложение: | 


Каждая парч сопряженныхь Фаметровъ составляеть зармоническую 
связку съ двумя ассимитотами кривой, т. е. съ двумя касательными про- 
веденными въ точкажь пересъченля безконечно-удаленной прямой сь кривою. 
Вс коническая сЪченя, имЪють дв ассимптоты, т.е. прямыя соединяю- 
шия центръ кривой съ безконечно- Ирине точками _пересвченя кривой 
СЪ безконечно-удаленною прямою. 


Если эти точки дъйствительння, то и ассимптоты дЪйствительныя. 
СлЖдовательно въ гиперболЪ ассимптоты дъйствительны, а вЪ эллипс мни- 
мыя. Въ параболВ ассимптоты совпадаютъ и лежатъ на, безконечности. 
Хотя въ эллине% ассимптоты и мнимыя, но теоремы относянияся къ НИМЪ 
остаются въ силф, такъ какъ аналитическая комбинаши остаются т же. 
Если одинъ изъ пары сопряженныхъ д1аметровъ совпадаеть съ ассимпто- 
той, то по свойству гармоническаго дЪлен1я и другой ламетръ пары совна- 
деть съ нею, поэтому говорять: что ассимитота есть сама себъ сопря- 
женный баметуъ. | в В 


Напротивъ, если одинъ изъ пары еопряженныхъ даметровь ДЪлИТЪ 
пополамъ уголъ между ассимптотами, то другой д1аметръ пары, по свой- 
ству гармоническаго дЪлен!я, раздЪлитъ пополамъ дополнительный угГолЪ. 
Слъдовательно кривыя втораю порядка имюють два сопряженные даметла, 
переськаюциеся поф прямымь уломьу эти Маметры называются осями. 
кривой, | 
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$ 236. Оть этихъ геометрическихъ изел$довавй, изъ которыхъ ви- 
димъ, какую важную роль играетъ безконечно-удаленная прямая, перей- 
демъ къ аналитическимъ. Лля этого возьмемъ прямоугольныя декартовы 
координаты; въ этой систем координатъ безконечно-удаленная прямая 
представляется съ весьма замфчательнымъ характеромъ. Чтобы перейти 
отъ трилинейной системы координатъ къ декартовой надобно положить: 


рд==Х , 06=у , 04: =1 
= ‚, б%=м\ ‚, 06% =1 
Уравнен1я между полюсомъ и полярой дЪлаются: 
Е ==а 1 -- изу аз , од == АнЁ-- Азат -- Лиз 
ру == 421% -- аззу -- аз ›‚ су== АдЕ-- Ам -- Азз (1) 
о.1 = ах -- (329 -- @зз , 0.1 = Аз -- Азат -- 433 


ГД а = и:, при этомъ опред$литель / не равенъ нулю. Если пря- 
мая: 


| 


=: 
| 


о |з 


=> 


ИЛИ. 
в -- у =1 


удаляется на безконечное разетояве, то отр%зки а и В равны безконеч- 
ности, слЪдовательно: 


в=0 ‚, 1=0 


Такъ какъ центръ кривой есть полюсъ безконечно-удаленной прямой, то, 
полагая въ уравневяхъ (1) &=0, ч=0, найдемъ координаты центра: 


а Азз __ @12@32 —_ @22@з я Аз оз —— @11@93 
—— = ————д—_ . т ВОССВЕ о Вт ИИ 
Азз — а? А 2 

33 115 12 33 (1005 — 12 


(2) 


Если бы А;з, Аз, Азз были всЪ равны нулю, то опредфлитель ЛА быль 
бы также равень нулю, случай, который мы исключаемъ. СлЪдовательно 
. Центръ всегда опред$ленъ, исключая когда: 


Азз = 0 (3) 


ВЪ этомъ случаЪ центръ кривой находится на безконечности—это услове 
соотвЪтетвуетъ параболф, 
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Розыщемъ теперь зависимость между безконечно-удаленною прямою 
и кривою, изъ этой зависимости вытечетъ не только аналитичесвй ха- 
рактеръ параболы (3), но и эллипса и геперболы. 


Проведемъ черезъ начало координать прямую, составляющую уголъ 
о съ осью х. Если эта прямая пересЪкаетъ кривую на разстояюи 7 отъ 
начала координатъ, то координаты точекъ встрЪчи будуть: 


Х==/605% ‚, У=ТЗШЯ 
Подставляя эти выражен!я въ уразнен!е коническаго сЪчения: 


112? —- 4029? -- За оху -- 235 -- 2аозу -Ё азз =0 (4) 
найдемъ: 


72 (а | 6052“ —- (09511180 — 201 251126050.) |- 27(@1 36034 —- 1938100.) —- (33 — 0. (5) 


Изъ этого квадратнаго уравнешя найдемъ двз величины для т, которыя 
могуть быть дфйствительныя, равныя и мнимыя. 


Въ первомъ случаз, прямая, проведенная подъ угломъ © къ оси абс- 
циссъ, встрЪчаетъь коническое сзчене въ двухъ дЪйствительныхъ точкахъ, 
во второмъ она будетъ касаться, въ третьемъ случаЪ она его не ветр$- 
чаетъ, т$мъ не мене мы будемъ говорить, что прямая ветр$чаеть ко- 
ническое сЪчен1е вседа въ доухь точкахь. Напротивъ, если разстояве г 
будетъ дано, то изъ уравневя (5) опредЪлится два значен1я для угла а, 
которыя могутъ быть и дЪйствительными, равными и мнимыми. Въ обоихъ 
случаяхъ кривая имТтетъ двЪ безконечно-удаленныя точки, мы найдемъ 
прямыя, проходяция черезъ эти точки, т. е. ассимптоты кривой, полагая 

ъ уравнение (5) х = со, что даетъ: 





2116032 © —— Зала зш 0.605 & - аоо $1? & =0 (6) 
откуда: 
о. РИ 
| — Ч. У а. — аа — = = 28 
(о и == ] 12 1] 22 Ям = -33 (7) 
(125 (120 


Изъ этого выраженя видимъ, что двЪ ассимптоты будутъ дЪйствительныя, 
мнимыя или совпадающля, смотря потому будетъ-ли А. величина отри- 
и ь положительная или нуль. 


_ СлЪдовательно аналитическай признакъ для отлич1я коническихъ 
оЪченши есть слБдуюший: 


Азз > 0 эллипеъ. | 
Азз =0О парабола, (8) 


Азз < 0 гипербола. 
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Услове для параболы найдемъ изъ уравневшя въ линейныхъ координатахъ: 


А 8? —- Аээ1? Е - 2. А: 22 -- 2 А: 38 Е 2.А23" т Аз =0 (9) 


Если безконечно-удаленная прямая касается ‘коническаго сЪченя, то: 


О = О 


должны удовлетворять предъидущему уравненю, а это услов1е требуетъ, 


чтобы: 
Азз = 0 
Изъ выражеля: 
Азз — 91122 —— Чо 


видимъ, что только коэфищенты у членовъ втораго изм рен!я въ уравнени 


(4) ит, 422, @12 служатъ къ отличю рода коническаго сЖчевя. 


Пр. 1. Какой родъ коническихъ сЪченй представляють уравненя: 
322 |- 4ху -- 5% — 2% —Ту—4=0 


Отв. ОДЪеь Аз = 15 — 4 = 11; эллипсъ. 
Пр. 8. 22? - ху — 73а Ру=о 
Отв. Азз = —2 —1 = — 3; гипербола. 
Пр. 3. 2? — дуру фдх--уч—1=0 
Отв. 1 МЕ 0; парабола. 


Примъчане. ЗамЪтимъ, что при 4А.з =0 члены вторахго измфревя въ (4) со- 
ставляють полный квадратъ. . 

3 237. Уравневе ` (8) опредЪляетъь только направлеве ассимитотъ, 
но такъ какъ он проходятъ черезъ центръ, то онЪ вполнф опредЪлены 
и мы можемъ написать ихъ уравнен1я. Приравнивая нулю члены втораго 
измвреюя въ уравнеюми (4), найдемъ: 


12” -- оу -- ау =0 — (10) 
откуда: 
‚Ве т _ — 2 -У — Ав 
= фе — — м 
д 22 


а это есть направлене прямыхъ, иДущЩихь къ безконечно-удаленнымъ 
точкамъ на кривой. Слфдовательно уравнен1е этихъ прямыхъ есть (10). 
Розыскаше этихъ прямыхъ сводится на розыскаве отношеня координатъ 
безконечно-удаленныхъ точекъ. Въ самомъ дфлЪ, сдЪлаемъ уравнеше (4) 


м @ 
однороднымъ, полагая + ь визето х и 9. Чтобы получить точки пе- 
3 3 
ресЗченя безконечно-удаленной прямой съ коническимъ сБчеюпемъ на- 
добно положить #3 =0, а это именно и даетъ уравнене (10). Уравненя 


ассимптотъ получатся, написавъ уравнения прямыхъ, которыя-бы были па- 
16* 
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раллельны прямымъ (10) и проходили черезъ центръ кривой, коего коор- 
динаты мы нашли выше (2). 


Уравненте (10) будетъ представлять аесимптоты, если начало коор- 
динатъ находится въ центрЪ кривой. 


Пр. 1. Въ кривой: 
д? 9? 


ый а 


которую назвали эллипсомъ, дЪйствительно имземь: 


1 
Аз = 520 


а2Ь- 


а уравнен1е ассимптотъ будетъ: 


+) (-#)= 


Пр. 2. Въ кривой: 


Азз = — 


а уравнене ассимптотъ будетъ: 
2,9 /х У 
НЫ |9} —0 
Е 7 ь `а р 


у" — 2рх =0 


Пр. 3. Въ кривой: 


которую назвали параболой, имЪемъ: 
Аз —0 
а уравнен!е ассимптотъ будеть: 
у 


это уравнене даеть только направлеме къ безконечно удаленной точкЪ 
повторенное два раза; а собственно ассимптотъь парабола не имЪЗетъ. 
2 | 


< 238. Выше мы видфли (5 233), что поляра точки на безконечности 
есть д1аметръ, дВляций пополамъ хорды коническаго сЗченя, проведенныя 
параллельно прямой, соединяющей центръ съ точкою на безконечности, 
т. е. съ полюсомъ. | 
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Если уравнеме коническаго сЗчевля есть: 
[= 112“, -- 492027, -|- азз2? -- Заза. -Е За зал яз -Е 24235523 == 0 (1 Е) 


то поляра точки (у1у2уз) будетъ ($8 209, 58): 


я ри а РУ 2 а. (12) 
ИЛИ. 


2 (ву, -[ @1зУз -- @1зУз) -- 22 (Я —- 9223 -- 4233) -- 
-- 23 (аз х —- @зоуз Е @3з\з) =0 (13) 


полагая въ этомъ уравнеши р =, р%==у, рлз==1; ри==я,, оуз==у!, буз=1 
будемъ имфть поляру точки (2) въ декартовыхъ координатахъ: 


(а Нам а, -- У (а21 2 -- а + азз)-аз 21 - аз --азз==0 (14) 
Полагая дл ==и1 ©08 0, у = Зо, это уравнене сдзлается: 
2 (алая, 05а, -- биз Зв -- биз) -- У(ази, ©0839, -Е аэ2и1 1 0 —Г @2з) 
-- аз171 608 6% -- аза"! Ш 0 -- азз = 0 (15) 


Если ПолОЖИМЪ 7, = со, то поляра сдЗлается а ДЪЛЯЩИМЪ 
хорды, проведенныя въ направлении о, именно: 


(1 С05 0 -- (По УИ о )—- у (21 050 —- (оо 91 (и ) + Дз1 С08 и --- @з2 Ут 0 — 0 (16) 
ИЛИ. 
(4115 -[ а21у -- аз) С05 9 -- (122 -Г а52у -- аз) та, =0 (17) 


или еще, если въ уравневи (11) 0% ==, 6245 =, ©ж3 =1: 


ы С05`0 ри Тв мы 0 =0 (18) 


это и есть уравнеюше дламетра. 


Если черезъь х означимъ уголъ, который д1аметръ составляетъь съ 
_ осью абсциссъ, то изъ уравнеюня (16) найдемъ: 


ит 6030 —- 12 $1 а, _ _ бп -- 269 


(9 = — ар 
5 о (05 91 -- 422 Ш 09 о —- @2о (© “1 


(19) 
ИЛИ: 
оз {2.9.6 -- аз (ва -- Ш) -- в! =0 ` (20) 
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Сопряженными д!аметрами называлтся таке два дламетра, въ которыхъ 
точка, лежащая на безконечности, на одномъ изъ нихъ, есть полюсъ дру- 


гаго, или, другими словами, хорды параллельныя одному изъ нихъ, длятся 
пополамъ другимъ. 


Такъ какъ уравнене (20) симметрично относительно угловъ чи д, 
то изъ этого заключаемъ, что если направлене хордъ будеть &, то на- 
правлеюме д1аметра будетъ о, слБдовательно углы хи а, связанные урав- 
нен1емъ (20) суть углы двухъ сопряженныхъ д1аметровъ. Это ‘уравнеше 
получится, если въ уравневми (16) положимъь х==/с03 а, у=изша и 
сдЪълаемъ у = ©. 


Это слЪдуетъ изъ опредБлемя сопряженныхъ д1аметровъ, какъ по- 
ляръ точекъ, лежащихъ на безконечности. 


Изъ формы уравненя (18) видно, что всЪ даметры проходятъ че- 
резъ пересБчене двухъ прямыхъ: 


ГД Е 
и, № (21) 


которыя перес$каются въ центрЪ кривой ($5 236). 


Если & = 0, то даметръ, дъляший пополамъ хорды параллельныя 


0 т г 
оси х, будетъ = 0, если-же # = 5 То дламетръ, дзляшлй хорды парал- 
| 0 
лельныя оси у, будетъ :9 = 0. 


Если въ уравневи (20) сд$лаемъ о =а, то оно сдЪлается: 


доз 52а -- 2913 ва -- а: =0 (22) 


а это уравнене, дающее направлевше ассимптотъ ($ 237, 10), показы- 
ваетъ, что ассимитоту можно разематривать, какъ д1аметръ самъ себЪ со- 
пряженный. 


Общия количественныя свойства коническихь сфченйй. 


$ 239. Вс$ выше вывеленныя свойства коническихъ сЪчен1й отно- 
сятея къ положен!ю; ниже слфдуюция относятся къ мЪръ, т. е. къ коли- 
чественнымъ свойствамъ. 


Предложене. Если чрезъ какую-нибудь точку О проведемъ двЪ 
сЪкупия, ветрчающ!я коническое сфчеше въ точкахъ В, В., 9, 5, то 
отношение; 
ОВ. ОВ» 
05.05% 
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булеть величина постоянная, гдЪ бы нибыла взята точка 0, лишь-бы на- 
правленя ОА и Об были постоянныя. 


Доказательство. Изъ $ 236, замЪчая, что ОВ и ОЁ› суть корни 
уравнеюя (5), найдемъ: 


(33 
1 6052 | Эа о зто. 08 м -- оо 5129 


И точно также: 
(33 
05 . 05. — о: 
т т 6052 -—- Эао зш а. 608 ®-- ао за 
откула: | 
ОВ, ‚О В» __ 1 6053’ —- 2 о Ша. с0$ о (оо 920 
05.055 — @1 с052а - ао зщ “.с03@ > аро $90 





но вторая часть этого уравнеюя есть величина постоянная, такъ какъ 
величины (11, @1о, @20 при перенесени начала координатъ неизм$няются, 
ачия не измЗняются, потому что направлен!е, по услов!ю, остается по- 
оТояннымЪ. 


Это предложене можеть быть выражено еще слдующимъ образомъ: 
Если чрезъ двЪ данныя точки 0, и О, будутъ проведены, какя- 


нибудь двЪ параллельныя ливи ОВ и 0558, то отношение: 


.0, В,.0, В, 
0,8,.055 








будетъ величина постоянная. 
| Въ самомъ дфлЪ, числитель и знаменатель предъидущей дроби, оче- 
видно, суть: 


] 
и. бо Жо Зы И 
аз 052% -- За о5шо.с03а-- боозт?и ’ 01.0820, |- Зал озт 9.6059 -- @2 529 


откуда, ихъ отношене равно аз3:@зз — величина постоянная (@зз новое 
значене коэфищента азз при перенесеши начала координатъь изъ точки 
О; въ 05). 


— 


Слъдетее 1. Пусть О» будетъ центръ кривой, то Оо: = Об», & 
слфдовательно 055'.Об будетъ квадратъ полудаметра параллельнаго сЪ- 
кущей ОВ. Откуда слЪдуетъ, что произведения отр$зковъ двухъ перес$- 
кающихся хордъ относятся между собою, какъ квадраты имъ параллель- | 
ныхъ полуд1аметровъ, С 


СльЭстве 2. Пусть 0,0» будеть даметрь коническаго сЪченя, а 

гей 

О.В и 0.5 параллельны д!аметру сопряженному 0,0,, то ОВ, = ОЛ и 
Об: = 0553. 
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Если маметръь 00, пересЪкаетъ кривую въ точкахъ а и 6, то: 
_ т д а 
ОЕ _ 025 
т. е. квадраты полухордъ, сопряженныхъ даметру О00., пропорщюональны 
произведен1ямъ отрЪзковъ, на которые эти хорды дЪфлятъ дламетръ 0,05. 


$ 240. Предъидущее предложеше не имЪетъ мЪета въ томъ случа, 
когда прямая 05 параллельна одной изъ прямыхъ встр чающихъ кривую, 
на безконечности, въ этомъ случаВ отрЪзокъ 065 = со, и только 05) 
встр$чаеть кривую въ конечной точк$. Мы покажемъ, что въ этомъ 


случаЪ, отношене: 
ОБ 
7 ® Ото 


есть величина постоянная. Для простоты возьмемъ 05 за ось х, а ОВ 
за ось у. 


Такъ какъ ось х параллельна прямой ветрЪчающей кривую на без- 
конечности, то въ уравнении: 


1 22 -- 20 2жу -| а22у* -- Заза -- Заззу - азз = 0 (23) 


коэфищентъ а! =0, слЗдовательно уравнен!е кривой будетъ: 


20 зху -- 42° -- 20 зх -- Зазу -- азз = 0 


полагая у == 0, найденный отр$зокъ на оси х будеть: 


08, =— 988 


203 
полагая х==0 произведене отр®зковъ на оси у будетъ: 


ОЕ) ‚ОР. === ы 


22 


откуда: 
_ О а 
ОВ, ‚ОЕ? 203 


Перенесемъ теперь начало координать въ точку (м,и:), оставивъ оси 


параллельными старымъ осямъЪ, т0 42. неизмфнитея, а из сдфлаетея 
1291 -- @з, слФдовательно новое отношене будетъ: 


992 Аа 
2 (129 -- 4 з) 
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Если кривая будетъ парабола, то и. ==0, а слфдовательно это отноше- 
не будетъ величина постоянная. Если же кривая будетъь гипербола, то 
это отношеве будетъ величина постоянная только въ томъ случа, когда 
у будетъ величина постоянная. | 


Пр. 1. Составить уравнен!е коническаго сфченая, которое дфлаетъ на коорди- 
натныхъ осяхъ хи у отр$зки Л., Л», а, 2? 


Рилиене. Если въ уравнении (23) сдЪлаемъ посл$довательно х = 0, у=0, то 
найдемъ: 


* 2 — (М+М) Е - МА =0 , У — (м м)у- и =0 
ГДЗ; 


2а | Сзз : 24 (13: 
ЖЕ № =, МА=— , ифи=--“ , шы=— 


11 11 92 (5 





откуда искомое уравнение будеттъ: 
пара? -- Зазжу Н №12? — рлуе Ом -- №) — № (щ аду + МАдиа =0 (24) 
Если коническое сфчене есть парабола, то: 
ао = да МА, @а = Е ИУ раца а 2 
слфдовательно чрезъ четыре точки можно провести только двЪ цараболы. 


Пр. 2. Найти геометрическое м$5ето центровъ коническаго сБчен1я, проходя- 
щаго чрезъ четыре давныя точки? 


Рушене. Уравнение (24) предетавляеть коническое сБчеве, проходящее чрезъ 
четыре данныя точки. Координаты центра опред$ляются уравнен1ями ($ 236, 1): 


240 —- 244 —- 1 о (^\.- А») = 0 9 271 Л5у —- 2122 "__ Ма (а —- 2 —- 0 


таль какъ 0, остается произвольнымъ, то исключене его изъ этихъ уравней и 
даетъ зависимость между координатами центровъ, именно: 


21а 4202? ге 21 59? ты [Ао (Л, -- А.) = АА. (ры -|- у) = 0 


это коническое сфчене, которое проходить чрезъ пересфчения каждой изъ трехъ 
паръ ливИ, которыя можно провесть чрезъ четыре данныя точки и чрезъ среднну 
этихъ линШ. Геометрическое м$сто будетъ гипербола если А. и ми» будутъ имЪть, 
каждая изъ паръ, одинаковые или разные знаки, въ противномъ случа будемъ 
имфть эллипеъ. Ол$довательно эллиисъ будетъ въ томъ случа, когда двф точки на 
одной изъ осей будутъ съ одной стороны начала, а друйя двЪ съ противуположныхъ 
сторонъ. Другими словами, когда четыреугольникъ, образуемый четырьмя данными 
точками имфетъ вогнутый уголь. Это очевидно геометрически, такъ какъ около че- 
тыреугольника, им ющаго вогнутый уголъ, ни эллипеъ, ни парабола, не могутъ быть 
описаны. Слфдовательно описанное, коническое сЪчен1е должно быть гипербола, 
такъ что н5фкоторыя вершины четыреугольника должны лежать на различныхь вЪть- 
вяхЪ гиперболы. Откуда вицимъ, что въ этомъ случа описанное коническое сфчеве 
должно быть всегда гипербола, & такъ какъ центръ гииерболы находится всегда въ 
конечномъ разстояви, то геометрическое м%сто центровъ будетъ эллинеъ. Въ другомъ 
случа, т.е. если всЪ углы четыреугольника выцуклы, два положен1я центра будуть 
па безконечности, соотвЪтственно двумъ параболамъ, хоторыя можно описать около 
даннаго четыреугольника, 
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Каноническя формы коническихъ сфчений. 


_5 241. Теперь займемся упрощешемъ общаго уравненя центральнаго 
коническаго сБчетя: 


911259 -- 44257. -- @з373 —- 201 27125 -- 29137123 -- Заззхожз = 0 (25) 


Для этого положимъ, что оно отнесено къ полярному координатному тре- 
угольнику. Если въ этомъ уравнени сдфлаемъ х. =0, то получимъ урав- 
нение: 

112. -- 2012120 -[ @212% ==0 (26) 
которое есть произведеюме двухъ прямыхъ, соединяющихъ съ противуно- 
ложной вершиной, точки перес$чен1я кривой съ прямою хз == 0. Это урав- 
нее разлагается на два линейные множителя: 


1 — бо =0 у 1 — Вх. =0 


Но мы предположили, что координатный треугольникъ есть полярный, 
слздовательно эти лиши суть касательныя, а касательныя со сторонами 
полярнаго треугольника составляютъ гармоническую связку ($ 210), слЪдо- 
вательно В = —&, и уравнеше (26) сдЪлается: 
21° — 02.20 — 0 

Если это послЪднее уравнене тождественно съ уравнешемъ (26), то въ 
уравнении коническаго с$ченя (25) нЪть члена 2.25. Такое-же раз-. 
суждеюме покажеть, что въ уравневи недостаетъ и членовъ 237, 


ЗаозТохз. СлЪдовательно уравнен1е коническаго сЪчен1я заключаетъ только 
квадратные члены, т. е. оно будетъ: 


1127, -Е 422% —- аз: ==0 - (27) 


Въ этой форм уравнене коническаго сЗченя можеть быть представлено. 
трижды безконечнымъ числомъ, такъ какъ выборъ полярнаго треугольника 
зависитъ, какъ мы видЪли, оть трехъ произвольныхъ параметровъ, изъ 
коихъ каждый можетъ имЪть безконечное число значеншй.( Если теперь 
мы предположимъ, что одна изъ сторонъ координатнаго полярнаго треу- 
гольника, наприм$ръ т. ==0, есть безконечно-удаленная прямая, то пе- 
рез чен!е другихъ двухъ сторонъ будетъ центръ кривой, а сами стороны, 
т. е. координатныя оси, будуть сопряженные д1аметры. СлЪдовательно 
мы должны Только положить: 


р = , р2=у , р3=1 
и уравнен1е сдЪлается: | 
112“ -- @22? -- азз =0 (28) 
Но вообще въ немъ координатныя оси не прямоугольны. 
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$ 242. СдЪлаемъ тфже разсужденя относительно того-же коничес- 
каго с$чевня, но отнесеннаго къ линейнымъ координатамъ: 


Г. (5) г А15% = Ао - Азз523 = 2.41 251 6 р 24 38 53 =: 2 А23526з = 0 (29) 


Для этого положимъ, какъ и выше, что это уравневе отнесено къ по- 
лярному треугольнику, коего вершины суть: 


5 =0 } 62 —0 3 63 ==0 


Если положимъ въ уравнении (29) & ==0, то получимъ уравнеше: 


Аз 51 Е 2 А. об С = Ааэб?о —=0 | (30) 
которое есть произведете двухъ линейныхъ множителей: 
& — Е. =0 ) я — В =0 (31) 


слЪдовательно представляетъ двЪ точки касан1я касательныхъ, проведен- 
ныхЪ иИЗЪ точки 6; =0 къ коническому сфченю (29). Но такъ какъ, по 
услов1ю, координатный треугольникъ есть полярный, то двЪ касательныя, 
со сторонами полярнаго треугольника, черезъ пересЪченме которыхъ онЪ 
проходятъ, составляютъ гармоническую связку, сл5довательно (5 221): 


я =0 ) & =0 ) & — 062 =0 ; а — В& =0 


суть четыре гармоническя точки, а поэтому мы должны имфть В = — 9, 
слЪдовательно уравнен1е точекъ касанйя будетъ: 


Но это есть уравневе (30), слЪдовательно 41. =0. Тоже разсуждене по- 
кажетъ, что въ уравнев!и (29), если оно отнесено къ полярному треуголь- 
нику, недостаетъ членовъ 24136 5:, 2Аозбоёз. СлФдовательно уравнеше ко- 
ническаго сЪченя, отнесеннаго къ полярному треугольнику, будетъ: 


А; 152, -- 425% -- Аз: =0 (32) 


Если одна изъ сторонъ полярнаго треугольника будетъ на безконечности, 
то будемъ имфть: 


0, =6 ,‚ о%ь==\и , 0=1 
откуда уравнене сд$лается: 
Аз 5? -|- Ао? -- Аз =0 (33) 


оно отнесено, очевидно, къ двумъ сопряженнымъ даметрамъ и центру, 
какъ началу. Уравневя (28) и (33) центральныхъ коническихъ с5чешй 
суть самыя простыя въ обЪихъ системахъ координатъ. 
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| Каноническя формы коническихъ с$ченй. 
С 241. Теперь займемся упрощенемъ общаго уравненя центральнаго 
коническаго сЪченя: 


112%, -- @325% -- @337223 —- За12712 -- из хз -- Заззтохз = 0 (25) 


Для этого положимъ, что оно отнесено къ полярному координатному тре- 
угольнику. Если въ этомъ уравнении сдЪлаемъ 7. ==0, то получимъ урав- 
нене: 

ата”, -Ё 2 о -- @232°, == 0 (26) 
которое есть произведен1е двухъ прямыхъ, соединяющихъ съ противуно- 
ложной вершиной, точки пересЪченя кривой съ прямою 2. == 0. Это урав- 
нен1е разлагается на два линейные множителя: 


Х — Схо =0 , л; — Вл = 0 


Но мы предположили, что координатный треугольникъ есть полярный, 
слЪдовательно эти лини суть касательныя, а касательныя со сторонами 
полярнаго треугольника составляютъ гармоническую связку (5 210), сл5до- 
вательно В == — <, и уравнеше (26) сдЪлается: 
27 — 0.1% =0 

Если это посл$днее уравнеше тождественно съ уравнешемь (26), то въ 
уравнен!и коническаго сЪчеюя (25) нфть члена Зах... Такое-же раз-. 
сужденте покажетъ, что въ уравнеюи недостаетъ и членовъ 205%, 
Заозтохз. СлЗдовательно уравнен1е коническаго сЪчевня заключаетъ только 
квадратные члены, т. е. оно будетъ: 


1128, -- а225° -- азз?з =0 ‚ (27) 


Въ этой И: уравнене коническаго сБченя можетъ быть представлено. 
трижды безконечнымь числомъ, такъ какъ выборъ полярнаго треугольника, 
зависитъ, какъ мы видфли, отъ трехъ произвольныхъ параметровъ, изъ 
коих каждый можеть имЪть безконечное число значен!й.( Если теперь 
мы предположимъ, что одна изъ сторонъ координатнаго полярнаго треу- 
гольника, напримЪръ 1. =0, есть безконечно-удаленная прямая, то пе- 
резЪчен!е другихъ двухъ сторонъ будетъ центръ кривой, а сами стороны, 
т, е. координатныя оси, будуть сопряженные дламетры. СлЪдовательно 
мы должны только положить: 


ра = , р%=—у ,‚ рз=1 
и уравнен1е сдЗлается: 
12° -- 4529? -- азз = 0 (28) 


Но вообще въ немъ координатныя оси не прямоугольны. 
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< 242. ОдЪлаемь тЪже разсужденя относительно того-же коничес- 
каго сЪченя, но отнесеннаго къ линейнымъ координатамъ: 


р (5) == Ат“ я Ао - Азз573 - 2. А 25 > Е 24} 3 23 = 2 Азз526з —=0 (29) 


Для этого положимъ, какъ и выше, что это уравнене отнесено къ по- 
лярному треугольнику, коего вершины суть: 


= 0 , с . 0 


Если положимъ въ уравневи (29) 8 =0, то получимъ уравнен!е: 


Ан, + 2 АВ Е Аз, = 0 (30) 
которое есть произведене двухъ линейныхъ множителей: 
& — а. =0 ь я — В =0 (31) 


слЪдовательно представляетъ двЪ точки касанйя касательныхъ, проведен- 
ных иИзЗЪ точки 6; =0 къ коническому сЪченю (29). Но такъ какъ, по 
услов1ю, координатный треугольникъ есть полярный, то двЪ касательныя, 
со сторонами полярнаго треугольника, черезъ пересЪ чение которыхъ он 
проходять, составляютъ гармоническую связку, слЗдовательно (5 221); 


я =0 , 5=0 , &— 09 =0 , я — 82 =0 
суть четыре гармоническля точки, а поэтому мы должны имЪть 8 = — а, 
слЪдовательно уравневне точекъ касанля будетъ: 
2 029, = 0 
Но это есть уравнен!е (30), слЗдовательно 4, =0. Тоже разсуждене по- 
кажетъ, что въ уравнении (29), если оно отнесено къ полярному треуголь- 


нику, недостаетъ членовъ 2А 366, 2 Аз. СлЪдовательно уравнеше ко- 
ническаго сЪченя, отнесеннаго къ полярному треугольнику, будеть: 


4,152, |+ Ао -- Азз8% = 0 (32) 


Если одна изъ сторонъ полярнаго треугольника будетъ на безконечности, 
то будемъ имфть: 


== . бт „ 
откуда уравнен1е сдзлается: 
А; 15? -- А»ощ? -- 4зз = 0 (33) 


оно отнесено, очевидно, къ двумъ сопряженнымъ д1аметрамъ и центру, 
какъ началу. Уравненя (28) и (33) центральныхъ коническихь сБчевшй 
суть самыя простыл въ обЪихъ системахъ координатъ. 
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_9 243. Остается только седЪлать на самомъ дфлЪ переходъ отъ об- 
щаго уравнен1я (25) къ (28). 

Перенесемъ начало координатъ въ центръ. Такъ какъ центръ есть 
полюсъ безконечно-удаленной прямой, то оси хи у будутъ длится гар- 
монически кривою и безконечно-удаленною прямою, въ силу этого члены 
21713, Ход, ИЛИ ХИиЧч, изчезнутъ, остается только сдЪлать поворотъ коорди- 


натныхъ осей. 


Перенесене начала координатъ въ центръ д$лается подстановленемъ: 
ре === м 
раз == у==у' 
хз — 


гдз м и В суть координаты центра, слфдовательно (5 236, 2) 


— 


Аз Дэ 
и —=—— . и. ^ 
43 й Азз 


но изъ теор1и опред$лителей имЪемъ: 
1194 =: ИФ -- из == 0 
219% -- Яро -- (оз —= 0 


м 431-431 ие Чзо Азо -[ азз.Азз — А (34) 


азбд -Е @заВ -- @зз == а ен" 
(1.33 : <133 


слЪдовательно: | | 
ах | 
1% -- изу -- @з = @1 15 -- 9135 


421% —- @229 -Е @эз == 21% -[- а 
А 
аз -- 432 -- @зз == аз -Р @з2У т м 


Умножимъ первыя части этихъ уравневй соотвЪтетвенно на #%, у, 1, & 
вторыя на яч, у - В, 1 и сложимъ, то найдемъ: 


91° -- 241229 -- 423? -- 291 34 -Е Зазу - азз == 


= а? -- 22у - ау ры —=0 (35) 
33 
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Этимъ преобразованмемъ члены первой степени удалены, а второй степени 
остались безъ перемЪны. ЗдЪеь мы должны исключить тотъ случай, въ 
которомъ 4.. =0, такъ какъ въ предъидущемъ уравнени послЗдниЙ членъ 
будетъ равенъ безконечности, и кривая будетъ имфть центръ на безко- 
нечности. Напротивъ, уничтожеве опредфлителя Л неизмЪняетъь нашихъ 
изслЪдован!й, только ихъ геометрическй смыслъ будетъ различенъ. Этоть 
послфднЙ случай мы раземотримъ ниже, 


$ 244: Мы уже выше показали геометрически, что есть пара перпен- 
дикулярныхъ сопряженныхъ д!аметровъь (5 235); теперь покажемъ это 
аналитически. Нашъ анализъ покажетъ, что существуетъ только одна пара, 
такихъ даметровъ, 


Если сопряженные даметры перпендикулярны, то и==а-Р 90°, а 


а 
фо а 


(© = 
подставляя это выражене въ (19), найдемъ: 


и ща 1=0 (36) 


Корни этого уравневюя всегда дЪйствительны и даютъ направлеше сопря- 
женныхъ перпендикулярныхъ д1аметровъ. 


.- ща 
Если вмФето а поставимь въ предъидущемъ уравнени итфя: то 


найдемъ: 
ИЕ (37) 
11 @22 | 
полагая 2х =В будемъ имЪть: 
8 — ато {о [2 _ (38) 
- \Чб1-  @2 
Откуда, найдемъ величины для ©: 
= т = 909 < = 1809 | д 2709 


которыя отличаются только на 90°, слЗдовательно даютъ одну и туже 
систему, разсматриваемую иначе, т. е. есть только одна система прямоу- 
юльныхь сопряженныхь Фаметровъ. Эти дламетры называютъ осями кони- 
ческаго сфченя. ЗдЪсь представляется только одно исключене, это когда 
имфемъ въ одно время: 


@1— 422 =0 , 012==20 


254 ГЛАВА ХУГ.—ПРЯМАЯ НА БЕЗКОНЕЧНОСТИ. 


Коническое сЗчеше имЪфетъ тогда форму: 


у 6 


слъдовательно есть кругъ. Въ этомъ случа уголъ а остается неопред$- 
леннымъ, слфдовательно есть безчисленное множество сопряженныхъ пер- 
пендикулярныхъ дламетровъ, и, дЪйствительно, въ круг каждая пара пер- 
пендикулярныхъ д1аметровъ есть сопряженная. Если въ уравнени вм$ето 


($ подставимъ ы то найдемъ уравневе осей: 


ар" -- (1 — 422) 2 — 2х? ==0 
или равнодфлящихъ углы между ассимптотами. \ 
$ 245. Чтобы сопряженные перпендикулярные д1аметры сдЪлаль 


координатными осями надобно поворотить старыя оси на уголъ я, опре- 
дзленный уравненемь (37), а для этого надобно положить ($ 35, 6): 


== 608% — у ша 


(39) 


у —= хзша-Ру' с03 9 


Если эти выраженя подставимъ въ уравневше (35), то оно должно при- 
нять форму уравнен1я (28), если въ немъ сдЪлаемъ 11 = <, да ==ЧУ, 43 =1. 
СлЪдовательно послЪф подстановлен1я въ уравнене: 


т 127? -|- 4229? —- 2 э%у а р —=0 (40) 


коэфищентъ при ту долженъ быть равенЪ нулю, что и имфетъ м$ето въ 
силу услов1я (19); Въ самомъ дЪлЪ, этоть коэфищенть есть: 


60$ @ (422 5Ш @ -- 912608 &) — зщ @ (011 60$ © -- ао зш а) = 0 
сл5довательно можемъ положить: 


ал 608 @ | ао Ша __ @12 605 «-- 422 ша. (41) 
605 @ 51 & 
или: 

(ит — ^) с03@ -- дозш а ==0 
(42) 
то 08 & -- (429 — ^) зп 9 ==0 
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Исключая между этими уравпевями зто и с0за, найдемъ квадратное 
уравнен!е въ ^, которато корни и будуть коэфишенты при х?иу? въ пре- 
образованномъ уравнени. Это исключен!е даетъ: 


1 —^ , 02 
=0 (43) 
Ч  @ж— 
ИЛИ: 
28 — (21 В Чо) ХЕ а11@22 — @ 2 ==0 (44) 


Ознатимъ корни этого уравненя черезъ №, А›, каждому изъ нихъ будуть 
соотвЪтетвовать въ силу (41) величины &, которыя будутъ различатея на 
90°, если членъь ху исчезъ. Поэтому будемъ им$ть: 


1 608 &—- а зШ & = А, 6039 


Со С08 “ -- Соо Ш & = Л, $10 о 


(45) 


| ша — (о С08 @ — Л 51 & 
(о $11 & — @оо 608 & — — №5 ©05 @ 


Умножая третее изъ этихъ уравневй на х, а четвертое на у и склады- 
вая, получимъ, соображаясь съ (39): | 


(1 310 9, — о 608“) д —- (мо5Ш а — @22 с08@) Ч ь — Лу (46) 
точно также изъ перваго и втораго получимъ: 
(ит 608 @ -- а Ш @) 2-Е (ва с08 а -- аа зт а) у= Ах _ (47) 
Если наконець умножимъ (46) на: | 


— хзта + 9608 & = 
а (47) на: 
2 с05& - узша = 


и результаты вычтемъ, то найдемъ: 


1222 -- 20 2 -|- 422? = №12 -- ду? 


СлЪдовательно уравнене коническаго сЪчеюя получить самую простую 
ых 


форму: 
| А 


„433 





ид -- му" --=0 


Итакъ корни уравненя (44) дЪйствительно даютъ коэфищенты въ но- 
вомъ уравнени. Въ исключительномъ случаф, который указали выше, 
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именно, когда #1 == 422 И о =0, корни А, А остаются опредфленными, 
но дзлаются только равными. 


Мы выше видЪли, что всегда есть пара перпендикулярныхъ сопря- 
женныхь д1аметровъ, если только ^ и 4. не разны нулю. Но легко 
показать, что уравненше (44) всегда имЪетъ дЪйствительные корни. 


Въ самомъ дЪлЪ, оно даетъ: 


Х = и ДЕ вне, + 22 


Изъ этого выраженя видимъ, что подрадикальная величина не можетъ 
быть отрицательной величиной, если только коэфищенты въ уравнени 
коническаго с$ченя суть величины дЪйствительныя. . 


$ 246. Преобразоваюме уравнеюя коническаго сЪченя: 


12° -- 291229 же 452" +5 ——==0 (48) 


Азз 
въ форму: 
8? -- №5 у" т =0 (49) 
33 


можно сдЪлать гораздо проще способомъ Буля сллующимъ образомъ: 
если уравненше (48) преобразуемъ подстановленемь (39), коего модуль 
преобразован1я равенъ единиц%, то будемъ имЪть: 


1127 -- 201 отУу - @22* нЕ ®. Ах? -- 2Бху -- Су? = г (50) 
Азз Азз 
ИЛИ: 


12? -- Зал жу -Е 9224? = Ад’ -- 2Вху' -- Оу? (51) 


гдЪ АБ, С суть функщи ао (11, Яо, @22 И 6089, Зо. Но мы 
имфемъ всегда: 


27 у == Гу? 


такъ какъ каждое изъ этихъ выраженй есть разстояне начала коорди- 
натъ отъ точки (ху) или (Ху). 


Если къ обфимъ частямъ (51) прибавимъ по: 


Х (11-99 и ау) 
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гдЪ ^ есть неопредЪленный коэфишентъ, то найдемъ: 
12 —- 24122 —- 922? -- ^ (42 -- у?) = Ад? -- Вх Обу?-Н А (2 у”) 
или: 
(аи -Н А) 2 -- 2а1э2у Е (аз - №) у? = (АНА) д -- 2Вжу | (Су 
По свойству инварантовъ (3 192, пр. 3) будемъ имЪть: 
(ит -Ё №) (а НХ) — а. =(А- №) (С--^) — В? (52) 


такъ какъ это уравнен!е должно имЪть мЪето при всЪхъ значеняхъ *, то 
приравнивая коэфищенты при ^, найдемъ: 


А-НО=а! - ар 
АС — ВБ? = в 422 — а? 2 


Если выберемъ направлеше новыхъ координатныхъ осей такъ, чтобы В==0, 
то будемъ имЪть: 


А О= а, -- а 
АС — в 1425 — @^ 2 
ИмЪя эти уравнеюя, получимъ уравненге: 


 — (аи -- 422) (911922 — а 2) =0 (53) 


котораго корни суть А и С, и уравневе (50) сдЪфлается: 


12? -- Зазху -- аа? -- А _— Ад? -- Су А 
Азз Азз 


Пр. 1. Найти оси эллипса: 
\ : 
145? — 4ху -- Пу’: = 60 
\ 
и преобразовать его уравнене къ\ осямъ. 


Таль какъ оси суть равнодфляшя углы между ассимитотами, а ассимитоты 
суть: 
145? С 4жу + 11? =0 
то уравненле осей будсть: 
422? ВР бжу — 4" =0 
или: 
(2х —у) (#-2у) =0. 


Въ этомъ примфрЪ имфемъ: 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРЯ, 17 
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откуда ^, = 15, ^, = 10, а уравнене преобразуется въ: 
322 —- 22 = 12 
Пр. 2. Преобразовать уравнене гиперболы: 


112? - 842у — 249? = 156 


ЗдЪеь: 
А, --А, = — 13; 3 \1 А, = — 2028 
откуда: 
^, = 39 › А. = — 58 
а потому: |. 
35? — 4у = 12 


_б$ 247. Посмотримъ теперь, какля кривыя представляетъ уравнение: 
А 
а? у? + =0 
Азз 
Это уравнен1е можно написать въ слЪдующей формЪ: 


227 г 
А т. р зе 


аа \› Азз 





Уравнене въ этой формЪ даетъ сейчасъ классификащю кривыхъ. Въ са- 
момъ ДЪлЛЪ, произведене знаменателей: 


^2 
Л, А. Аз 


всегда имъетъ, какъ видно, знакъ произведен1я Х,»., а это произведение 
есть: 


№}, = 4зз == 011922 — @%\ 2 
такъ какъ № и ^, суть корни уравневя (53). 


‚ СлЪдовательно классифицировать кривыя по знаку произведеня коэ- 
фищентовъ при 2? и 14? все равно, что классифицировать по знаку дз. 


Вотъ возможные случаи: 


Случай 1. 433 > 0; А и №. имЪють одинаковые знаки. 











_ А А 
1. — оны и?) — > — 6?:; эллинеъ. 
1433 2.433 | 
А А Е 
2. — а*, — — — 62; эллипеъ мнимый. 


№4 Аза 
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Случай 2. 4: < 0; М и *. имЗютъ противные знаки. 


А А р 
== ———— = —_4*, гипербола, ветрЗчаемая осью 5 въ 
№ Аз Л.А зз 


двухъ точкахъ. 
А 


2, — = — 04°, — 
№ Азз 


двухъ точкахъ. 


1. 


А 
\›Азз 








==02; гипербола, ветрЪчаемая осью у въ 


Эти двЪ гиперболы отличаются только направлен!емъ осей. СлЪдо- 
вательно мы находимъ только двЪ кривыя (дЪйствительныя), имЪющая 
центръ, которыя представляются алгебраически уравнеюмемъ второй сте- 
пени. Что касается мнимаго эллипса, то можно только замЪтить, что его 
центрь и оси суть дЪйствительные, точно также, какъ и его поляры 
дъйствительныхъ полюсовъ. ^ 


Эллипсъ. 


$ 248. Изъ предъидущаго параграфа видимъ, что эллипеъ и гипер- 
бола, отнесенные къ центру, какъ началу координатъ и къ своимъ осямъ, 
имзютъ самую простую алгебраическую форму: 


Е т 
эт 1 ’ а? 9—1 


Изъ этихъ уравненй видимъ, что гиперболу можно разсматривать, какъ 
частный случай эллипса, когда одна изъ его осей сд$лаетея мнимой. Если 
р измЪнимъ въ эллипсЪ на 6 то получимъ гиперболу: 

2 9? 


о бы 


а 07 
встр$чающую ось х, а если изм$нимъ а на ой, то получимъ гиперболу: 


2 779 
р 


12 
встр5чающую ось у. 

Такую простую форму, какъ, эллипесъ, такъ и гипербола, могутъ по- 
лучить, будучи отнесены къ косоугольнымъ координатамъ, когда за начало 
будетъ взятъ опять центръ, & за координатныя оси, нара сопряженныхъ 
дламетровъ. , 

Такъ какъ пара сопряженныхъ даметровъ съ безконечно-удаленной 

7 
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прямой образуютъ полярный треугольникъ, относительно разсматриваемаго 
центральнаго коническаго сЪчентя, то его форма: 


12 ов? 
эн=1 (54) 


не будетъь измФнятся, если за косоугольныя ‘оси выберемъ пару сопря- 
женныхъ д1аметровъ. Такой лерехолъ отъ прямотгольныхъ координатныхъ 
осей къ косоугольнымъ мы сдЪлаемь съ помощью формулъ (5 36, 5): 


д==д 603 & -- у с05В 
(55) 
ух шо - у за В 


гд$ В—а==ф есть уголь между сопряженными д1аметрами. ПослЪ под- 
становления уравнене (54) сдЪлается: 


д у 
Рх Е та ] (56) 


такъ какъ коэфищентъь приху, по свойству полярнаго, какъ координат- 
наго треугольника, долженъ быть равенъ нулю, именно: 











60$ &, с05В |’ зша. эт В 
зщ ты 10 (57) 
аа и будуть даны уравнен1ями: 
1 60529 ‚ 912“ 
0 а" р" 
(58) 


1 60578 ‚ 9128 


2. а? |. р2 





Полагая въ уравнени (56) сначала х==0, а потомъ у = 0, найдемъ: 
2—0, 2=07 


слЪдовательно и и В суть длины сопряженныхъ д1аметровъ, считая отъ 
центра до встрфчи ихъ съ кривою. | 


Съ помощью уравненй (58) можемъ вычислить эти длины, имЪя 
длину аи б. ВромЪЗ того уравнеюме (57) есть ничто иное, какъ урав- 
ненше (5 238, 19), которое даетъ зависимость между углами, составлен- 
ными сопряженными д1аметрами и осью х, | 
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Такъ какъ ф=в8-— а, то имемъ два уравненя: 


603 @. 60$ В -- 1 а. эт В == 608 $ 


И 
60$ 9. ©08 В + ша. тв о 
р р2 
ИЛИ: 
р? 
{о 0. (© и — — и 
откуда: ее зобораенаныя 
а? р? 
=——— п а. зп В = — 5—5 608$ 
60$ ©. 605 В 220089 , 5 2—8 
вычитая, найдемъ: 
а? | 62 
60$ (ВН &) = и — 60$ 3. (59) 


Это уравнене даетъ двЪ величины для © -|-В равныя, но съ противными 


знаками: 
В = ни 
но мы имЪемъ: 
В а=ф 
слЪдовательно: 
—4-=4 о и 
| раны ет . В — —— 
2 2 


Изъ этихъ выражений получимъ, какъ и должно было предвид$ть, по при- 
чин сиуметри кривой относительно осей, двЪ системы сопряженныхъ 
дламетровъ, изъ коихъ одна, относительно осей, есть воспроизведеше дру- 
гой. И въ самомъ дЪлз, вторая величина В равна первой ©, а вторая ве- 
личина © равна первой В и обратно. 


Въ эллипе5 эти ршенля будуть дЪйствительны, подъ условемъ: 


АЕ 2 — № 


608$ ея ты 


что даетъ предЪль угла ф и найменьций уголъ, который могутъ составлять 
сопряженные д!аметры. Пред%лъ этотъ даетъ уравневя: 
а? — В? > 2096 


08 — ата ты , т ф = эта -ы 


. ИЛИ: 
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Изъ этого видимъ, что сопряженные дламетры суть дагонали прямоуголт- 
ника, описаннаго около эллипса параллельно осямъ. Уголъ между л1аго- 


налями дфлитея осями пополамъ. 


Но въ этому случаЪ имЪемъ: 
60$ («+ В) =1 
«в=о 


г. е. двЬ дагонали симметрично расположены около осей. Изм няя В на 


6% будемъ имЪть для гиперболы: 


слф довательно: 


0$ (&-- 8) = 8 


ЗдЪсь имЪемъ всегда 4 > 6°, поэтому никакого ограничея быть не мо- 
жетъ и мы знаемъ, что ф можеть быть равно нулю, такъ какъ каждая 


ассимптота есть сама себЪ сопряженный д1аметръ (8 247). 
/ 
$ 249.‘ Задача эта рЪшается еще слБдующимъ образомъ: прямо 
ищутся величины @^ и 6% съ помощью квадратнаго уравневля подобнаго 
тому, которое служитъ къ разыскан!ю осей а” и 0". Мы видЪли (57 и 58), 


что: 
1 _ 603°и | 52а 


а @’ 0? 








05 ©. 03 В ‹ зша. зш В 
т 
И б 
1 _ 60528 51128 
63, а" р? 


Умножимъ разъ первое и второе уравнен1е на зшВ. и — зто; а другой 
разъ на — с05В и с0зях и сложимъ, то получимъ: 
шв 6058  зша 


= В = 
7 ] у ет ) 47) 62 7 


Умножая второе и третее на зтВ и — па, а потомь на — с05В и 05% 
и складывая, какъ выше, найдемъ: 


ша _ 603 В а 08 а В 
62) а? р 68. — | 
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Если теперь перемножимъ первое съ четвертымъ, а второе съ третьимъ, 
и эти произведеная вычтемъ, то получимъ: 


4? И $112 —0°0* (60) 
ОТКУДА: 
ив эт ф == аб 
ИЛИ: | 
40 т © = 4а6 


Но 4496 есть площадь прямоугольника, описаннаго около эллипса парал- 
лельно осямъ, а 4216, пФ есть площадь параллелограма, описаннаго около 
эллипса параллельно дламетрамь а и В. Слфдовательно, площадь парал- 
лелограма, описаннаго около эллипса параллельно сопряжевнымъ д!амет- 
рамъ, есть величина постояняая. Откуда зпоф, т. е. зш угла между со- 
пряженными д!аметрами, будетъ: 

а 

а (61) 


Такъ какъ изшоф есть длина перпендикуляра СТ==р (фиг. 96), опу- 
щеннаго изъ центра эллипса на касательную РТ въ точк$ Р, которая 
параллельна сопряженному даметру СР’ =, то: 


аб 
и (62) 
1 


Если уравнемя, выведенныя изъ уравнен!й Фиг. 96. 
(57) и (58) напишемъ въ формЪ: 


о зшВ = а, созо.зтФ , 026058 = — 9 зто. зшф 





зто == — 03, со5В.зтФ , 62с08&==0%, тв. и Ф 


и умножимъ первыя два слфва на сова и — с0$8, а вторыя справа на 
— ща, зшВ и сложимъ, то найдемъ: 


9? — а?, с05?и -- 67 с0528 
| (63) 
62 == 02, чи —- 92, 1028 
откуда, складывая, получимъ: 


а? -- $ = а?, Е 53, :. 89) 


т. е. что сумма квадратовъ сопряженныхъ дламетровъ есть величина по“ 
стоянная. 2 № ах 
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Если означимъ чрезъ (м, и) координаты конца дламетра а, то легко 
найти длины сопряженныхъ д1аметровъь а ив въ функщи абециссы 2. 
Въ самомъ дл, имЪемь м ==а с0з%, у ==а13ш о; подставляя въ 
(63), найдемъ: 
(2 — 2“ —- 6 с0578 
62 — и? -- 67, зв 
2 2 
ни, + ® 


откуда, складывая. . 


НО: 
р2 
о 
= 5 (2—9) 
а 
‘елъдовательно: 
р — 02 =. г? . И — р -- 62 (65) 
гв ($ 13): 
а о с? 
С не вает 2 
(.2 а 


Складывая эти два выражен1я, найдемъ уравневше (64). 
Уравнен1я (60) и (64) даютъ возможность построить квадратное урав- 
нен!е, котораго корнями будуть а и и Это уравнене есть: 


(М) 2 





(66) 


р 


Если оси а и 6 кривой извЪетны, то для каждой величины угла ф это 
уравнене даетъ длину сопряженныхъ даметровъ. Въ самомъ дЪлЪ, корни 


этого уравненя суть: 


о Ш @ 5” а? —- 6? Ех 22 
яя 2 ТИ о $11?ф 


5 08 ыы р и д? | 62\? 02? 
Ориг а 
2 2 ) $11°ф 


ИмЪя, такимъ образомъ, а и 62, уравнешя (58) дадутъ углы м и В. 





_(67) 











1 1 1 1 
= кора 
60525 =—- | 60328 — ь + 
а 9? а 6? 
ив жи ] ] 
2 а 9 23 — 1 
9109 — ———-- 1178 — -——-—- 
1 | г“ 1 1 


а 1 а 1 
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Если въ выраженяхъ 0“ и 56°, приравняемъ нулю подкоренную величи- 
ну, то 4”, будетъ равно 6, т.е. сопряженные д1аметры будутъ равны, но 
при этомъ будемъ имЪть: 

| 2а 

В = 5 68 

ты (68) 

т. е. пайменьший уголь между сопряженными д1аметрами. Въ этомъ слу- 
чаЪ уравнеюе эллипса будетъ: 


д’ у = а, | (69) 


СлЪдовательно уравнеше эллипса, отнесеннаго къ двумъ равнымъ сопря- 
женнымъ д1аметрамъ, будетъ имЪть форму уравнеюмя круга, отнесеннаго 
къ прямоугольнымъ осямъ, иифющимъ начало въ центрф. 


-5 250. Мы видфли, что углы, которые сопряженные д1!аметры со- 
ставляють съ осью х связаны уравнешемъ: 


0; @. 05 В ‚ ша. зш В 
ты 
С р 
откуда: 

2 
Е. 


(70) 


фо д. о В — 


Изъ этого уравнен1я видимъ, что если одинъ изъ сопряженныхъ дмамет- 
ровъ составляеть съ осью х острый уголъ, то другой составляетъ тупой, 
т. е. сопряженные даметры въ эллипс» лежатъ съ различныхъ сторонъ 
малой полуоси. 


Если 2,9, суть координаты точки, въ которой, какой-нибудь, д1а- 
‚метръ эллипса встрЪчаетъ кривую, то: 


Л 
{ ое 5 
5 р 21 


гдЪ 6 есть уголъ, который этотъь д1аметръ составляетъ съ осью х. 


Если сопряженный ему даметръ составляетъ съ осью х уголъ ©, 
то имЪемъ: 


з < 


| 

== 
‚ 9 

э 


если хи у суть скользящая координаты этого д1аметра. СлЪдовательно 
будемъ имЪть уравнеше сопряженнаго д’аметра дламетру, составляющему 
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съ осью х уголъ В, или коего координаты точки пересчен1я съ эллин- 
сомъ суть (д): 


У В. 
21 а? 
ИЛИ: 
2х | 
—а. ие. т ее (71) 





3 251. Дополнительныя хорды. Если двЪ прямыя, проходящая черезъ 
концы большой оси а, встрфчаются на эллипс%, то он№ параллельны со- 
пряженнымъ д1аметрамъ и отсЪкаютъ отъ малой полуоси, считая отъ на- 
чала, отрЪзки, коихъ произведеше равно 65°. 


Кесли уравнение эллипса: 


напишемъ въ форм%: 


то можно положить: 


те У х 
—® (1 Г ’Ь (1+2) 


гдЪ А есть неопредЪленный коэфищентъ. Очевидно, что первая изь этихъ 
прямыхъ проходить черезъ точку (а,0), а вторая черезъ точку (— 4,0), 
т. е. черезъ концы большой оси. ЛалЪфе эти прямыя встрчаются на эл- 
 лиаоф, такъ какъ, перемножая ихъ уравневшя, найдемъ уравненше эллипса. 


Если означимъ черезъь х и В углы, которые онЪ составляютъ съ осью 
х, То найдемъ: 


№ Гао 
а =. 
откуда: 
р? 
Че. а. 


а? 


аа это зависимость между углами сопряженныхъ д1аметровъ. Чтобы полу- 
чить отр$зки, дфлаемые на малой. оси этими прямыми, надобно положить 
въ ихъ уравнешяхъ х =—=0, что даетъ: 


1 == Аб 1—5. 
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откуда, перемножал, найдемъ: 
1 Уз == 6? 


Точно также можно показать, что прямыя, проходящая чрезъ кон- 
цы малой оси и ветрчаюпаяея на эллипсЪ также параллельны сопря- 
женнымъ л1аметрамъ и дЪлають на большой оси, считая отъ начала, от- 
р%зки, коихъ произведене разно &?. Съ помощью этой теоремы легко по- 
строить сопряженный дламетръ д анному дламетру. Для этого черезъ конецъ 
большой оси нужно провесть параллельную данному д1аметру до встрЪчи 
съ эллипсомъ, точку встрзчи соединить съ другимъ концомъ большой оси, 
наконецъь черезъ центръ эллипса провесть параллельную этой посл дней 
прямой—это и будеть, въ силу предъидущей теоремы, дзаметръ сопря- 
женный данному. 

ДвЪ прямыя, проходяпия черезъ концы, какого-нибудь, дламетра и 
пересЪкаюцияся на эллипс, параллельны двумъ сопряженнымъ дламетрамъ; 
он называются дополнительными хордами. 


.-^. $ 252. Задача. ОпредЪлить предфлы, между которыми измФняется 
уголъ двухъ сопряженныхъ д1аметровь и построить два сопряженные 
д1аметра, образующие, между собой, данный уголъ? 

Рииене. Проведемъ черезъ концы большой оси дополнительныя хор-. 
ды, которыхъ уравнеюя суть: 


о Е 
ет 


Пусть ф будетъ уголъ, составленный этими прямыми или сопряженными 
даметрами параллельными хордамъ. Мы будемъь имЪть: 


а 


СЖ В 
а Аа аф 1 
м (+) 
не" 
а 
Но: 
у у 2у 
1 р р ф 26 
в ее 1 у 
О а а? 
слЪловательно: 
ее 26? 
= — а. (72) 
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когда у измЪняется оть 0 до --6, то абсолютное значеше втораго члена, 
уменьшается и тупой уголъ ф увеличивается, онъ получаетъ значение 
тахиииш при у==6; при этомъ предЗлЪ имЪемъ: 


= — (73) 


и соотвЪтетвующие даметры параллельны дополнительнымъ хордомъ, опи- 
раающимся на концы малой оси. 


Значене шшипит угла ©, соотвЪтствующее у ==0, есть уголъ между 
осями, т. е. прямой. 


Чтобы опред$лить сопряженные д!аметры составляющ1е между собою 
данный уголъ, заключенный между предъидущими предЪлами, проводятъ 
черезъ центръ, какой-нибудь, дламетръ и описываютъ на этомъ д1аметрЪ 
сегментъь, вы щаюшщий данный уголъ. Окружность встр$титъ эллипеъ въ 
нЪкоторой точкз М. Лламетры параллельные дополнительнымъ хордамъ, 
которые опираются въ эту точку будуть сопряженные и образуютъ между 
собой данный уголъ. Направлеве осей найдется также, описывая полуок- 
ружность на какомъ-нибудь даметрЪ. Дополнительныя хорды, соотв$т- 
ствуюш1я точкЪ пересВчен1я круга и эллипса, перпендикулярны и парал- 
лельны осямъ кривой. } | 

Задача. Найти координаты (х.у.) конца дламетра, сопряженнаго д1аметру про- 
ходящему черезъ точку (2.4,). 
Рушене. Очевидно онф найдутся опред$ляя х,у изъ уравнений: 
2 2 
что даетъ: 
=, ) ие а (74) 


$ 253. Поляра м касательная. Уравненге: 


С У | 
АН = 1 (15 
НИ (15) 
будеть поляра точки ду,, полюса, если эта точка находится виЪ кривой. 

Фиг. 97. Если же эта точка находится на кривой, то это бу- 
деть касательная. 


Если это уравнеше сравнимъ съ уравнешемъ 
(71), то легко видЪть, что даметръ сопряженный 
дламетру, проходящему черезъ точку хим паралле- 
ленъ касательной къ эллипсу въ точк$ (ду) РТ ||: Р’С (фиг. 97). 
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Въ 68 16 мы видЪфли, что координаты фокуса суть (с, 0), а уравнене 
директрисы, одной или другой: 


р === 


(76) 


© | 5 


Если въ уравнении (75) положимъ === с, д=0, то найдемъ: 


д =—= = — 


С 


т, е. поляра фокуса есть директриса. СлЪдовательно, всякая прямая, и 
ходящая черезь фокусъь дълится, кривою и директрисою зармонически. „ 


6 254. Задача. Найти уравнен1е пары касательныхъ къ эллипсу, 
проведенныхъ чрезъ данную точку (214, } 


Рьшене. Соображалеь съ ($ 208, 55), найдемъ: 


(7 +5 — ) (5: У м1) | и). (77) 


Если чрезъ ф означимъ уголъ составленный этими касательными, то бу- 
демъ имЪть (5 176): 


2 ад 
2“, -- 4", — а? — 6? 





(78) 





(9 ф = 


Полагая: 
а, у = а 2 


21а 


будемъ им$ть Ф==_, слфдовательно геометрическое м3зсто точекъ пе- 


рес ченя перпендикулярныхъ между собою касательныхъ къ эллипсу, 
есть кругъ. Вообще же геометрическое мЪ$ето будетъь кривая четвертой 
тополь 

о `955.( Задача. Найти длину перпендикуляра опущеннаго изъ центра, 
эллипса на данную касательную въ точк® (2, у)? 

Рьщене. Сравнивая уравнен1е касательной: 


ий _ ЧУ | 
—] | 
0” $2 (79) 





съ уравненемъ: 

2 60$ &-- у зш & == 
найдемъ: г 
2 _ С08& у _ЗШа 


) о 


< р р? фр 
подставляя эти выражеюя въ уравневше эллипса, получимъ; 
р? == айсоз?а -- Бзш"а (80) 
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_Сл$довательно уравнеюе касательной будетъ: 

д 008 & —- узша — У а?соз?а -- 525 т?а = 0 (81) 
Длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (5,9) на касательную, оче- 
видно будетъ: | 
2’ воза у'зт © — У а?соз?а, -- 6251? а (82) 
Пр. 1. Если двЪ данныя параллельныя касательныя къ эллиису перес$каются, 


какою-нибудь третею, то площадь прямоугольника построеннаго на отр$зкахъ, отеф- 
каемыхъ этой посл дней касательной отъ первыхъ двухъ, есть величина постоянная? 


Доказательство. Возьмемъ за координатныя оси маметръ параллельный дан- 
нымЪ касательнымъ и ему сопряжепный, то уравненя эллипса н касательной будутъ: 


ЕР 2: У | 
3 
а? 62. а? 62. 
ГД а, и 6, сопряженные полуд1аметры. Полагая х =а и п= — а, въ уравненш 


касательной, найдемъ отр$зки на данныхъ двухъ касательныхъ: 


2 2 
А-Я ее 


У1 С У: (1 


КОИХЪ произведение: 
ам 
—5 1 


у? а? 
величина постоянная. 


Пр. 2. Показать, что въ томъ же примфр$ площадь прямоугольника, постро- 
еннаго на отр$зкахъ третей касательной, равна квадрату полуд1аметра параллельнаго 
этой касательной? 


Ришете. Какъ и предъидущее. 


Пр. 3. Если какая-нибудь касательная пересЪкаеть два какие-нибудь сопря- 
женные д1аметра, то площадь прямоугольника, построеннаго наея отр$зкахь, равна 
квадрату ей параллельнаго полудаметра? 


Рюшене. Уравнен1я какихъ-нибудь сопряженныхъ д1аметровъ суть: 


ый, Ч у У. 
ды аз, Г фа 0 


полагая л = а, найдемъ отр$зки: 


1 д 
= и у 
271 Ча! У1 
коихъ произведене равно 652.. 
Фиг. 98. (Пр. 4. Даны величина и ‘положен1е двухъ сопряжен- 
р ныхъ полуд1аметровъь Оа и Об центральнаго коническаго с\- 


чен1я (фиг.98); опредфлить положенле осей? 

Рилиеме. Чрезъ конецъ а одного изъ дламетровь иро- 
ведемъ прямую параллельную другому, эта прямая будетъ каса- 
тельная къ коническому с$чентю. На Оа возьмемъ точку Р_ такъ, 


чтобы: _ 0а.гР= 05 





и при томъ для эллипеа ва продолженши Оа, а въ противуно- 


‚ ИСКОМЫЯ точки. 
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ложномъ направлены для гиперболы. Опишемъ кругъ, имфюпий центръ на аС и про- 
ходящ!й чрезъ О и Р. Очевидно ОА и ОВ будутъ искомыя оси кривой. Въ самомъ 


дфлЪ, мы имфемъ: __ 
Аа.аВ = Оа.аР = 0% 


слЪдовательно 0.4 и ОБ суть сопряженные д1аметры, & такъ какъ они периендику- 
лярны (АВ есть даметръ круга), то это оси кривой. 


$ 256. Нормаль. Еели черезь точку касания (ху,) касательной: 
ыы ии = (3) 


проведемъ прямую перпендикулярную къ касательной, то эта прямая на- 
зываетсл нормалью. Уравнеше ел, очевидно, будеть: 


ме =) 


ИЛИ: 
о 2, | 
ый а (1 Е с2 (84) 
27 Л 
ГДЪ: 


6 == 9—6? 


Задача. Изъ данной точки, ВНЗ эллипса провести нормаль? 
Руьъщенле. Пусть искомая ОА на, эллинс* будеть-(2тууГ). _Коорди- 
наты этой точки должны удовлетворять двумъ уравненшямъ: уравненю 
эллипса и уравнению нормали: 


ча то я ; —— —— —_ = С Е 
6 т 4 
ИЛИ: 
2 о 
9 
Е т —1 , слу =адлу— Рух 
Но послЗднее уравнеше есть гипербо- Фиг. 99. 


ла, слЪдовательно  пересЁчен!е этой ги- 
перболы съ даннымъ эллипсомъ даетъ 


Если въ нормали (84) сдЪлаемъ 
у==0, то найдемъ отрЗзокъ СМ (фиг. 99) 
на оси 2: 


62 : 
СМ = га д = о (85) 





изъ этого уравневая, имя отр$зокъ СОМ, найдемъ абециссу д, а слздо- 
вательно и точку на эллипс, которую соединяя съ № будемь имЪть 
нормаль. 
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Отрфзокъ ММ называется поднормалью (зи погта!). Его длина, оче- 
видно будетъ: 


2 
ИМ = и — СМ = 9 — ел; — Я (1—е2)} — С 21 (86) 


Если касательная РТ встр$чаетъ ось х въ Т, то отрЪзокъ МТ называется 


2 
. а 
подкисательной (зиШапсепз). Такъ какъ СТ 9. (79), то: 
“1 





2 2—2 
ИТ = = — и == — (87) 
| | 
Длина нормали МР будетъ ($5 249, 65): 
а зе С 4 2/2 12 6262, 
№Р =РМИ' -- ММ =“ ая А + ) =” р | 
откуда: 
УР=7* (88) 
Легко показать также, что отр$5зокъ РО: 
а) 
РО = > (89) 
откуда: 
№Р. РО ==5* (90) 


Мы выше ($ 249, 62) показали, что перпендикуляръ изъ центра на ка- 


сательную: 


и: 00 
р р. 
откуда; | 
р. МР =? (91). 


величина постоянная. 

Фиг. 100. р’ $ 257. Пусть ОР и (9. будуть два, со- 

И пряженные полуд1аметра, пусть нормаль РМ 
р 


перес$каеть С® въ точкЪ Л. Отложимъ на’ 
|2 нормали отъ точки Р, отрёзки РО и РГ, 
С \ 
Е’ < будуть а—Ь, а 6, 
ИЖ _ Такъ какъ: 


оба, равные (9, то длины отрёзковъ СЛ и СГ 
9 Ор?—= СР? РР? 2РГ'.РЕ 
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а, ОР? -- Рр?=а?-Н 5? (8 249, 64) 
И РО’. РО = 2 


слфдовательно ОГ' =а--Ъ. Точно также найдемъ, что О) =а— Ь. От- 
куда СО” = (а Ь)?. Точно также и для ОГ. Большая ось дЪлитъ уголь 
ОСП’ пополамъ. ИмЪемъ: 


“т 


р№М=рОР-- РМ=Ь И 5) 


Подобнымъ образомъ: 


‘рк="(а—в 
„ (@— 


Слфдовательно основане ДО’ треугольника ОСП’ въ точк% М раздЖлено 
въ отношенм сторонъ, откуда видимъ, что СМ есть внутренняя равно- 
дфлящая уголь ОДСШ’'. Точно также можно показать, что СМ№' есть рав-. 
нодфлящая уголъ виЪшний. : 

Откуда имфемъ слЗдующее построен: Даны два сопряженные по- 
луд1аметра СР и (0, какъ по величин%, такъ и по положеню, построить 
какъ величину, такъ и положене осей? 


Изъ точки Р опустимъ перпендикулярь РЕ на СФ, отложимъ от- 
р$зки РО и РО’ равные СО, то направлен1е осей будуть равнодфлящия 
уголь ДСП’, а величина булеть сумма и разность СД и ОГ,. 

/$ 258. Озойства фокусовь. Въ 6 13 видЪли, что фокусы эллипса 
суть двЪ точки, сумма разстояюй коихъ отъ точекъ на эллипе$ есть ве- 
личина постоянная и равна большой оси эллипса. Если ось есть За, а 
разетояве между фокусами 2с, то мы нашли $ 13: 


ЕР=ар-—сх , ЕР=а сх Фиг. 101. 
Ги Е' фокусы (фиг. 101), с? = а? — №, в==ае. 


Этимъ свойствомъ эллипса пользуются для его 
черчен1я непрерывнымъ движешемъ. 





Для этого беруть нитку, коей длина равна 
большой оси и концы ея укрфиляютъ въ фокусахъ 
Ки Е, разетояше ЕЕ’ =2с < 3а. ЗатЪмъ захватываютъ нитку каранда- 
шемъ и натягивая ее двигаютъ карандапгь, очевидно, онъ скользя по бу- 
магЪ, начертить эллипеъ, большая ось котораго будетъ 24а, а малая ось 
— Иа? — с. 

5 259. Задача. Найти длину пернендикуляра, опущеннаго изъ фо- 


куса’ эллипса на касательную В _ точкЁ (ии)? 
—""АНХЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 18 
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Рьшене. Уравнеше касательной въ точк® Р (жи) есть (фиг. 101): 
На = 


это уравнене, написанное въ нормальной формЪ, будетъ: 


Дл х 
ри 5 и — 


1; У1 
ия 


подставляя въ это уравнен1е координаты фокусовъ (с,0) и (—с,0) най- 
демъ искомую длину. Назовемъ чрезъ у) длину перпендикуляра изъ фо- 
куса ЕЁ (с,0), а чрезъ ро изъ фокуса Е’ (—с,0), на касательную, то бу- 
демъ имЪть: 


пы ^ ем -1 
=, в Е. 
ее и 
ка С 


Выраженя эти можно написать въ формз;: 


аб (1 —* ст) =. р (1 —|- еж ) с 


р — а тт рии , фо ее 
р? а? 2 а? 
и" 2, -- ра Уи - 7 27, -- 12 У 


Въ $ 252, 74 видфли, что координаты Хо, 42 Конца сопряженнаго 
° даметра, даметру проходящему чрезъ точку (2,9%), суть: 





> др а мых м 
зла 
‘но длина этого даметра 52, = 2. -- у», слфдовательно: 


62 = оу +5 са ие 

_ откуда: | 
С, 

р = (ем —1 , рая = (ел 1). 

| 6 В, 

ИЛИ. 

[. > 0 

р: = (а—ем) , 08=-(а- ел) 
6 6 


Таковы искомыя выражения. 
Церемножая, найдемъ: 


62 | 
р — 6?, (4 — 614?) =0° (92) 
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т. е. прямоугольникъ построенный на перпендикулярахъ р; и р» изъ фо- 
кусовъ Ри Ё' на касательную есть величина постоянная и равна квад- 
рату малой полуоси. Тоже имфетъ м$ето и для Фиг, 102. 


гиперболы (фиг. 102). 


Означимъ черезъ 7! и ”› радлусы векторы ЕР 
и ЕР эллипса (фиг. 101), то какъ выше: | 





р р 
—— д : — — 93 
р | 1 2 р, 7 ( ) 
откуда: 
2 68 т ЕРТ = зш Е'РТ' 
7. 7 М 
слЪдовательно: 


/ ЕРТ=И ЕР! (94) 


откуда видимъ, что углы, составляемые радусами векторами, проведен- 
ными изъ фокусовъ въ точку касаня, составляютъ равные углы съ каса- 
тельной. Тоже имфетъ мЪето и для гиперболы (фиг. 102). 


Опредюлете. Два коническля сЗчешя, имзющля обще фокусы, назы- 


ваются софокусными, 
Пр. 1. Показать что два софокусные эллипса пересБкаются подъ прямымъ 


угломъ? 
Рьшене. Пусть уравневя двухъ данныхъ эллинсовъ будуть: 
20? ду? ы 2? 4? к 
Ир 


если они софокусны, то а? — 5? = @?, — 62, = с. Координаты х,у, общихъ точекъ 
перес$ченя, удовлетворяя предъидущя уравненйя, удовлетворять и ихъ разности: 


НЛИ; 


(а? „> 02, 2? (62—62, ) у, а 
а? 6263, = 


НО 4? — а?, = 62 —0?,, и 


> 





у в 
т т 620 — 
но легко видфть, что это есть услов1е периендикулярности касательныхъ: 


у = ==’ $. «+ы, = 


№5 эдлипеамъ въ общей точк$ перес$ченя. 


Пр. 2. Найти длину прямой, проведенной изъ центра, нараллельно фокус- 
ному рад1усу, и оканчивающейся въ точкф перес$ченя съ касательной? 


18* 
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Рилиене. Если въ уравнен1и касательной, написанной въ нормальной форм$, 
положимъ д =0, у =0, то будемъ имфть длину перпендикуляра, опущеннаго изъ 
центра на касательную: 

1 аа аб аб 


а Е 
| ета у 51 Тя у?) 


раздзляя это выражене на синусъ угла, который касательная составляетъ съ фокус- 


Ь 
нымъ радусомъ, & этоть синусъ =, будемъ имЪть а. 
“1 


Пр. 3. Провесть нормаль къ эллипсу изъ какой-нибудь точки на малой оси. 

Отв. Кругь проведенный чрезъ данную а. ц чрезъ фокусы пересЗкаетъ 
кривую въ искомой точкЪ. | 

Фиг. 108. _ 6 260. Изъ того евойства, что прямо- 

угольникъ построенный на перпендикулярахъ 
изъ фокусовъ на касательную ($ 259, 92) есть 
величина постоянная, мы выведемъ еще весьма, 
важное свойство эллипса. 


Выше видЪли ($ 259), что: 
ЕТ.ЕТ' = 
слф довательно, если возьмемъ какую-нибудь 
другую касательную, то будемъ имЪть: 





`` —ы.ъ 


ЕТ. Е 
Е ЕТ 


\ 

| 

| 
. 


ЕТ.ЕТ' = ЕЕ или 


ЕТ 
‚ Но — тр еСТЬ отношен1е синусовъ угловъ, на торые прямая ЕР ДВлить 


ГУТ 


ЕТ 
дълить уголъ Р, сл$довательно имЗемъ: 


уголъ Р, и—— есть отношене синусовъ дов, На, которые прямая ЕР 


/ТРЕ= ДЕРЕ (95) 


Если представимъ, что коническое сЪчете; проходить чрезъ точку Р, 
имфя фокусами Е и Ё', то было показано выше, что касательная одина- 
ково наклонена къ ЕРи Е'Р. слфдовательно по настоящему свойству 
он должны быть и одинаково наклонены къ РГ и Р& Откуда ви- 
димъ, что если чрезь какую-нибудь точку Р на коническомъ сЪчени 
проведемъ касательныя РТ и РЁ къ софокусному коническому сЪчен!ю, то 
эти касательныя будуть составлять равные угл% съ касательной въ точк% Р. 


261 (. Задача. Найти геометрическое м$ето основаня перпендикуляра, 
опущеннаго изъ какого-нибудь фокуса, на касательную? 
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Рьшете. Перпендикуляръ изъ фокуса, какъ видфли выше (82), вы- 
ражается чрезъ уголъ, который онъ составляетъ съ осью: 


ео о. о 
р== У а? соз?а -- 625129 — х с08 9 — у зша 


полагая въ этомъ уравнеши х==с, у =0 получимъ полярное уравнене 
геометрическато м%Ъета: 


р = Иа? с03? -- 6523 т?а — с. соза 
ИЛИ: 
о? -|- 2ср соз а -- с26032а, = а?соз?о, -|-- 22а. 
ИЛИ: 
| р? -|- 260 с0$ а = 6? 


а это очевидно полярное уравнение круга, коего центръ находится на оеи 
х на разстоянш — с отъ фокуса. СлЪдовательно кругь концентричеекй 
съ коническимъ с$четемъ. Радлуеъ круга очевидно есть а. | 

Слльдстве 1. Если опишемъ кругъ на оси За, какъ на даметрЪ 
эллипса, то перпендикуляръ, опущенный изъ фокуса на касательную, 
встр5чаетъ касательную на окружности этого круга. `\ 

Ольдстве 2. Обратно, если изъ какой-нибудь точки Е (фиг. 103) 
проведемъь рамуеъ векторъ ЕТ къ данному кругу и проведемъ ТР пер- 
пендикулярно къ ЕТ, то ТР будетъ всегда касаться коническаго сЪченя 
имфющаго фокусомъ Е и которое будетъ эллипеъ или гипербола, смотря 
потому будеть ли точка Е внутри или внЪ круга. 


У 262. Задача. Къ центральному коническому с$ченю изъ данной 
точки проведена касательная, найти уголъ, коего вершина находится въ 
фокусЪ, а стороны проходятъ чрезъ данную точку и чрезъ точку касания? 


_Роишене. Пусть данная точка будетъ (1,4), и точка касашя (2,4). 
Пусть начало координатъ будеть въ центрЪ; если радусы, проведенные 
изъ фокуса Е въ точки (5,4) и (м,\) будутъ риф, а углы, которые 
они составляютъ съ осью д, фи %1, то очевидно: * 

я с 4 | Же“ 
а . зто = 53 ыы $ т = 1 
р р р 21 
откуда: 
хе) (и с 
аби бб ( + ) ( ЕО 9-Е уу 


подставляя въ уравнене асотельнв 


а акт У — 
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выражеше для уу, найдемъ: 


2 
ору с0$ (ф — $1) == ях, -- сх - сх пра -- 62 == 


== ил -- сх см + а? =(а-| сх) (а еж) 


но такъ какъ о —=а- еж, то: 


605 р-ты 
о 
это выражене не заключаетъь координатъ точки касаня, а только коор- 
динаты (7,9), слЪдовательно углы для обфихъ касательныхъ, проведен- 
ныхЪ изъ точки (1,9), равны. Откуда слЪдуетъ, что уголъ, составляемый 
прямыми, проведенными изъ фокуса къ концамъ какой-нибудь хорды, д\- 
Литея пополамъ прямою, соединяющею фокусъ съ полюсомъ этой хорды. 


$ 263. Предложене. Прямая, соединяющая фокусь съ полюсомъ 
хорды чрезъ него проходящей, перпендикулярна къ этой хорд%. 

Доказалтельство. Это легко видЪть изъ предъидущаго 8, такъ какъ 
въ этомъ случаВ уголь ф — $; = 180°, — 

Если кривая выраженна въ полярныхъ координатахъ, то часть от- 
сфченная касательной на перпендикулярВ къ ращусу вектору, проведен- 
ному чрезъ полюсъ, называется полярной подкасательной (за бапсепз). Въ 
силу такого опредзленя настоящее предложенме можно выразить такъ: 
Если фокусъ будетъь полюсъ, то геометрическое м%сто концевъ полярныхъ 
подкасательныхъ есть директриса. 


Пр. 1. Показать, что уголь составляемый прямыми проведенными чрезъ фо- 
кусъ къ точкамъ перемнной касательной съ двумя данными касательными, есть 
величина постоянная. 


2 
} 


Рушене. По задач $ 262 уголъ этоть равенъ половинф угла составляемаго 
прямыми проведенными чрезъ фокусъ къ концамъ хорды соприкосновеня данныхъ 
двухъ касательныхъ. 

Фиг. 104, Л. 8. Если какая-нибудь хорда РР' перес$- 
каетъ директрису въ точкБ Д, то ЕТ есть внзшняя 
равнодфлящая уголь РЕР’. Въ самомъ дл ($ 262) 
КТ есть внутренняя равнодфлящая, но ДО есть полюсъ 
ШТ (такъ какъ ДР есть перес$ченле РР’ поляры Т’ съ 
директрисой, которая есть поляры Е), сл$довательно 
ОЕ | ЕТ, а это показываетъ, что ОЕ есть внфшняя 
равнодфлящая. 

Пр. 3. Если изъ какой-нибудь точки взятой 
на данномъ перпендикулярв къ оси, опустимъ пернендикуляръ на поляру взятой 
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точки, то его геометрическое мЪето есть точка на оси. Это слБдуеть изъ того, что 
отр$зокъ дфлаемый периендикуляромъ на оси есть е*х, — величина постоянная, если 
х, неизмЪняется. 


По. 4. Найти длину периендикуляровъ изъ центра, Фиг. 105. 
и фокуса на поляру точки (5, у)? ет р 
Пр. 5. Показаль, что СИ.РМ' = 52? 
Пр. 6. Показать, что (фиг. 105): 
‚ 
И а (а* — е?х?,) с 
Если точка Р находится па кривой, то это будетъ длина нормали, именно (88): 


(Ь 
{ 





РМ =! 


Ц 
Пр. 7. Показать, что (фиг. 105): 
Еа.Е'С' = СМ.М№ММ' 


Если Р на кривой, то: 
Е.Р’ = $? (96) 


-8 264. Задача. Найти уравнен!е эллипса или гиперболы, принявъ за 
полюсъ фокусъ? 


Рушенле. Известно изъ $ 13, что фокусный радлусъ векторъ: 


^ = а — ех 
а х, считая отъ центра: 
$ = 7608 ф -|-с = 60$ ф | ае 
откуда: 
у = —е 603%. ^ — ае? 
ИЛИ: | | 
_ @ (1—2) — 1 


1 -Ресозф — а 1 е608ф (97) 


эллипеъ или гипербола, смотря потому будетъ-ли е<1 илие> 1. 


Если въ этомъ уравнени сдфлаемъ ф —=90°, то получимъ ординату 
соотв тетвующую фокусу, именно: 


р2 
РР) 


Эту ординату означаютъ чрезъ р и называютъ параметром коническаго 
сЪченля, слЗдовательно уравнеюме будетъ: 


р 


от -есозф 9 
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Пр. 1. Показать, что средне-гармоническай отрфзокъ между отрфзками фокус- 
ной хорды есть величина постоянная и равна полупараметру? 

Рьшене. Выше видЪли (98), что: 

#'Р= т В (а) 
1 ес0зф 

Если этотъ радусъ продолжимъ въ противуположную сторону до встрЪчи еъ кри- 
вою въ точкф Р’, то получимъ его длину, полагая въ а) х-- 180° вмыЪфето $, что 
даетъ: | 


Т'Р'! = р 
1 —ес05Ф 








откуда: 
1. 
к и 99 
ТР РТ Е 699) 
Пр. 2. Произведение изъ отрфзковъ фокусной хорды пропорщюонально ц$лой 
хорд? 
Рьшене. Перемножая и складывал уравненя предъидущаго примфра, нан- 
демъ: 
р* 1 № 262 1 


_ Р-Т!'Р!' = —— 
| т а 1 — ©*с032ф 


а 
т а 1 — е2с032% 








откуда и сл$дуетъ сказанное свойство. 
Пр. 3. Сумма фокусныхъ хордъ, параллельныхъ сопряженнымъ дламетрамъ, 


есть величина постоянная? 


$ 265. Уравнене эллипса, отнесенное къ его вершинЪ, очевидно, 





есть; | 

(= — ") +7 у" д 
ИЛИ: р | о 

я 62 | 6 
2 — от 72 — — —- 272 
у а 2” т а?” ры 
Уравнене гиперболы будетъ: 
62. 

у— 2х Г 54” (101) 

Въ параболф: то 


Изъ этихъ свойствъ и произошли названия эллипсъ (недостатокъ— Хер), 
гипербола, (избытокъ—олерВо^м) и парабола, (равенство—поряВо/^м)). 
Фиг. 106. $ 266. Поредложеняе. Если прямая АВ, по- 

_ стоянной длины, скользить концами на двухъ пря- 
моугольныхь осяхъ, то какая - нибудь, точка ЛМ 
этой прямой (фиг. 106), находящаяся на разетоя- 
няхъ ди отъ ея концовъ, опишеть эллипсъ, 
коего оси Суть 2а и 316. 

РИ Въ самомъ дЪлЪ, пусть АВ будетъ одно изъ поло- 
женй скользящей прямой. 
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Если: 
АМ = а, МВ=5, Ор = (СМ==х, ОС = Мр=у 


/ АМО= / МВО=6 
то имфемъ, очевидно: 
СМ == 5 == 4.608 $ | ‚ ИБ=у=5.3то 


откуда: 


2608 У — т 
> Ф , Ь ф 


возвышая въ Квадратъ и складывая, наидемъ ЭЛЛИПСЪ: 


2 р. 
а 
а” ° 6? 


Легко. также показать, что какая-нибудь точка, находящаяся на продол- 
жени прямой АБ, опишеть также эллипеъ. На основани этой теоремы 
устраиваютъ эллиясорафы. 


Гипербола. 


$ 267. Выше замЪтили, что если въ уравнени эллипса изм%нить Ь 
на 6%, то получится уравнене гиперболы (фиг. 107), отнесенной къ осямъ, 
а измзняя 6, на 613 въ уравнеше эллипса, отнесеннаго къ сопряженнымъ 


Фиг. 107. _ Фиг. 108. 





днаметрамъ, получимъ уравнене гиперболы, отнесенной также къ парЪ со- 
пряженныхъь даметровъ. Велфдетыи такого замфчаня, изъ различныхъ 
свойствъ эллипса получимъ свойства гиперболы (фиг. 108). Если въ урав- 
неняхъ (56) и (57) 8 248 измЪнимъ 6 на 6, то найдемт: 


6059. с08В  зта. тв 
а б 


откуда. р 
(© ВВ = 5 (103) 
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слфдовательно въ гипербол$ углы х и В оба острые или оба тупые, т. е. 
сопряженные д1аметры лежатъ съ одной стороны сопряженной оси. Если 


б Е б : б 
“< г то < > но уголъ, коего’ {© = ыы соотвЪтетвуетъ ассимп- 


тотф, которая отдЗляетъ даметры, ветр$чающие кривую, отъ маметровъ не 
встр$чающихъ, сл довательно, если одинъ изъ сопряженныхъ щаметровъ 
встр$чаетъ кривую, то другой ее не ветрЪчаетъ. Отеюда же видно, какъ 
и было замВчено выше, что ассимптота есть сама себЪ сопряженный д!а- 
метръ. | 


Въ гиперболВ имЗемъ: 


18—52 
60$ (@-|-8) = ат рз 608$ (104) 
| 


слфдовательно, здЪеь относительно угла Ф не можеть быть, какъ въ эллип- 
с№, никакого ограничен1я; уголъ ф можеть быть и равенъ нулю, т. е. со- 
пряженные д!аметры могутъ совпадать и мы знаемъ, какъ выше уже было 
зам чено, что таке сопряженные д1аметры суть ассимптоты. 


Какъ въ эллипс, такъ и въ гипербол$ имЪемъ: 


| сиб! 910 ф — аб | (105) 


такъ какъ это уравнене не измЪняется замфщенемъ в и 6 выражемями 
631 и 63. | 
Наконецъ имЗемъ еще изъ (64) 8 249: 
а) ее =. =— а — 0? (106) 


т. е. въ гипербол$ разность квадратовъ сопряженныхъ дламетровъ есть 
величина постоянная. мг 

Если (дж) есть точка, въ которой, какой нибудь, дмаметръ ветрЪ- 
чаетъ гиперболу, то уравнеше сопряженнаго д1аметра будетъ: — 


\ 


ХИ УЧ 
ев» 


Если будемъ искать пересфчене этого дламетра съ кривою, то найдемъ: 


6х) 


а (107) 


— 
у = — 


ЧУ. 
а 


величины мнимыя, т, е, дламетръ сопряженный даметру, встрЗчающему. 
кривую, не ветр$чаеть ее. 
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` 268. Если уравненле гиперболы напишемъ въ формЪ: 
‚м НЕ 2 
раде 


т/х 
р 108 
Ь Е ` "`В ) В т бы 
то эти дв прямыя, проходя черезъ оконечности (&,0) и (—а,0) оси 2а, 


пересекаются на кривой, такъ какъ перемножая эти два уравнения, най- 
демъ уравнеме гиперболы. 


И ПОЛОжЖиИмМЪ: 


Если назовемъ черезъ х и В углы, которые эти прямыя составляють 
съ осью 2, то найдемъ: 


А 
вк у фо В — — 
откуда: 
р 2 
а. ВВ = 5 


слЪдовательно эти прямыя параллельны пар сопряженныхъ д1аметровъ. 
ОтрЪзки у и 92, которые дЪлаютъ эти прямыя на оси $, получатся, по- 
лагая въ уравненяхъ (108) х =0: 


и= — №5 у (109) 


произведенле этихъ отр$зковъ будетъ: 


У = — р? 
Съ помощью этого свойства можно, по даннымъ осямъ гиперболы, по- 
строить сколько угодно ея точекъ. 


Легко также построить, какъ мы показали для эллипса, Чаметръ со- 
пряженный данному. 


дет: 
2” не зн 


Уголь между прямыми (108), очевидно, дается уравнешемю: 
С 2 6? 
59 — Му 
к 
Когда у возрастаетъ оть 0 до со, уголъ ф уменьшается отъ = до 0. 


‚ Съ помощью этой формулы, по данному острому углу можно всегда 
пострейть, какъ сказано относительно эллипса (5 252), два вопряженные 
даметра, составляюцие уголъ равный данному. 
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$ 269. Поляра и касательная. Въ поляр% эллипса, измфняя В на 
получимъ поляру гиперболы: 


И У 
1 (110) 


Если точка у находится на кривой, то это будетъ касательная. 


Нормалью къ ней въ точкЪ (1\9,), очевидно, будетъ: 


2 о 
м У (111) 
27] У 


ГДЗ: 
с? = д? - 62 


Легко также видфть, что директриса есть поляра фокуса. 


Разсматривая формулы 88, 89, 90 и 91 мы видимъ, что онЪ имЪють 
ифето и для гиперболы. \ “ 


Такъ какъ въ гиперболЪ разность разстояй каждой ея точки отъ 
двухъ данныхъ точекъ (фокусовъ) есть величина постоянная (5 14), то 
чертить гиперболу можно слфдующимъ образомъ. 


Фит. 109. Укр$пимъ линейку РА около точки Г, такъ что- 
бы она могла вращаться около ЁР. Въ другому концу А 
линейки прикр$пимъ нитку, коей другой конецъ при- 
крзпимъ въ точкЪ Е'. Захватимъ конецъ В нитки ка- 
рандашемъ и будемъ его весть такъ, чтобы онъ сколь- 
зилъь по линейкЪ и бумагЪ, наклоняя линейку ЕР, око- 
ло точки Ё (фиг. 109). Очевихно, точка Р опишеть ги- 
перболу, въ которой разноеть между длинами ЕРи Е'Р 
линейки и нитки есть дЪйствительная ось гиперболы. 





> 


< 6 270. Ассимптотиы. Мы видЪли, что ассимптоты гиперболы: 


52 у? 
аа (112) 
суть: 
ВНР: В О И ы 
а Ь в а т Зы 
ИЛИ: 


6% —ау=0 , + оу=о 


Уразвнен!е гиперболы (112) можно написать въ формЪ: 


(#8) (5+9) - 
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ИЛИ: 
(6х — ау) 6х - ау) = а? 


или, раздВляя обЪ части на а?-НЬ: 


$%—ву Фрау _ а? (113) 
Уж `Уюы @- 8 


Но, множители первой части суть перпендикуляры, опущенные изъ какой- 
нибудь точки кривой на ассимптоты, сл5довательно, если ихъ означимъ 
черезъ 1 и р», то будемъ им ть: 


а?Ъ? 
РР — а --Ь? (114) 


Уголъ, который ассимптоты составляютъ съ осью 5х опредтьжится уравне- 
немъ: 


р 
о 


сл$довательно уголъ между ассимптотами будетъ вдвое больше и будемъ 
имЪть: 
2а6 | 
2 —= 
Е (115) 


Если теперь возьмемъ ассимптоты за координатныя оси, то легко видфть, 
Что: 
р == 7зШ2а , ро = учи 2 


нн 2аб в 2аб 
р — ‘а? ) 2 Ур 


ИЛИ: 


Подставляя эти величины въ уравнене (114), найдемъ: 


зе а2Ь2 -* а2Ь? 
(аа —- 2) а? 
‚ откуда: 
хх а? 6? 
_ 4 
а? —|-- 6? 
Если означимъ ре НЫ Е", то получимъ уравнене гиперболы, отнесен- 


ной къ ассимитотамъ: 
ху == 6? 116 
ее (116) 
Это самая простая форма уравнешя гиперболы. 
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Изъ этого уравневмя слфдуетъ, что нараллелограмъ, образованный 
прямыми, проведенными’ черезъ, какую-нибудь, точку гиперболы, парал- 
лельно ассимптотамь имфетъ постоянную площадь. Эта площадь равна 
площади квадрата, построеннаго на гипотенузз промоугольнаго треуголь- 


| й 
ника, коего катеты суть — , -— 
>39 
$ 271. Поляра_ м касательная. Легко видЪть, что уравнеюе поляры 


или касательной будетъ: | 
| ду: Руд = 21? (117) 


Если это касательная, то точка (ли) находится на кривой и мы можемъ 
написать предъидущее уравнеше въ форм: 


2у: -Е Ух = 22991 (118) 
откуда: 

7% 9 

—--— = 119 
р (119) 


отрфзки, которые дфлаетъ касательная на ассимптотахъ, очевидно, будутъ: 


227 И 21 
ихЪъ произведение: 
25 21 — 402 — 02 —- р* 
СлЪдовательно площадь треугольника, составленнаго ассимитотами и ка- 


сательной, есть величина постоянная и равная двойной площади парал- 
лелограма, составленнаго координатами точки касавля. 


Изъ уравневя (119), которое можно написать въ форм: 


те Зея лее 
22 Гу 


ВИДНО, что отрфзокъ касательной ГС’, заключенный между ассимптотами, 
въ точк$ А(жщ) дЪлитея пополамъ (фиг. 110). 

Фиг. 110. „., Предложене. Если двЪ данныя точ- 
т ки (29) и (2292) на гиперболЪ соеди- 
ниМъ съ скользящею точкою (ху), то от- 
рЪзокъ, отс$каемый этими прямыми на 
одной изъ ассимптотъ есть величина по- 
стоянная. 


Доказательство. Уравнене одной изъ 
прямыхъ есть ху иХ=ух’--1?, полагая у==0, найдемъ отрфзокъ на оси 
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х, т. е. на ассимптот» и’ м. Точно также найдемъ отрЪзокъ на, ассимп- 
тот%, дфлаемый другою прямою х-- 2, разность между ними будетъ 
7. —2, величина постоянная. 


Парабола. 


$ 272. Мы видЪли въ$ 235, 3, что парабола есть то изъ коническихъ 
сЪчен!й, котораго центръ находится на безконечности, т. е. когда: 


Азз = @11922 — @^\ = 0 
Но при этомъ услов!и члены втораго порядка въ уравнетши: 
12? -- 21229 -- @22у? -- 2 зх -- 2аззу - азз ==0 (120) 
составляютъ полный квадралтъ, т. е. равна имфетъ форму: 
(ах -- Ву -- 2 зх -- Залзу -- азз = 0 _ (121) 


СлЪдовательно если въ уравнени 
коническаго сЪчен1я члены втораго 
порядка составляютъ полный квал- 
ратъ, то оно есть парабола. Чтобы 
привесть это уравнеше къ простЪй- 
шей— канонической формЪ, возьмемъ 
двЪ прямыя: 
(0'А) ри р у=0, 

И (122) 
(ОВ) 2х - 2аззу -- азз = 0 


и напишемъ уравнен:е (121) въ форм%: 


Не) ЗИ отн (нии ен) 0 (аз) 
| 13 23 





Легко видЪть теперь, что: 


сх -- бу. 2 3х -- 2аозу -- @зз 

Иа? -- 5? 2И а? -- аз 
суть длины перпендикуляровь МД и №Е, опущенныхь изъ точки М№(х, у) 
параболы на прямыя (122). Означимъ эти перпендикуляры черезь МЕ= р 
и МО ==р., то уравневе (123) будетъ: 





(124) 


ее вое 23 р — 0 | (125) 
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Черезь « назовемъ уголь АО’В между прямыми (122) и положимъ: 


МЕ = Ма зта ‚ М) = МЕзша 
ИЛИ: 
р2=Узшя , п=х ща 


или, поставляя въ уравнене (125), получимъ: 


29 0 
у’2зта -- 2 И’ е та 23 2'5Ш & =0 (126) 
т 
полагая: 
У а? з -Е а? НЫ 


(а? -- 62) зщ 


уравнение (1 26) сд$лается: 
у — (127) 


Если теперь прямыя (122) примемъ за оси координатъ, то уравнеше (127) 
будеть уравнеше параболы, отнесенной къ прямымъ (122), какъ коорди- 
натнымъ осямъ. Очевидно, что новое начало находится на кривой въ точкЪ 
О’, а какъ каждому значеню х’ въ (127) соотвЪтетвуютъ два равныя 
и съ противными знаками значен1я для у, то новая ось х есть аметръ, 


а ось у’ параллельна хордамь МК и СК’, которыя даметръ О’В дБлитъ 


пополамъ. Но если х ==0, то у?==0, слФдовательно ось у’ пересЪкаетъ 
параболу въ двухъ совпадающихъ точкахъ, т. е. ось у есть касательная 
къ кривой въ началЪ координатъ. Сл$довательно, если уравнен!е параболы 
дано въ формЪ (121), то: 

ах —- ву = 0 


есть уравнене д1аметра кривой, проходящаго черезъь начало, а: 
201 зх -- 24239 -- азз =0 


есть уравневе касательной въ точк$ О’, гдЪ даметръ встрфчаетъ кривую. 
СлЪдовательно уравнене параболы, отнесенной къ д1аметру и къ каса- 


тельной въ точкЪ его встрЪчи съ кривою, будетъ имфть всегда форму (127). 


$ 273. Хотя уравнеше (127) параболы весьма простое, но неудобно, 
такъ какъ координаты не прямоугольны. Но легко дать уравненшо пара- 
болы такую-же форму, но съ прямоугольными осями. 


Для этого напишемъ уравнеше (121) въ форм%: 


(ау -Е Л --2 (из — 94) 2-2 (аз — уаз + №=0 (128) 


гдЪ ^ есть неопредЪленный коэфищентъ, 
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Если къ этому уравненю приложимъ разсуждевия предъидущаго 
параграфа, то найдемъ, что: 


ах | Фу -- \=0 (129) 


есть дламетръ, и: 
о (1; — а) х-- 2 (а — ВА) у -- азз - №? =0 (130) 


есть касательная въ точкЪ его ветрЪчи съ кривою. 


Такъ какъ въ это ур:вневше входитъ неопред$ленный коэфищентъ 
Х, то его можно такъ выбрать, чтобы прямыя (129) и (130) были перпен- 
дикулярны, а для этого мы должны имЪть ($ 49): 
а (аз — ах) -Е (аз —^) ==0 
откуда: 
Е аз Г баз (131) 
а? —- 5? 
такъ какъ изъ этого выражеюя видно, что ^ иметь всегда величину 
дъйствительную, то мы заключаемъ, что есть всегда одинь даметръ въ 
параболЪ,. перпендикулярный къ касательной въ точк$ встрЪчи его съ 
кривою. Если прямыя (129) и (130) возьмемъ за координатныя оси и 
сдзлаемъ это, какъ въ предъидущемъ параграфЪ, то уравнене параболы 
будетъ: 


у? = 2рх (132) 
гдЪ, какъ легко видЪть: 
— Ча — биз (133) 
(а? |. 62) 
627 4. Касательная. _Изъ общаго ураз- Фиг. 112. 
нен!я касательной ($ 210) легко показать, 
что уравнеше касательной къ параболЪ: Р 
у? — 2х 
въ точкф Р(жи) есть (фиг. 112): т у М М 
уу = (#72) (134) 


СлАдовательно › тангенсъ угла «, КОТОрый 
касательная составляетъ съ осью х, будетъ: 


{ох = Р 

Я 

Чтобы найти точку Т ветр$чи касательной съ осью абецисъ надобно по- 

ложить въ уравнени (134) у=0, что даеть д д ==0;`отеюда видимъ, 
АНАДИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРТЯ, 9 _ 
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что абецисса точки встрёчи УТ == — ж, равна абсцисс УМ точки 
касантя, но отложенной отрицательно. Это свойство даетъ легюй способъ 
проводить касательную къ параболЪ, если даны координаты точки каса- 
мя. Для этого надобно абециссу точки касавшя отложить отрицательно 
и полученную точку соединить прямою съ точкою касавя, эта прямая и 
будетъ касательная. 


Уравнеше (134) будетъ поляра точки (29:), если эта точка не ле- 
жить на кривой. 


° 275. Нормаль. Уравнене прямой, проходящей черезъ точку Р 
(фиг. 112) касаюя перпендикулярно къ касательной, очевидно, будетъ: 


(РМ) р(у—щ) и (#—м) =0 | (135) 


_ 


Координаты точки ветрфчи нормали РМ съ осью х, очевидно, будуть у=0, 
х= и --р, откуда х — м =р = ММ, т. е. отрЪзокъ, заключенный между 
точкою встрчи нормали съ осью х и абецисса 4, есть величина постоян- 
ная р. На основавши этого свойства можно провесть нормаль и касатель- 
ную къ параболф. | 


3 276. Дзаметрь. Мы видЪли въ $ 236, что центръ параболы нахо- 
дитея на безконечности, слЪдовательно вс$ даметры въ параболЪ парал- 
лельны, такъ какъ веЪ д1аметры въ коническомъ сБчеми проходать че- 
резъ центръ. Но изъ уравнения; 


у? =2рх 


видно, что ось х есть дламетръ, слЗдовательно вс$ дламетры въ параболз 
параллельны оси 1; это легко видЪть и аналитически. Уравнен1е д1аметра, 
какого-нибудь, коническаго сЪчения есть: 

ф 


В 
ЕЕ наи 


гдЪ « есть направлене хордъ. Для параболы имфемъ: 


‚ ОР 


ах р 3 44 у 
слЗдовательно дламетръ параболы будетъ: 
ут и — 2 с0; & = 0 
откуда; | 
2 Р. 
у бо 
т. е. прямая параллельная оси 2, 
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$ 277. Уравнен1е параболы, отнесенной къ одному изъ д1аметровъ и 
къ касательной въ точкЪ ветрЪчи съ кривою (8 272), есть: 


у’ = 2х 


а уравнене, отнесенное къ тфмъ же элементамъ, только перпендикуляр- 
_нымъ, иметь такую же форму (132); 


у? — 2х (136) 


_ГДВ р есть параметръ, значене котораго мы вид$ли въб 273 (133); спра- 
шиваетея, какая зависимость существуетъ между параметрами р и р’? Что- 
бы показать эту зависимость, проведемъ въ Фиг. 113. 

точкВ С (му) даметръь СД и касательную 
АБВ (фиг. 113). Уравнеше параболы, отнесен- 
ной къ СШ и СВ, какъ осямъ, будетъ: 


у? = 21 (137). 


Если хорда ОЁ || АВ, то она будетъ сопря- 
женная д1аметру СД и въ точк$ Е будетъ 
Длится пополамъ. 


Означимь / ВСр=/ ФЕЕ==/ ВАО черезь а. Такъ какъ ЕЁ == 
—= ОЕ, тт ЕН = НК = СС =. Координаты точки Е относительно осей 


СриСВ будуть ЕКи СЕ. Но ЕЕ= еь —_91 
ше зта 








‚ слЪдовательно им$емъ: 


1? а 
ша _ 2р.СЕ 





Но СЕ = АО=ж, ($ 274), слдовательно: 





о 
Ч О 1 
- — 7; 
$1024 р 
Но мы также имЗемъ ул = 2х (136); вставляя это значеше въ предъ- 


идущее уравнен1е, найдемъ: 





2 
Ел — 2рж откуда р = (138) 


52а 91124 
Такъ какъ « есть уголъ, который касательная въ точк® С(ж, и) ео- 
ставляетъ съ осью х, то изъ $ 274 им$емъ: 
р г 7 
м. откуда НР 
И -у р 2 


т — 
г у 


<=> 


19* 
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Подставляя эту величину для зша въ (138), найдемъ: 
р=р-2а 


$ 278. Свойства фокуса. Остается показать еще одно замЪфчательное 
свойство параболы. Пусть 5 будетъ фокусъ параболы (фиг. 113). Если про- 
ведемъ прямую 50 и касательную СВ, то уголь / ВСр=/ АО? Такъ 
какъ СВ есть касательная въ точк$ 0(9 4), то полагая / ВСП = ВАС == в, 
будемъ имЪть: 


р 
$0 & = — 
и У 


Означимь / 4А05==\{, / 056 ==, то ф=ф-— а, но: 


ул 21 
фо = = 
У „в = 
1 ‚2 
слзловательно: 
29 _ 
р И 29 —2ра р _Р 
1+ 2: У —Р- 2) 
25 —р 
т. е 


ва=ыф ‚ откуда ф=а 


На этомъ свойствф параболы основано. устройство параболическихъ зер- 
калъ. Впрочемъ это свойство вытекаетъ изъ того, что А А5О равнобед- 


ренный, такъ какъ въ немъ 48==--5 и тоже 9б==-Но, откуда: 


Д СА0=/ 405=/ ВСР 


`. 
| $ 279. Задача. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ фо- 
куса параболы на касательную? 


Руьшенле. Пусть (2,9) будетъ точка касатя, какой-нибудь, каса- 
тельной; уравнеше ея будетъ (5 274): 


ул = (ха) 


въ нормальной формЪ оно будетъ: 


ул — 2% — ра 
И у, + 2? 
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подставляя въ него координаты фокуса: у ==0, => будемъ имЪть длину 


искомаго перпендикуляра д: 


о ии 
== Уз, + р? 2 = Ура, р? 


но 4 есть величина, по услов!ю, всегда положительная, поэтому: 


Ио 
а Ир? ра | 
$ 280. Задача. Выразить длину перпендикуляра 4, черезъ углы, ко- 
торые онъ составляетъ съ координатными осями? 


Рюшене. Перенесемъ начало координать въ фокусъ, то уравненя 
параболы и касательной въ точкЪ (2,1) будуть: 


и— (2-3) 5 =р(еа +2) (139) 


„” 
==—: 


Если чЧерезь х означимъ уголъ, который перпендикуляръ изъ фокуса на 
касательную составляетъ съ координатными осями, то уравнеше касатель- 
ной можно написать въ форм: 


д с05& -- узша — 1=0 = (140). 


сравнивая это уравнеше съ уравненемъ касательной (139), найдемъ: 


(р 
Ант рт 
--р на 9 \2 АР. 





00$ 0 = Е У а == — Е . === 
= У, +‘ == Иу?, р = Иул, -- р’ 
откуда, зам$чая, что д есть величина положительная, будемъ имЪть! 
—р о | _ р(@ф-Е24,) 
СО о Г — == ЗВ наи 
И уз, р? УЕ ЗУ 
ИЛИ: | < | 
—ф - ев ое 
сова И . За , 4 == И2ра = р? 
И 2ра р И2ра {р т 
ел довательно: с 
р в: 


Е & фе 
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Такимъ образомъ уравнеше (140) касзтельной можно написать въ форм: 


р 
д с0за -- узш а — —-——=0 141 
гу 2 С0$ & оч 
`$ 281. Задача. Найти геометрическое мЪсто основанй перпендику- 


ляровъ, опущенныхъ изъ фокуса, на касательныя къ парабол®? 
Рушене. Выше нашли, что: 
= 
2 С05 4 


откуда легко видфть, что основанля перпендикуляровъ 4 находятся на 
касательной въ вершинЪ параболы. Изъ этого слЪфдуетъ, обратно, если изъ, 
какой-нибудь точки будемъ проводить прямыя до ветрЪчи съ данной пря- 
мой и изъ точекъ встрзчи будемъ возставлять перпендикуляры къ этимъ 
прямымъ, то всЪ эти перпендикуляры будуть касательныя къ парабол%, 
коей фокусъ находится въ данной точк%, а вершина есть основане пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ данной точки на данную прямую. 


$ 232. Задачй_ Найти геометрическое мЪето пересчев1я перпенди- 
кулярныхъ между собою касательныхъ къ параболЪ? = 


Рьшенле. Уравнен!е касательной къ параболЪ есть: 


д с03 9 —- узша тет —0 или 25с052 -- уз ч.с0$8 & -- 2. == 
05 у 


уравнен!е перпендикулярной къ ней касательной будетъ: 


д т? — уз а.с08 а -- о = 0 


исключая о, найдемъ: 


д р==0 
а это уравнене директрисы. 


$ 283. ‚ Предложенще. Точка касавя ГР касательной РТ къ парабол% 


ве м-р" 


(фиг. 112) и точка Т встрьчи этой касательной съ осью х находятся въ 
равномъ разетояни отъ фокуса Р. 


Доказательство. Изъ уравненя касательной (134), полагая у==0, бу- 


демъ имзть ГТГ==— 2, но Такъ Какъ РУ=. ($ 15), то ЕТ== а 


Изъ того же $5 извЪетно, что ЕР=#--&, слЪдовательно: 


ЕТ= ЕР 
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$ 284. Предложен:е. Утолъ между, какими-нибудь, двумя касатель- 
ными къ парабол% равенъ половинф угла между рад!усами векторами про- 
введенными въ точки ихъ касаря. 


Доказательство. Изъ предъидущаго предложеня слЪдуетъ, что АДТЕР 
равнобедренный, слфдовательно (фиг. 112): 


/ РТЕ= ы / РЕМ 


Лля другой касательной въ точкЪ Р’, встрЗчающей ось х въ Т'имЪемъ 
также: 


ДРТЕ=Ь И РЕМ 


откуда, вычитая, найдемъ искомое предложеше. 

6 285. Продложенче. Прямая, соединяющая фокусъ съ точкою пере- 
сБчетя двухъ касательныхъ, дЪлитъ пополамъ уголъ образуемый раду- 
сами векторами, проведенными изъ фокуса въ точки касания. 


Доказательство. Уравневя двухъ касательныхъ (141) суть: 


| р е.. р 
д ©0520. -- у шой .с0591—- ы —0 $, 260524 “5 90.608 во 2 й = 0 


вычитая, найдемъ прямую: 


2 эт (и -- 2) —9 60$ (в -- 2) = 0 


составляющую уголъ я + &› съ осью х. Ноа и “> суть углы, которые 
перпендикуляры, опущенные изъ фокуса на касательныя, составляютъ съ 
осью х, слфдовательн0 7ЕР= 3, УЕР' = 94а. (фиг. 112), откуда, прямая 
составляющая съ осью х уголь а - а. есть равнодфлящая ‘уголь РЕР'.- 


Сльдстве 1. Если положим, РЕР`' = 180°, то РР’ пройдетъ чрезъ 

_ фокусъ, касательныя ГРи Т'Р' перес$кутся на директрисЪ, а / ТЕР == 90°. 

Слъдстте 2. Если какая-нибудь хорда РР’ пересЪкаетъ директрису 

въ точкф Р, то ЕО есть внфшняя равнодфлящая / РЕР'. Это можно 
показать, какъ въ $ 263, пр. 2. Кфиг. 104). 


Сльдствзе 3. Если двЪ дайныя касательныя къ параболЪ пересЪка- 
ются, какою-нибудь, третею кафательною, то уголъ образуемый радпусами 
`векторами, проведеннымм изъ фокуса’ къ точкамъ перес$ чения третей каса- 
тельной съ двумя данными, будетъ дополнительный до 180° углу состав- 
ляемому данными. двумя касалельными. 4 
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Въ самомъ дзлЪ$, уголь ОАТ (фиг. 114) равенъ половин / рЁд 
($ 284), а по настоящему $8, очевидно: 
Фиг. 114. 


СРЕДЬ 
слЪдовательно: 
/ РЕ = ФЕТ 
откуда видимъ, что: 
/. РЕФ - Д_рЕа == 180° 


Сльдстве 4. Изъ предъи- 


дущаго слЪдуетъ, что кругь описанный около треугольника РАФ, образуе- 
маго тремя касательными къ парабол$, веегда проходить чрезъ ея фокусъ. 





$ 286. Задача. Найти полярное уравнен!е параболы, принявъ фо- 
кусъ за полюсъ7^ . 
фиг. 115. Рьшене. Въ 8 15 вид$ли, что фокусный ра- 
дусъ векторъ (фиг. 115): 





у Ерит=а-- 5 
МЕ М , 
Но: 
вор ЕМ=р- т ооз 9 ‚ ф есть / РЕМ; 
слЪ довательно: 
г —=р-- и608ф 
откуда: и 
= а (142) 


у — —— 
] — с05 ® 
Это частный случай уравнен1я (97), если положимъ е== 1. 


Уголъ ф отечитывается въ направлени ЕМ, если же будемь его 
отечитывать въ направлеши КУ, то предъидущее уравнене будеть: 


ме. #4. | 
и в (143) 


которое можно. написать въ формЪ: 


27 ©0852 : =) (144) 


Подоб!е коническихъ и 


$ 287. Подобными и подобно-располож нными фиурами называются 
тамя, въ которыхъ радусы векторы, проведенные изъ нЪФкоторой точки, 
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Въ одной изъ нихъ, пропоршональны радусамъ векторамъ въ другой, про- 
веденнымъ изъ другой точки, параллельно первымъ. 


Если существуетъ пара такихъ точекъ О и о (фиг. 116) въ подобныхъ 
фигурахъ, то существуеть такихъ же и безчисленное множество. 


Возьмемъ какую-нибудь точку О, въ первой фигур». 
фиг. 116. (2) 


Проведемъ оо, || ОО, и отложимъ 00, такъ, чтобы: 





001 ор 


00, ОР 


то будемъ имЪть два подобные треугольника 00,Ри оо, изъ которыхъ 
слфдуетъ, что ОР || ор и: 

Еее 

О.Р ОР 
Легко также показать, что веЪ параллельные радтусы векторы, проведен- 
ные черезъ точки О; и д, пропорцюнальны, слЪдовательно точки О ио 
имфютъ так1я же свойства, какъ и точки О и о. 


. } . м у 
| У 288. Задача. Найти услов1е подоб1я коническихъ съченй данныхъ_ 
общими уравненями: 


12? -- 2129 - аэ2у? —- 2 32; -- 2уззу -- азз = 0 
(145) 
911 22° -- 24152 -Г а зу? -- 2432 -- 2аззу -- азз = 0 


Если перенесемъ начала координатъ въ центры этихъ коническихъ сфче- 
шй ($ 243), то онф сдЪлаются: 


п а А, 
1? -- 291 эту - ар" НГ Аз =0 
(146) 


| 


т, 9% 
и1122 -- 24 Ту -- 422? Ань =0 


% 
“ 


Если теперь положимъ, въ первомъ: 


5 == 06050 , у==ряш0 
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а во второмъ: 


Хо 080 , = рт 
то. найдемъ: 
 _ А. _ ыы 
Г т 1 6082 0 2912 с08 0 «т 0 Г аро в 6 
(147) 
и. 1 
Ра Аз @&11 605? 6 -- 291 с05 0 т 6 —- @’оо зщ 6 
откуда, если: | 
Ч = а: ›‚ @12 == ›, @л == Йо (148) 
будемъ имЪть: 
ба. 
0” и Азз Аз } ии 


т. е. параллельные радлусы векторы © ис пропорцюнальны. Изъ этого 
видимъ, что два коническая сЪчен1я подобны и подобно расположены, если 
коэфищенты при перем нныхъ второй степени: 41°, ху, у? равны или отли- 
чаютея только постояннымъ множителемъ. 


Изъ формулы (149) видимъ, что параллельные д!аметры, подобныхъ и 
подобно расположенныхъ коническихъ сзчеюмй пропоршональны. 


$ 289. Очевидно, что направлен1е осей двухъ подобныхъ и подобно 
расположенныхъ коническихъ сфчешй одно и то же, такъ какъ наиболь- 
Пий и наименьший изъ д1аметровъ должны быть параллельны. 


Если л1аметръ одного изъ коническихъ сЪченй дФлается безконеч- 
нымъ, то и ему параллельный д1аметръ также сдЪлается безконечнымъ, 
т. е. ассимитоты, двухъ подобныхъь и подобно расположенныхъ кониче- 
скихъ сфченй, параллельны. Это слЪдуеть изъ $ 237, гдЪф мы показали, 
что направлене ассимптотъь зависитъ только отъ членовъ второго порядка 
въ уравнении. 


Въ подобныхъ коническихъ сБчешяхъ экецентриситеты равны; въ 
самомъ дЪлЪ, если еи е суть эксцентриситеты данныхъ коническихъ с%- 
чей (145), то имЪфемъ (5 13): 

а а — 0? ет 2? — 1262 
а? Ка? 
Е е. 6 4. 

Поэтому иногда опредЪляють подоб1е коническихъ сЪчевй, говоря, 

что онЪ имють параллельныя оси и равные экецентриситеты. 


Если въ двухъ гиперболахъ ассимптоты параллельны, то онф по- 
добны, такъ какъ ихъ оби, будучи равнод$лящими угловъ между ассимп- 


! 


ВЛАВА ХУТ.-ПВЯМАЯ НА БЕЗКОНЕЧНОСТИ. 999 


тотами, параллельны, а экецентриситеты зависятъ отъ угла между асеимп- 
тотами ($3 270). | 


Такъ какъ въ параболЪ эксцентриситетъ равенъ единиц, то заклю- 
Чаемъ, что всЪ параболы подобны и подобно расположены, если ихъ оси 
параллельны. 


Въ самомъ дзлЪ, изъ уравневя параболы: 


у’ = 2рх 
имемъ: 


__ 26086 
512 6 


для другой, какой-нибудь, параболы будемъ имфть: 


__ 241 6086 
А 5107 6 


откуда р: =: , т. е. радуеы © и р, пропорщюональны. 
$ 290. ДвЪ фигуры подобны, но не подобно расположены, если про- 
порц1ональные радтусы составляютъ постоянный уголъ, такъ что если одна 


изъ фигуръ будетъ поворочена на этотъ уголъ, то эти фигуры ‘дЪлаютеся и 
подобно расположенными. 


Задача. Найти услов1я подоб1я двухъ коническихъ с$чевшй, данныхъ 
общими уравнемями (145), но которые не расположены подобно? 


Риющене. Для этого надобно преобразовать первое изъ уравнений къ 
осямъ, составляющимъ уголъ 9 съ данными осями, и искать величину угла, 
при которой коэфищенты 0и|, @12, 42а будутъ пропорцюнальны коэфищен- 
тамъ @\1, @1о, @22. Положимъ, что они сд$лаются Ёо1, Рао, Ёаоо. Такъ 
какъ оси прямоугольны, то мы знаемъ, что 1 -- 422 И @1а2› — а. СУТЬ 
инваранты, слфдовательно: 


| | ео ! } ‚ 
1 -- (оо — К (@11 -- Яо) (1 1@25 — а? 2 —= {? (ата 2 —-@а 1) | 
а потому искомое услове, очевидно, есть: 


122 —— @12 __ 411423 я @ 12 
(из аз )? (411 -- @ 23)? 
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_Кругъ. 


$ 291. Посл изучен1я свойствъ кривыхъ второго порядка, между 
которыми находится и кругъ, какъ частный случай эллипса, мы займемся 
отдфльно этой, по видимому, самой простой кривой посл прямой лини, 
но которой свойства ведутъ къ необыкновенно замфчательнымъ обобще- 
_вямъ, послужившимъ основанемъ преобразован1я метрическихъ свойствъ 
или предложеюй въ проэктивныя, т. е. преобразовавй предложеюй отно- 
сительно люры въ предложетя относительно золоженбя. 

Опредълене. Окружность или кругъ есть кривая лиюшя, которой каж- 
дая точка находится въ равномъ разстоян1и отъ данной точки называемой 
центром. 

Какъ видно опред$лене круга есть метрическое, ниже мы это опре- 
дзлевше преобразуемъ въ опредФлеве положения. 

Если отнесемъ кругъ къ прямоугольнымъ координатамъ и назовемъ 
координаты центра черезъ (а,65), радлусъ черезъ 7, то уравнеше круга, бу- 
детъ, если (х,у) суть координаты, какой-нибудь на немъ точки: 


(х— а) Р(у— 6 =м (1) 
Если центръ находится въ началЪ координатъь, то а=0 и 6=0, елЪдо- 
вательно уравнен!е круга будетъ: 


Наконецъ, если начало координатъ будеть въ конц даметра, а ось абс- 
циссь д1аметръ, то а==х, 6 ==0, слЗдовательно уравнене круга будетъ: 


2 -|- 42 = 2х (3) 
$ 292. ЗамЪтимъ, что уравнеше круга, отнесеннаго къ прямоуголь- 


нымъ координатамъ, не содержитъ члена ху и коэфищшенты при 2? и при 
у? равны. СлФдовательно общее уравнеше второй степени: 


01122 В ту —- аз" -- 24132 -Г 2аэзу -- азз = 0 (4) 


не можеть представлять круга, если оо не равно нулю и еели а. не 
равно Оо. | 


Если же и. =0, 01 == даа, То уравненю: 


112? -|-- ау 291 зд -- 2аззу -- азз = 0 # (5) ^ 
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можно дать форму (1). Въ самомъ дфлЪ, это уравнеше можно написать 


Въ форм$:. 
темы (6 


о 
11. 111 


а, это, очевидно, кругъ, коего координаты центра суть: 


_ а а 
Бксрь "18. | __ 23 (1) 
1 И | 
а, рад1усъ: | 
Уаз 42,3 — аа (8) 
1 


Если 4 з — а; — @11@зз есть величина отрицательная, то рад1усъ круга 
будеть мнимый и уравнеюше не можеть быть удовлетворено дЪйствитель- 
ными величинами координать хиу. Если а’. | а. —01а3:3 =0, то 
радлуеъ круга равенъ нулю и уравнене удовлетворяетея только координа- 
тами центра, т.е. представляетъ одну точку или безконечно малый кругъ. 


ь 293. Уравнен!е круга, отнесеннаго къ косоугольнымъ координатамъ 
р»дко употребляется, &а получается изъ уравненя разстояня между двумя 
точками (2, у) и (а,65), гд$ а и 6 суть координаты центра (5.4). Если & 
есть уголъ между координатами, а х радусъ круга, то его уравнеюе бу- 
деть ($ 4): 
(х—а)?-- 2(#—а) (у—5) с03®  (у—5)* == 7" (9) 


Если это уравнен!6 сравнимъ съ общимъ уравненемъ второго порядка (4), 
то найдемъ, что оно можеть представлять кругъ только въ томъ случа»%; 
когда: | | 

11 = 422 ‚, @12=0а008® (10) 


Если эти уравнен!я удовлетворены, то изъ сравнения ар Уи» 
_нешй (4) и (9), найдемъ: 


| а а 
а с0$ ® = — — 8 : Ь-1- 2608 ® = ——, 
(11 11 


(11) 
а? —- 52 -- 246 с0$ ® = р 
| И 


Такъ какъ координаты центра (4, р) опредфляются только изъ двухъ пер- 
выхъ уравнений (11), которыя не содержать @зз, ТО заключаемъ, что два‘ 
круга будуть концентрическе, если ихъ уравненя отличаются только по- 
РОЖЕ, членомъ, 
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Если азз =0, то кругъ проходитъ черезъ начало координатъ, такъ 
какь уравнен1е его удовлетворяется координатами начала х==0, у==0, 


У 294. Задача. Найти координаты точекъ пересЪченщя данной пря- 
мой съ даннымъ кругомъ? 


_ `` Рьшене. Пусть уравненя круга и прямой будуть: 
2—9? =1/? , 1603“ -- узта— р =0 (12) 
Изъ уравневмя прямой имЪемъ: 


р — 2 с05 а 
ты 
51 @ 


а изъ уравнешя круга: 
у? = 72 — 2? 


приравнивая, найдемъ: 
2 
— 24 6054 


5 @ 
откуда найдемъ квадратное уравнение: 


д? — 249.605 о.д —— р? — 72 эт? а = 0 


изъ котораго: 
ео 
д = реза Е зта У 7" —р 
(13) 


: о 
у = рзш & -= с08& У 7" — р? 


Изъ этихъ выраженй видимъ: 
1. Если ’7>р, то данная прямая встрЪчаетъ окружность въ двухъ 
дЪйствительныхъ точкахъ. р 


2. Если 7==у, то точки ветрЪчи совпадаютъ, данная прямая ка- 
саетея круга, сл5довательно уравнене касательной будетъ: 


2 08 & -- УЗШ @ = (14) 


гдЪ а, очевидно, будетъ уголъ, который составляеть съ осью х радусъ, 
проведенный въ точку касаня. Если черезъ (219) означимъ координаты 
точки касашя, то найдемъ: — | 


2 —=7005“ ‚, У =УЗШЯ 


подставляя вместо с05х и зша эти значеня въ (14), найдемъ уравнене 


касательной: 
дж: -- уу; = 73 (15) 
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3. Если наконецъ у < р, то выражения (13) дзлаются мнимыми, пря- 
мая не перес$каетъ кругъ видимо, но мы будемъ всегда говорить, что она 
пересЪкаетъ кругъ въ двухъ воображаемыхъ точкахъ. 


Если уравнене круга дано въ общей формЪ (1), то уравпевше каса- 
тельной будетъ: 


(а— 2) (а—*) | ($—и) 6 — у) =” (16) 


$ 295. Задача. Найти точки пересченя даннаго круга съ прямой, 
проходящей черезъ двЪ данныя точки? 


Ришене. Пусть уравнене круга будетъ: 
д? у? == 2 
а координаты данныхъ точекъ (жму), (2592). 


Мы знаемъ, что координаты, какой-нибудь, точки на прямой, про- 
ходящей черезъ точки (ду) и (51242) даются выраженями ($ 4): 


и __ у = А. 


ТН 1) 


д; —= 


Если х и у суть координаты точекъ перес5ченя прямой съ кругомъ, то 
предъидущая выражеюя должны удовлетворять уравнен!ю круга, сл$дова- 
тельно будемъ имЪть: 


(27 не №) (у —- у)? — (1-— ^)2/-2 


откуда: 
(2272 у — 72) А? 2 (а -Н у — "АН (29 У — 7?) =0 (17) 


Это уравнене относительно Х второй степени, слФдовательно Х будетъ 
имфть два значеная и слЪдовательно данная прямая пересЪЗкаеть кругъ въ 
двухъ точкахъ. 


Сльдстве 1. Если точку (му) фиксируемъ, а точку (тоу») будемъ 
такъ измънять, чтобы координаты ея удовлетворяли уравнене: 


иж иу— 7? =0 (18) 


ТО ВЪ уравнени (17) коэфищентъ при Х будеть равеяъ нулю, а потому 
корни этого уравненя будуть равны, но съ противными знаками, сл$до- 
вательно точка (2719), двЪ точки пересЪченя круга съ прямою и точка 
удовлетворяющая уравнене (18), будутъ четыре гармоничесюя точки. 
Откуда видимъ, что уравневе (18) есть поляра точки (ду) относительно 
круга. 


304 ГЛАВА ХУП.-—КРУГЪ. 


Слъдствте 3. Если точка (х,у,) будетъ фиксирована, а точка (ху) 
будетъ такъ выбрана, чтобы удовлетворить уравнен!е: 


(Руфи) ау, — п) = (ва чи — (19) 


то корни уравневя (17) будутъ равны, данная прямая касается круга, 
слфдовательно уравнене (19) будеть пара касательныхъ, проведенныхъ 
изъ точки (29) къ данному кругу. Хотя это уравнене второй степени 
относительно 1, у, но оно разлагается на два линейные множителя. 


Если уравнене круга будуть въ общей форм, то уравнеше каса- 
тельныхъ будетъ: 


(а— м) - 6—щ) — 2} («— =) + 6 — у) — #2} = 


={@—и)е—д+6—и)6-у—и! (20) 


3 296. Задача. Найти длину касательной, проведенной изъ данной 
точки къ данному кругу? 


`Рьшенге. Пусть данный кругъ будетъ: 
(х— а) Е (у—5)* =” 


а данная точка (219). Разстоян!е данной точки отъ центра, очевидно, 
есть: | 


(п, — а) -- (и — 5) 
СлЪдовательно искомое разстояне будетъ 8: 


(21 — 4) (и — 6) — 7 =8* _ (20 


изъ этого видимъ, что если точка (29/) обращаетъ въ нуль первую часть 
уравнения (21), то она находится на окружности, если же первая часть 
обращается въ числовое значене, то это значеюе есть квадратъ длины 
касательной, проведенной изъ точки (ми) къ кругу. 


$ 297. Такъ какъ уравнение круга (1) содержитъ только три коэфи; 
щента, то его вполн% опредфляютъ три данныя координатами точки. Мы 
увидимъ ниже, почему кругъ, будучи коническимъ с5ченемъ, опредЪляется 
не пятью, а только тремя данными точками. 


У 298. Уравнене круа въ полярных координатах. Если въ уравне- 
ши (1) подотавимъ вифсто хиу: — 


х —=0608ф ‚, у=озшо 


(х. 


0 9. 
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то найдемъ: | 
р" — 2 (а с08ф -- Быш ф)р На 5 — 7 =0 (22) 


Если центръ круга будетъ на оси д, то 6—0, слБдовательно уравнение 
будетъ: 


, 
’ 
‘ 


р? — 29608. р-- 4—2 =0 (23) 


Если при этомъ полюсъ будеть на окружности, то а==х и уравнеше круга 


сдфлается: 
р == 276050 (24) 


Пр. 1. Дано основаше треугольника и уголъ противулежаний основанию, найти 
геометрическое м$сто вершины? 
Ризиете. Пусть данное основаше АВ = 2а, данный уголъ С. Возьмемъ 
(фиг. 117) средину основанля О за начало координатъ, основан1е за ось х, перпенди- 
куляръ изъ средины за ось у. 
ОЕ =х, ЕС =у; 
если положимъ: 


ДАСЕ=о , /ВСЕ=В 


Фиг. 1117. 














то: 
«+В =0 
откуда, замфчая, что: 
: -- а — х 
$5 & —= { ры 

Е ь БВ у 

найдемъ: 

ау - 
уфа 
откуда: Е 


уе И а 


5 
это уравнеше искомаго геометрическаго м$ста, которое, очевидно есть кругъ. Если 


д : 
б=5, то $2 С = со и уравнеше геометрическаго м$ета будетъ: 
2" = 3/2 —- а? 
т, е. кругъ, коего ращусъ есть а. 

Ир. 2. Лано основаюе треугольника и уголъ, противулежапай основаню, 
найти геометрическое м$сто точекъ перес$чен1я пернендикуляровъ, опущенныхъ изъ. 
вершинъ на стороны? 

Рьщенще: Пусть данное основаве будеть АВ = За, данный уголъ О. Возьмемъ 
тЪже координатныя оси, какъ и въ предъидущемъ прим$рЪ. Если черезъ (<, у.) 0:- 
начимъ координаты вершины С, то будемъ имфть, какъ выше: 


ау 
о ЕСИ 
у, -- < + С Ч 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТР/Я. = 
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Если означимъ черезь (х, у) коэрдинаты искомаго м$ста, то, очевидно будемъ имть: 


02 — 12 
9 


У = 


подставляя вмЪсто у, его выражеше въ предъидущее уравнен!е, найдемъ: 
2ау 
2 2 — 02 
2 —= 4 
то 
уравнене, которое отличается отъ предъидущихъ только знакомъ при #5 С. 


Пр. 8. Дано нЪфкоторое число точекъ, найти геометрическое м$сто точки, ко- 
торой бы квадратъ разстоян1я отъ первой точки умноженный на т., сложенный съ 
хвадратомъ разетояюмя, умноженнымъ на т., отъ второй точки и т. д. была-бы ве- 
личина постоянная? 


Гтиюнще. Пусть координаты данныхъ точекъ будуть (2:9,), (х.у.)..., поето- 
янная величина пусть будетъ а? накопецъ пусть (%у) будутъ координаты точки 
искомаго мЪета. Но условю должны имЪть: 


| (< — 2.) (у— чу) } т -- { (а — м) (уу, т -.... = а? 


ИЛИ. 


ти: Ут — 20 Х тих, — 89 Х тну, - Х ть? -- Х ть? = а? 


очевидно, кругъ, коего координаты центра суть: 





Ут: 2, т. 
= = ‚ —=—_ 
Ут. 2 


Пр. 4. Данъ вругъ и прямая лишя, найти геометрическое м$сто точки, изъ 
кото№й если проведемь сфкушую круга и изъ точекъ пересЪченя опустимъ пер- 
пенхикуляры на данную ирямую, то площадь прямоугольника, построеннаго на этихъ 
перпендикулярахъ была бы величина постоянная? 

Рьщеще. Возьмемъ данную прямую за ось х, перпенцикуляръ опущенный изъ 
пентра даннато круга за ось у, иусть координаты искомой точки. геометрическаго 
мфста будутъ (5'’). Очевидно, уравнен1е груга будетъ: 


и (у =м 
уравневе, какой-нибудь, сЪкущей будетъ: 
у — у = (х— 2’) 

исключая пзъ этихъ двухъ уравнен1И х, найдемъ квадратное уравнение относительно 
у, произведен1е корней котораго будеть: 

(у’ — их’)? - 9? (62 — 71?) 

1 о” 

Чтобы это была величина постоянная необходимо, чтобы это выражене независило 
ОТЪ ©, & это только ТОГДа возможно, когда 2’ = 0 '? =? — 72; сл$довательно геомет- 
рическое м5ето будетъ двф точки: 

д =0, у= У —# 


Я —=0 . у’ = — Иб? — 21 
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Сокращенный способъ. 


3 299. Если черезъ: | 
А =0 , Аа=0 $ А; =0 . А. = 0 


означимъ уравнен1я прямыхъ въ нормальной формЪ: 


д соза.-- 9 зо 9. — 1), ==0 (25) 
то уравневе: 
А} Ао Е Е Аз А. (2 6) 
будетъ, очевидно, коническое сЪчене, проходящее черезъ точки перес$- 
чен1я прямыхъ: 

А: =0 и 43 =0, А: —=0 И А = 0; Ао =0 И ИО, Ао =0 И А. =0 


Если необходимо знать какое изъ коническихъ сфчеюмй представляетъ 


(26), то надобно вместо 4, 4.,..,. подетавить ихъ выраженя (25) и 
опредзлить родъ коническаго сЪчен!я признакомъ даннымъ въ $ 2836. 


Уравнене (26) выражаеть слдующее свойство коническаго сфчевя, 
описаннаго около четыреугольника: Произведее перпендикуляровъ, опу- 
щенныхъ изъ, какой-нибудь, точки коническаго сфченя, описаннаго около 
четыреугольника, на стороны А. =0 и А. ==0 находится въ постоянномъ 
отношенши съ произведеюмемъ перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ той-же 
точки на стороны 4. =0, 4. =0. 


Задача. Когда коническое с$ченше: 
А: Ао == Аз. 
будетъ кругъ? 
| | С 
Рюшене. Подставимъ въ это уравнеюе вмЪето „41, 4.,... ихъ вы- 


раженля: 
2 с0$ о, -- узш а, — р, 
то найдемъ: 


(д оз, --УзШш а, — 11) (х с03 ио —- У зШ и — 0) = 
— С (х С05 б3 —- 9} 91 03 — 13) (х СОБ 0 —|- у И 04 — 2.) 


перемножая и приравнивая коэфищенты при 2? и 92, а коэфищентъь при 
‚ду, полагая равнымъ нулю, найдемъ: 


сов (а Е из) == #608 (аз На.) ; #1 (о +- аа) == 5 (оз -- 4) 


возвышая въ квадрать и складывая, найдехъ А = -=1. Это значеше № 
даеть слЪдующую зависимость между углами: 
и -- а = -Но„ или и -- а» = 1809-03 Га. 
| 20* 
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откуда: 
и — @з—0.—@ ИЛИ 0 — а; = 180% -|- и, — а 


$ 300. Если въ уравненйи: 
АА = АА (27) 
 ОлОЖимЪ А; = А. то это уравневе сд$лается: 
А А. =&А?. (28) 


Чтобы получить точку, въ которой сторона „4, четыреугольника перес%- 
каеть коническое сЗчене, надобно положить въ уравневи (28) А, =0, 
но это даетъ уравнеше 42. =0, которое есть полный квадратъ, слФдова- 
тельно сторона „4, пересЪкаеть коническое сЗчене въ двухъ совпадаю- 
щихъ точкахъ, т. е. она касается коническаго сБченя. Точно также и 
сторона А. есть касательная къ коническому сЪчевю. Сл$довательно 
4: и Азсуть касательныя, а Аз есть хорда, соединяющая точки касания. 
Хорду эту будемъ называть х0рдою соприкосновенля. 


Задача. Когда уравнение: 

4 Ао == 2% 

представляетъ кругъ? 
Ришене. Премъ, изложенный въ предъидущей задач даетъ для 

этого слЪдующля условя: 


60$ (а, -- ) =# 0$ 293 ‚ т (& а.) = 5 203 


откуда, какъ выше: 
К=] , 9 — 4 =4; — 92 

т. е. треугольникъ будетъ равнобедренный. Изъ этого вытекаетъ слфдую- 

щее предложенте: 

Предложене. Если изъ, какой-нибудь, точки окружности опустимъ 
перпендикуляры на двЪ касательныя и ихъ хорду соприкосновен!я, то 
произведеше перпендикуляровь на касательныя находится въ постоян- 
номъ отношени съ квадратомъ перпендикуляра на хорду соприкосновения. 

Задача. Найти уравнеше круга, описаннаго ‘около треугольника, 
коего стороны суть: 


А =0 } А: =0 ; А: =о0 


Ришене. Уравнене формы: 


АА ААА, Аз--у4А: =0 (29) 
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представляетъ, очевидно, коническое сЪчене, описанное около даннаго 
треугольника, такъ какъ оно удовлетворяется координатами точекъ пере- 
сЪчен1я сторонъ: 


А =0 И А. =0 . А =0 И А; =0 . Ао =0 И 4 =0 


‹пращиваетея, когда уравнеше (29) предетавляетъь кругъ? 
Поступая, какъ сказали выше (5 299), найдемъ селдуюшая условя: 


) е03 ( -- №) -- № 08 (а, -- аз) -- усо$ (а -- аз) = 0 
№ эт (в -Е а2) -- изш (1 - аз) -- уз (3 -- 03) = 


откуда: 
Х 


т (@, +). с0з (м Раз) — 5 (а в) с08 (8) > 


с тЕИИИЕНИНЕННЕЕ и. =. 
— зщ (и -- #2) е0$ (> -- аз) — зп (а, - аз) е03 (ви -+ ао) р 
асы у 
— заб доза а) — (а асов Е) 
ИЛИ; 
) т [А 2..8 "0 
эт (а—9)  эт(а — 9) — эй (в — 04) 


Но &, — 0, “а —а., о, — а; суть углы между сторонами До и АД; Аи Аз, 
А, и А, которые если означимъ черезъ фт, + оз, ТО найдемъ: 


А, т фз - 41 Аз эт фо —- А.А т ф1 =0 (30) 
углы $1, 92, $ противулежать сторонамъ 1, ‘А, Аз. 

Покажемъ теперь замЪчательное геометрическое значене уравнешя 
(30). Пусть треугольникъ, около котораго р вругъ, будеть АВС 
(фиг. 118). 

Возьмемъ, какую-нибудь точку О, то для ея кодор- Фиг. ты 
динатъь значеня .,, А, А. будутъ перпендикуляры 
Оа, Оа2, Оаз. Если проведемъ прямыя 1042, Маз, 
аа, то образуется треугольникъ @а2аз, въ кото- 
ромъ углы при точк% О суть дополнительные я 
Ф1, Фа, Фз До 24а, сл5довательно: 


АА. зтФ , А Аазтф ‚, №Азвш 





суть двойныя площади треугольниковъ: 


д 4.04. ‚ А 404; , ДА, ОА: 
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откуда: 
А: Аз т оз -- 4, Аз т 92-Е 42.43 фт 
сть двойная площадь треугольника си аа. 

Если точка О находится на окружности круга, то эта площаль рав- 
На нулю, откуда вытекаетъ сл5дующее предложение: 


`Предлож ее. Если изъ, какой-нибудь, точки окружности круга, опи- 
саннаго около треугольника, опустимъ перпендикуляры на стороны тре- 
угольника, то основаня этихъ пернендикуларовъ лежатъ на одной пря- 
мой лини. Это предложев!е принадлежитъ Симсону. 


$ 301. Напишемъ уравнене (29) въ формЪ: 
ХА Аз -- Аз (А. -РуА›) = 0 


которое представляеть коническое сфчеше и кругъ, если ^, в, у имЪють 
выше найденныя значен1я. Это уравнене удовлетворяется координатами 
точекъ перес$ченля прямыхъ: 


А = 0 И Аз = 0 . А = 0 И Аз =0 


Точно также оно удовлетворяется координатами точекъ перес$ченая пря- 


мЫХЪ: 
А =0 и РА -|»4.=0 , 42=0 и рА-у4 =0 


Но эти дв точки совпадаютъ, потому что прямая: 
4: --у4. = 0. 


проходитъ черезъ точку пересченя прямыхъ 4, =0, А. ==0; слЪдова- 
тельно прямая: — 


41 --у4› = 0 
есть касательная къ кривой въ точк5 4, =0, 4, =0; точно также: 
Аз - в.Аз —=0 , АА уАз =0 


суть касательныя къ кривой въ точкахъ 41 ==0, 4:==0; А. =0, 4. =0. 
Если касательныя въ вершинахъ треугольника напишемъ въ формЪ: 
А. Аз | 7 А: Аз в: | у: А. | 
не = , = =0 , — т —=0 — (31) 


“ 


т) легко вить, что три точки, въ которыхъь касательныя ея 
противуположныя стороны, лежать на одной прямой лини: 


А 91 448 | _  @2 
а В а › 
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Вычитая по-парно уравненя (31), найдемъ: 


и, Но но (33) 


). у у и, 
уравнен!я, которыя показываютъ, что эти прямыя пересЪкаются въ одной 
ТОЧКЪ. Откуда имЪемъ слЗдующее предложеше: 
^ Предложеще. Прямыя, соединяюц!я вершины вписаннаго въ кругъ 
треугольника, съ соотвЪтетвующими вершинами треугольника, образуемаго 
касательными въ этихъ вершинахъ, перес$каются въ одной точкЪ. 


$ 302. Легко видЪть, что: 
^2 4; -- АЗ, + 5243, — ОЛь А, Аз — 29 А, Аз— Зи Аз Аз =0 — (34) 
есть т равнене кривой второго порядка, вписанной въ треугольникъ: 
А1=0 , 4. =0 ‚ 43 =0 


которое можно написать въ форм$: 


ИЛА, = Ин, - УзА — (35) 
Въ самомъ дЪлЪ, если 4. =0, то имфемъ: 
(АА; — 45)" = 


т, е. сторона 4. =0 пересЗкаетъ кривую въ двухъ совпадающихь точ- 
кахъ, т, е. 4. =0 есть касательная къ коническому сЪченю (34); точно 
также 4, ==0, 4. =0 суть касательныя къ нему. Если уравнене (34) 
напишемъ въ форм$: 


у Аз (у.Аз — 2^А, — Эр Аь) -- (^А, — 4.4.) = 0 (36) 


то увидимъ, Что прямая ЛА, — в А, =0, проходя черезъ точку 4, =0, 
А. = 0, проходить и черезъ точку, въ которой кре Аз = 0 перееЗкаетъ 
кривую; слфдовательно три прямыя: 


ЛА, — А. =0 , вА, —уАз=0 , уд —ХА, =0 


которыя соединяютъ точки касаня съ противулежащими сторонами опи- 
саннаго треугольника, пересЪкаются въ одной точкф. Тоже разсуждеюе, 
которое показываетъ, что Аз =0 есть касательная, покажетъ изъ т 


ня (36), что к прими 


есть также касательная. Легко видЪть, что (37) есть касательная въ точкъ, 
ВЪ которой. прямая, ` соединяющая точку перес$ченя 4 =0, 4. =0 съ 
точкою касатя прямой 4: =0, пересЪкаетъ кривую. 
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Изъ этого видимъ, что точки, въ которыхъ касательныя: 
ЗАЛЕ А. Аз=0 , ЗА, АА, =0 , оу4,--2. АА, 0 
‘;перес$кають противуположныя стороны лежатъ на одной прямой: 
ХАНА, Ро 
‚ Задача. Найти услов1я, при которыхъ коническое в чене (34) будеть кругъ? 
ый двухъ круговъ. 


$ 303. Пуеть: 
Я = (1 — а) + (у—в) — 9, =0 


а == (2 — а) - (у— 6.) — 7» = 


(38) 


будутъ уравненя двухъ круговъ; эти уравненая можно написать въ форм: 


91 =? -- 9? — 21 —26у--е =0 
| (39) 
бо == 27° -- У — 2424 — 265у -г в» = 


Уравнение: У 
© ты ^55 —- (40) 


будеть уравнеше кривой, проходящей чрезъ точки пересфчен!я двухъ 
круговъ (38). Легко видфть изъ формы уравненя (40), что эта кривая 
будетъ также кругъ. Этотъ кругъ при Х ==1 обращается въ прамую: 


2 (а — м) 2-2 (8, —В)у-На — с: =0 (41) 


которая есть общая хорда двухъ данныхъ круговъ. 


Чтобы вайти координаты точекъ пересчен1я двухъ круговъ (38), 
надобно только опредФлить д и у изъ уравнений (41) и одного изъ урав- 
нений (38) Сл$довательно два круга пересЗкаются въ двухъ дфйствитель- 
ныхъ, совпадающихъ, или ‘двухъ мнимыхъ точкахъ. Кавя бы эти точки 
ни были, дЪфйствительныя или мнимыя, прямая 5, — 6. =0 (41). всегда 
дЪйствительна. Цогда круги пересеЪкаются въ двухъ дфйствительныхъ 
точкахъ она называется общею хордою, когда же круги пересекаются въ 
двухъ мнимыхъ точкахъ, то эта прямая называется радикальною осью 
двухъ круговъ. Ч 

$ 304. Мы выше видфли ($ 296), что если въ уравнене круга 6! =0 
подставимъ координаты точки вн окружности, то 5 получить числовую 
величину. которая есть квадратъ разстоян!я взятой точки отъ точки ва- 
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сан1я касательной, проведенной чрезъ взятую точку къ кругу 5! = 0. Изъ 
этого замфчамя и изъ уравнен1я радикальной оси: 


В — © =0 ИЛИ Ю == Фа 


видимъ, что радикальная ось есть чеометрическое мтъсто точекъ, изь ко- 
торыхь проведенныя касательныя къ двумь круамь равны. Это свойство 
имзетъь прямая $ — 5, =0 будутъ-ли круги пересЪкатея въ дЪйствитель- 
НЫХЪ ИЛИ МНИМыЫхХъЪ ТОчЧкКахъ. 


Если замтимъ, что уравневне прямой, проходящей черезъ центры 
данныхъ двухъ круговъ есть ($ 39): 


д — 1 - №, У —_ [1 
Я — и — № => 6. —& 
то легко видЪть, что общая хорда перпендикулярна къ этой прямой. 


Если круги перес$каются въ дЪйствительныхъ точкахъ, то радикаль- 
ная ось есть общая хорда и легко можеть быть построена. Если-же круги 
пересекаются въ мнимыхъ точкахъ, то радикальная ось, будучи перпен- 
дикулярна къ прямой, проходящей черезъ центры круговъ, д$литъ раз- 
стояме между центрами такъ, что разность квадратов. этихъ разстоянуй 
равна разности квадралтовь радиусов. 

$ 305. Пусть: 


© = 0 . бо =0 } 6 =0 (42) 
будуть уравнешя трехъ круговъ, радикальныя оси каждой пары будуть: 
8.5, ==0 3 65 — ©: =0 и Юз — ©! =0 (43) 


очевидно (5 52) эти прямыя пересЪкаются въ одной точк%, которая на- 
зывается радикальнымь иентромь двухъ круговъ (42). 


Если изъ радикальнаго центра проведемъ касательныя къ тремъ 
кругамъ, то по свойству радикальныхъ осей, вс$ эти касательныя равны. 


Если радикальный центръ возьмемъ за центръ, а касательную за 
 радусь и опишемъ кругъ, то этотъь кругъ, пересфчетъь вс% три круга 
(42) подъ прямымъ угломъ. 


На основан свойствъ изложенныхъ въ настоящемъ параграф» лег- 
ко р5шить слЪдующую задачу: 


Задача. Построить радикальную ось двухъ данныхъ круговъ? 


Рьшеще. Пусть 5 =0 и 5. =0 будуть данные круги, коихъ центры 
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суть О1 и Оз (фиг. 119). Проведемъ третий кругъ 6; =0 совершенно произволь- 
Фит. 119. ный, но обусловленный только т%мъ, 
чтобы онъ пересЪкалея съ обоими дан- 
ными кругами. Пусть его пентръ бу- 
детъ 03. 
Проведемъ общая хорды АО и 
ВО к руговъ я И 63, © иЮз. Точка О 
пересВченя АО и ОБ .будетъ ради- 
кальный центръ. Перпендикуляръ ОД | 010» будетъ искомая радикальная 
ось круговъ А и 5 (43). 





$ 306. Мы выше видЪли, что два круга перес$каются въ двухъ 
только точкахъ дЪфйствительныхъ или мнимыхъ, между тфмъ, какъ вообще 
коническля сЪчеюя перескаются въ четырехъ точкахъ. Такое свойство 
круга зависить отъь особенной формы его уравнения, которая ведетъ къ 
весьма интереснымъ заключен1ямъ. Для этого отнесемъ данные два круга: 


2? -|- у?-- 2ах + ус = 
у 2аж - ус =0 


(44) 


къ координатному треугольнику. Координаты Декарта выражаются въ три- 
линейныхъ слфдующимъ образомъ (5 182): 


Е. Аа -- Аха -- Аз Не ни БВ. -- Вх {+ Вз%з __ В (45) 
Ся, -- Сож -Е Озхз 0% № О х, -- Сьх2 Оха С 


подставляя эти выражея въ уравневя (44), найдемъ: 
А?-- В 2 АО- ВО с = 0 
4* -- В*--2а АС -- 5 БВС--с'0=0 


(46) 
вычитая получимъ уравнен!е геометрическаго мЪста, проходящаго чрезъ. 
‘точки пересБченя двухъ круговъ: 
(12 (и — а) А+ —5') В--@—6)(}=0 (47) 
которое представляетъ пару прямыхъ: 
2 (а — а’) А+? ($ — 65’) В- ((—6)С=0 и (=0 (48) 


СлЪдовательно уравневше четвертой степени, изъ котораго опред®ляются 
координаты точекъ перес$чен1я двухъ коническихъ сфченй, въ насто- 
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ящемъ случа%, распадается на два квадратныя уравненя. Это происхо- 
дить отъ того, что разрЪшающее кубическое уравнене Д (\)==0, какъ. 
увидимъ ниже, понижается на одну степень, а понижене разуфшающаго: 
уравнен1я происходитъ отъ того, что одна изъ сторонъ общаго полярнато 
треугольника напередъ извфетна—это прямая, проходящая черезъ центры 
круговъ. СлФдовательно одинъ изъ корней уравнения Л (^) =0 извфетенъ. 


Изъ этого видимъ, что двЪ точки перес5чеюя двухъ круговъ на- 
ходятся на радикальной оси, & двЪ на безконечно удаленной прямой С =0, 
а слЗдовательно положене этихъ точекъ независитъ отъь коэфищентовъ 
а, 6, с; а’, 0, с', опредзляющихъ круги. Изъ этого вытекаетъ сл%ду- 
ющее зам чательное и интересное предложение: 


1! родложене. ЗВеЪ круги на плоскости проходятъ черезъ двЪ однЪ 
И ТЬко мнимыя точки на безконечно-удаленной прямой, слЗдовательно 
не могутъ перес$чься болЪе, чЪмъ въ двухъ конечныхъ, дЪйствительныхъ 
или мнимыхъ, точкахъ. Эти точки называются мнимыми циклическими 
точками. 


Циклическля точки опредЪляются перес$ченемъ прямой С(С=0 съ 
безконечно малымъ кругомъ: 


А -- В? —=0 или 2—4? =0 (49). 
Если изъ уравнений: 


исключимь 4, Б, (С, то найдемъ уравнен!е циклическихъ точекъ: 


а 0 
ОО 1 = =0 (51) 
Е Е 


Произведене циклическихъ точекъ выражается уравненемъ: 
Ея (52) 


Изъ этого видимъ, что кругь есть коническое сЪченте, которое опред%- 
ляется пятью точками, изъ коихъ дв, на безконечно-удаленной прямой, 
для вофхъ круговъ на плоскости, однф и т же, слБдовательно всегда. 
даны, поэтому кругъ опредфляется только тремя точками. 
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$ 307. Приравнивая нулю члены второго порядка въ уравнен!и круга: 


д? -- у? -—- 2ах -- ус =0 (53) 

‘найдемъ уравнен1е прямыхъ параллельныхъ ассимптотамъ ($5 237): 

28 | у? = (у 12) (у— 12) (54) 
_Если начало координатъ въ центрЪ круга, то его ассимптоты будуть: 

ух =0 , ух =о (55) 
‚Изъ этого видимъ, что направлене ассимптотъ въ кругЪ дается уравне- 
`немъ: 

| а 1 =0 
‚откуда: 
а = =? 


`Изъ этого вытекаеть слфдующее предложение: 
Предложензе. Ассимптоты всЪхъ круговъ параллельны. 


Изъ такого обобщен!я или, лучше сказать, геометрическаго взгляда 
`на отвлеченныя комбинацши алгебраическихъ символовъ, вытекаютъ слф- 


„‚дуюцщия замЪчательныя предложетя: 
Предложене 1. Направлене ассимптотъ составляетъ со вс$ми напра- 
вленмями прямыхъ постоянный уголъ—безконечно большой. 


Доказательство. Направлеве одной изъ ассимптоть дается уравне- 
шемъь №о==у. Если черезь $ назовемъ уголъ, который, какая-нибудь, 
‘прямая составляеть съ осью 5, то найдемъ: 


ы с о-в: 
= 1-- Бра 1-9 , 


‘результатъ независимый отъ угла ф. Точно также получимъ и для © я=— + 
Теперь покажемъ, что если в а&==ь то: 

© — аге © ($) = со 
„Въ самомъ дЪлЪ, имЪемъ: 


е’ — с0зф 4зшф ‚ е "=6089 —95щф 


‘`ЮТЕУДа: 
01 == 105 (05$ 9319) ‚ — 41 =005 (608 ф —13ш 9) 


.вычитая, найдемъ: 


У 608 Ф $ тф Е [1-7 7%$ ы 56 
мо сть 23 О РИ 
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Если въ этомъ выражеви положимъ © =@, жи=-=1, то найдемъ, что: 
1 г 
р-н ИЛИ & = 5: 108 (02) == со 


Откуда заключаемъ, что прямыя составляющая безконечно большой уголъ. 
съ, какою-нибудь, прямою, вс$ проходятъ черезъ циклическ1я точки, т. е. 
эти точки суть обвертки такихъ прямыхъ. Если прямыя, составляющ!я 
безконечно больше углы съ ассимптотическимъ направлен!емъ, назовемъ. 
_ безконечно-удаленными прямыми, то выведемъ слздующее заключене: что- 
всЪ безконечно-удаленныя точки находятся на безконечно-удаленной пря-- 
мой (5 185), а вс безконечно-удаленныя прямыя проходять черезъ ци-. 
клическля точки. 
Нредложензе 2. ДвЪ, кавля-нибудь перпендикулярныя ‘прямыя съ. 
ассимптотами круга составляютъ гармоническую связку. 


Доказательство. Пусть уравнетшя двухъ перпендикулярныхъ прямыхъ. 
будутъ: 
| 1 
у-тах=0 , у— 2—0 


уравнен1я ассимптотъ суть: 


у-1%=0 ‚, ух =о (57). 
ангармоническое отношен1е этой связки будетъ: 


1 


дв “ а—в 1--%  (а—9 (1—2) _ 


| пить. — 
О анти инете ус АА НЕЕ Черт ЖЖ —Ъы чнирчиннниа, 


акк, “21 ‚ а 1Щ@ (@-дафя) - 





— 


(#1 


Легко показать, обратно, что если двЪ прямыя гармоничны съ прямыми. 
(57), то онф перпендикулярны между собою. 


Лелко видЪть, что если ф есть уголъ между ассимптотами круга: 
уд =О , урш=о 

Это посл днее предложене, задачу построен1я. перпендикулярныхъ. 
прямыхъ, приводитъ, какъ видимъ, Еъ построеню чисто проэктивномум— 
построен!ю гармоническихъ точекъ. 

У 308. Мы выше видфли, что кругъ можно разематривать, какъ ко- 
ническое сфчеше, проходящее черезъ циклическя точки, елЪдовательно-. 
вс свойства круга сливаются со свойствами коническихъ сВчеюшй, им%- 
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ющихь двЪ общая точки, но изучене свойствъ такихъ коническихъ с*- 
чей основано на проэктивности, слфдовательно метрическая, обыкновен- 
ная геометрля, въ тъхъ частяхъ, основан1емъ которыхъ служатъ свойства, 
круга, является какъ приложенше предложеюй относительно положений. 


Такъ мы видфли, что изъ опредЪлеюня круга исчезаетъь все метри- 
ческое—это есть коническое сЪчене, проходящее чрезъ пять точекъ, изъ 
коихъ двЪ мнимыя, на безконечно-удаленной прямой. 


Понят1е объ углЪ можемъ заметить ангармоническимъ отношешемъ, 
которое, какъ видфли изъ всего предъидущаго, служить основанемъ 
всЪхъ проэктивныхъ изелЪдований. 


Если & 71, &\2 суть координаты двухъ прямыхъ, то имфемь ($ 66), 
если х есть уголъ между ними: 





ака _ бб -Н т" 
ИЕ 12, " 2 У 22, -- 92 
откуда: 
ати к :) 
Иа, + 12, 1 Та т т? 2 
_ или: 
108 [Е У ЕЕ (58) 
2 ЕЕ -- 8 — И(ЕЕ * `’ (5% =" 2.) ($ 2, + 25) 


Это выражен1е вытекаетъ изъ а (56). 


Выражение полЪ знакомъ 10° есть, очевидно, отношене корней урав- 
нен!я: 


(52, -- 125) 2-2 (316 -ЁБ чить) А-Е $ 5, =0 | (59) 


р»ьшеннаго относительно ^. Но это уравнене есть ничто иное, какъ про- 
изведен!е уравнев!й циклическихъ точекъ (51) или (52), въ которыя 
выфето Ё и х вставлены координаты & -- №, и -- №10. Изъ этого выте- 
каетъ слфдующее весьма важное предложение: 


Предложене. Уголъ между двумя прямыми есть логариемъ ангармо- 
ническаго отношевя связки, которую данныя прямыя составляютъ съ 
прямыми, проходящими черезъ точку ихъ перес$чен1я и черезъ цикли- 


. Е 1 
ческля точки, умноженный В 


Съ помощью этого предложешя проэктивная угловая геометр!я мо- 
жетъ быть прослЪжена со веЪхъ сторонъ. Такъ, напримЪръ, фигуры, ко- 
торыя предлагаются для изелвдовавя, разематриваются по отношеню къ 
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двумъ, какимъ-нибудь, точкамъ и прямой, проходящей черезъ эти точки, 
затВмъ эти точки замфщаютея пиклическими, а прямая замфщается без- 
конечно-удаленною прямою; откуда найденныя проэктивныя предложения 
обращаются въ метрическая въ ихъ обыкновенной форм$. Какъ прим$ры 
могуть служить слфдующия предложения. 


1. Вругъ вполнЪ опредЪляется тремя точками. 


2. Центръ круга, какъ и вообще коническаго сЗченя, есть полюеъ 
безконечно-удаленной прямой, откуда слздуетъ, что концентрическле круги 
опред ляются свойствомъ имЪть общля ассимптотн. Сл®довательно они ка- 
саются въ циклическихъ точкахъ, а поэтому пересекаться въ другихъ 
точкахъ больше не могутъ. Такая система круговъ представляется урав- 


нен1емъ: 
1 Ха ==А84 (60). 


ВЪ которомъ д =0, х2==0 суть ассимптоты, а хз =0 безконечно-уда- 
ленная прямая. Чтобы перейти къ прямоугольнымъ координатамъ надобно 
положить: 








= , 2=%— , Ж=1 


подставляя въ уравнене (60) найдемъ: 


2 -- у’ =) 
уравнее круга въ его обыкновенной форм$. 


3. ВсЪ углы, имфюще вершины на окружности, коихъ стороны за- 
ключаютъ равныя дуги, равны. Это предложение есть частный случай пред- 
ложен!1я, что ангармоническое отношене связки прямыхъ, коей вершина 
находится на коническомъ с$чеши, а прямыя проходятьъ черезъ четыре 
постоянныя точки на томъ же коническомъ сЪченш, есть величина по- 
стоянная ($ 230). Въ настоящемъ случаз четыре луча идутъ изъ точки 
на окружности къ четыремъ точкамъ на той же окружности, изъ коихъ 
ДвЪ суть циклическля. 


4. Сопряженные д1аметры въ кругЪ перпендикулярны. Дламетры съ 
ассимитотами образуютъ гармоническую связку ($ 235), а мы видЪли, что 
такля прямыя перпендикулярны между собою. Изъ этого предложеня вы- 
текаетъ, какъ слЪдетв1е, слЗдующее парадоксальное предложенге: 


Поедложене. Каждая изъ ассимптотъ въ круг$ сама себЪ перпенди- 
кулярна. Это селБдуетъ изъ того ($ 235), что ассимптота въ коническомъ 
озчен1и есть сама себ сопряженный д1аметръ. Это сл$дуетъь еще и изъ 


того, что если: 
(а = $ 


320 ГЛАВА ХУП.— СВОЙСТВА СИСТЕМЫ КРУГОВЪ. 


то 


т. е. услове перпендикулярности самой себЪ. 


$ 309. Преобразовавъ поняте объ угл въ проэктивное понят!е ав- 
гармоническаго отношеня, легко преобразовать и понят!е объ отрфзк$ и, 
такимъ образомъ, всЪ метрическля предложеня преобразуются въ ироэк- 


ТИВНЫЯ. 
Пусть а, 6, с, 4, будуть четыре точки на прямой. Ихъ ангармоничес- 


кое отношеюме есть: 
аб аа 
се са 

если въ этомъ выражении положимъ: 
6 = 1 

а точку 4 на безконечности, то оно сдЗлается: 


о Е 0610 
с ‘са |1 соо 


откуда имфемъ сл$дующее предложение: 

Предложене. Разстояе точекъ а и 6 или отр$зокъ аб (взятый въ 
извЪстномъ направлеши) равенъ ангармоническому отношеню этихъ двухъ 
точекъ съ точками, изъ коихъ одна находится на, рая отъ в рав- 
номъ единиц%, а другая на безконечности. 


Такимъ образомъ видимъ, что мЪровыя понят1я преобразуютея въ 
проэктивныя, а слфдовательно предложеная относительно м$фры могутъ 
быть преобразованы въ проэктивныя и обратно. На дальнЪйшемъ развити 
этого обобщешя мы не остановимся, а займемся нЪкоторыми ‘зам чатель- 


ными свойствами системы КруговЪ. 


ГЛАВА ХУШ. 


Свойства системы круговъ, проходящихъ чрезъ точки пересфченя двухъ 
данныхъ круговъ. 

В 310. Если: = 

8 = (1 — м --(у— в) — #9 = 


52 = .(#— а} т (у— в — 7 == 


(1) 
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суть уравненя лвухъ круговъ, то выше видфли, что: 
В: — №52 = 0 (2) 


есть уравнеше цфлой системы круговъ, проходящихъ черезъ точки пере- 
сЪченя круговь (1), дфйствительныя или мнимыя. Если радусъ одного 
изъ круговъ системы (2) означимъ черезъ х, а координаты его центра че- 
резь а иф, то легко найдемъ изъ (2), что: 


— и — А» _ &— №» о Е Ро А | (4—1, Шири 
5 и ин 


гдЪ 4 есть разстояне между центрами круговъ (1). 

Изь этихъ выраженй видимъ, что центры всей системы круговъ (2) 
находятся на прямой, проходящей черезъ центры круговъ (1). 

$ 311. Вея система круговъ (2) имфеть общую радикальную ось или 
общую хорду, смотря потому пересЗкаютея-ли круги (1) въ мнимыхъ или 
дЪйствительныхъ точкахъ. Между кругами системы (2) есть два круга, 
коихъ радпусы равны нулю; положенме этихъ круговъ найдемъ, если въ 
третьемъ изъ выражеюй (3) положимъ 7 ==0. Это услоше даетъ квадрал- 
ное уравнеше относительно А: 

725? —|-- (42 — 72, — 72.) -- 78, = (4) 


\ 


А и № корни этого уравненя даютъ положення ихъ центровъ, которые, 
въ этомъ случа, суть сами круги. Эти круги или точки называются ярс- 
дъльными точками системы круговъ (2). 

Предзльныя точки будутъ дЪйествительныя или: мнимыя, смотря по- 
тому будутъ-ли корни уравнен1я (4) дЪйствительные или мнимые. Если 


выражеше: к 
(47 — #2 — 972.) — 4721 7, (5) 


будетъ положительное, то корни уравневя (4) будуть дЪйствительные, въ 
противномъ случаЪ корни будутъ мнимые. Это выражене разлагается на 
слЗдующее произведение: 


аи сани а—+а+"-й (© 


изъ котораго Види что выражене (5) будетъь отрицательнымъ подъ 
условемъ: 
а>т--7. или. а Е 
если >. 
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СлЪдовательно система круговъ, проходящихъ черезь дв№ данныя 
точки, будеть имЪть предЪльныя точки мнимыя, если точки пересзчетя 
круговъ будутъ дЪйствительныя; напротивъ, эти точки будуть дЪйетвитель- 
ныя, если круги пересекаются въ мнимыхъ точкахъ. 

$ 312. Такъ какъ уравневе (3) второй степени относительно », то 
ИЗЪ этого заключаемъ, что всегда, въ системЪ круговъ (2), есть Два круга 
съ даннымъ рад!усомъ. | 

Легко построить систему круговъ (2) если два данные круга (1) пе- 
ресЗкаются въ дфйствительныхъ точкахъ, но если они пересекаются въ 
мнимыхъ точкахъ, то построен1е системы круговъ д$лается на основани 
сл$дующаго свойства системы (2). 

Мы видЪли, что касательныя, проведенныя изъ, какой-нибудь, точки 
т радикальной оси двухъ данныхъ круговъ (1) равны, но такъ какъ си- 
стема круговъ (2) имЗетъ общую радикальную ось, то касательныя, про- 
веденныя изъ точки т къ какимъ-нибудь двумъ кругамъ системы, равны. 

ОлЖдовательно, если изъ, какой-нибудь, точки т радикальной оси 
системы круговъ (2) проведемъ касательныя ко вс$мъ кругамъ системы, 
то эти касательныя равны. | 

Откуда заключаемъ, что геометрическое мЪсто точекъ касавя каса- 
тельныхъ, проведенныхъ изъ точки т радикальной оси, есть кругъ, пере- 
сзкаюший веЪ круги системы (2) подъ прямымъ угломъ и коего центръ 
есть точка т. Этотъ кругъ, перееЪкая всЪ круги системы, очевидно про- 
ходить и черезъь предЗльныя точки системы. Если теперь будемъ перемЗ- 
щать точку т по радикальной оси, то получимъ вторую систему круговъ 
пересЗкающихъ круги данной системы подъ прямымъ угломъ. 

Ве$ круги этой послЗдней системы, проходятъ черезъ предЪльныя 
точки, слфдовательно прямая, проходящая черезъ предфльныя точки, есть 
общая хорда второй системы, которая имфетъ евойства подобныя первой 
системЪ. Изъ сопоставлен1я этихъ свойствъ вытекаетъь слЪдующее предло- 
жене: 
Фиг. 120. Предложене. Если система кру- 
говъ проходить черезъ двЪ однЪ и 
тЪ же точки, то она даетъ другую си- 
стему круговъ, которая перес$каетъь 
первую систему подъ прямымъ угломъ 
и проходитъ также черезъ двЪ точ- 
ки (фиг. 190). ПредЪльныя точки 
одной системы суть точки перес%че- 
н!я другой. Если предзльныя точки одной системы суть дЪйствительныя, 
то предВльныя точки другой будуть мнимыя. 
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Задаца. На основави выше изложенныхъ свойствъ построить, какой-нибудь, 
кругъ изь системы, если даны два круга? 

$ 313. Изъ того свойства, что круги, имъюще центры на радикаль- 
ной оси системы (2) и пересЗкающие эту систему подъ прямымъ угломъ, 
проходятъ черезъ предЪльныя точки, елЪдуетъ, что предфльныя точки на- 
ходятся по 06$ стороны радикальной оси въ равныхъ отъ нея разетоя- 
НЯХЪ, 


Если за основныя круги системы (2) возьмемъ вмЪето круговъ (1) 
пред$льныя точки системы, то мы должны въ уравнени (3) положить 
71 =0и г. =0, которое въ силу этого сд$лается: 


о _ а 


а» — 


гдЪ 4 есть разетоян1е между предЪльными точками. 
1 
Если во вторую чаеть уравнен!я (7) вмЪето Х вставимъ >_› ТО она 
неизмЁняетея, откуда заключаемъ, что центры круговъ системы съ рав- 


ными рад!усами находятся по об% стороны радикальной оси въ равныхъ 
отъ нея разстояяхъ. 


$ 314. Въ $ 296 (16) нашли, что поляры двухъ круговъ (1) отноеи- 
тельно точки (2\/\) суть: 


Р == (21 — 1) (1 — м) | (и — В) (и— В) — 7 те 


(8) 
Ра == (2 — 4%) (1 — аз) -- (у, — 62) (у — 62) — 72. =0 
а потому легко видфть, что поляра системы круговъ (2) ееть: 


Откуда заключаемъ, что вс поляры точки (ми) круговъ системы (2) 
проходятъ черезъ точку пересЗченя поляръ: 


Р =0 И. Р. = 0 


Эта послФдняя точка есть гармоничесюй полюсъ ($ 208) данной точки 
(ху) относительно каждаго круга системы (2). 

У 315. Поляры, какой-нибудь, точки на прямой, соединяющей цен- 
тры круговъ (1), напримЪръ, точки: 


И — Лао В И: АБо 


д — == 


Ш} Ш 
21" 
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очевидно, будуть: 


Р; = (м — 42) (— а) +6 —-м9-—— п -Ро 


(10) 


| 21) 
В (в — в) (2) —в)9—щы— Мо 


Эти прямыя перпендикулярны къ прямой, проходящей черезъ центры 
круговъ (1). 

Если желаемъ имЪть поляры одной изъ предзльныхъ точекъ, то мы 
должны въ предъидущля уравнен1я вм$сто А вставить корни \ и ^› урав- 
нения (4) и будемъ имЪть поляры одной изъ предфльныхъ точекъ, на- 
примЗръ: 


(аа — аз) ( —ш)-+ (& —В)(и—В)— том ь 
Ь } (11) 
(ао чи а) (х — а) -- (65 —6.) (чу — 6.) = 0 


Если въ эти уравнешя вмЗсто хи у ветавимъ координаты другой пре- 
ДФЛЬНОЙ Точки: 

„— 1 — №4а _ и — 26 

| т, * Зы 

то замЪтТивЪъ, что: 


„2 
ава, Ема 9-я) 
Г, 3 1 2 72. 


найдемъ, что эти уравнеюя удовлетворяются этими координатами, откуда 
вытекаеть слзЗдующее предложение: 


Предложене. Если одну изъ пред$льныхъ точекъ возьмемъ за полюсъ, 
то прямая, проходящая черезъ другую предЪльную точку, перпендикулярно 
къ прямой, проходяшей черезъ центры круговъ (1), будетъ поляра отно- 
сительно всей системы круговъ (2). СлЗдовательно пред%льныя точки суть 
гармоническле полюсы относительно системы круговъ. 


$ 316. Уравненю поляры: | 
Р, = (2 — 9) (х— м) (ии — 6) (у— в) — 2, = 
точки (27149) относительно круга: 
(2—9, —0 


можно дать еще другую форму. 
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Для этого возьмемъ тождества: 
(1—1)? —2 (х— 1) (м, — а) | (м — в) —(х—ж)==0 
(у == р. )? — 2 (у— 61) (1 их ры) -—|- (л.— 61)? — (иу— и == 0 
Если придадимъ эти тождества къ 2Р,, то найдемъ: 
2Р, = (2— - (у —6, 8—2] ев (я — в)? - (у —8)— #2} —— 
—(я— 2) —(у—и) 


(12) 


первый членъ этого выражен1я есть 51, второй членъ есть тоже 51, но въ 
которое вместо ху вставлены координаты полюса 2, щ, если числовое 
значене этого выражен1я означимъ черезъ 6, то предъидущее выраженте 
2Р,; будетъ: 


2Р = + 5 —(х— му —(у— и) =0 (13) 
это и есть искомая форма поляры. 
$ 317. Уравнетя: 
9-Е 51 — (#— 2) —(у— и) =0 
5-9 — (#—) — (у— и} =0 


суть поляры точки (му) относительно круговъ (1). Если вычтемъ эти 
уравненя, то найдемъ: 


(14) 


1 — 62 = — (51 —№05.2). (15) 


Уравнения (14) совокупно `выражаютъ услове, что точки (ху) и (м, и) 
суть гармоническле полюсы круговъ 6! =0 и 5. =0 и вм$етф всей сис- 
темы круговъ (2). 


Каждая изъ частей уравнения (15) есть уравневше радикальной оси 
круговъ (1), въ которое годставлены координаты гармоническихъ полю- 
совъ (24) и (ми). Если это уравнеше (15) умножимъ на множитель, ко- 
торый бы давалъ нормальную форму обфимъ частямъ уравненя (15), то 
ихъ числовыя величины будутъ перпендикуляры, опущенные изъ точекъ 
(ху) и (му) на радикальную ось. Откуда вытекаетъ сл$дующее предло- 
жене: 


_ Предложеще. Два гармоническе полюса системы круговъ (2) нахо- 
дятся въ равномъ разстоянши отъ радикальной оси по.0обЪ ея стороны, 
или радикальная ось дЪлитъ пополамъ разстояне между гармоническими 
_ролюсами системы круговъ. 
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Уравнеше круга въ линейныхъ координатахъ. 


9 318. Если аи 6 суть координаты точки, то ея уравнеше будетъ 
(8 73): 
А=е в --1=0 (16) 
Разетоян1е прямой, данной координатами #7: отъ точки (16), если его 
назовемъ черезъ у, будеть: 


аб: -- би, 1 Е 
ИЕ, - 92, 


Если 7х будетъ величина постоянная, &5 и м будутъ перемЪнныя, уловлет- 
воряющия уравнешю (17), то прямая, данная координатами & и будетъ, 
во воБхъ своихъ положешяхъ, находится въ равномъ разстояни отъ точки 
(16), слдовательно будетъ касаться круга, коего центръ есть (а,6), а ра- 
ДЛУСЬ Хх. 


(17) 


СлЪдовательно уравнеше (17) представляеть кругъ въ линейныхъь 
координатахъ. Этому уравненю можно дать форму: 


7? (52 -- 12) = (а ЕН - 1)? (18) 
== 2 (Е? -|- 1?) — (а | и - 1) =0 (19) 


== (88 42) —4*=0 


ИЛИ. 


ИЛИ, 


$ 319. Легко найти условя, которымъ должны удовлетворять коэфи- 
центы уравненя второй степени въ линейныхъ координатахъ, чтобы 
оно представляло кругъ. Пусть данное уравнеше будеть: 


А: 52-- Аом? -- 2.4, 251 -Е 2.4135 -- 2.439 -- 4зз = 0 | (20) 


Если развернемъ уравнен!е (19) и приравняемъ его коэфищенты коэфи- 
центамъ уравненшя (20), умноживъ предварительно уравнеше (19) на, не- 
опрёд$ленный коэфищентъ ^, то найдемъ: 


А (42 — и?) = 4:1 3 Лаб == Ато . ^ (62 — 72) = До 
— (21) 
Аа = Аз , АБ = Аз , ^== Аз 


исключая изъ этихъ уравневй », а, 6, х, найдемъ слфдующия условя для 
того, чтобы уравненше (20) представляло кругъ: 


Аз Ав — АзАн=0 , 4%, — Ал Ая А, — 423-433 (22) 


ГЛАВА ХУП1.—СВОЙСТВА СИОТЕМЫ КРУГОВЪ, 327 


Координаты центра и радлусъ круга, опред$ляются слфдующими выраже- 
НТЯМИ: 


__ 4 


Аэз ЖЖ ы Аз — 411.433 _ А*3 — Аз Азз 
А 


‚ б=— == 93 
У А? ИА = 


6 320. Уравнеше полюса данной координатами (&",) поляры, оче- 
видно, будетъ; 


72 (ВЕР жи -Е 1) == (а + 6 +) (8 ы-П (24) 
_ Если прямая (*,) касается круга, то рн (24) будетъ представлять 
точку касания ($ 223). 

6 321. Задача. Найти общая касательныя двухъ данныхъ круговъ? 


Рюшщене. Пусть данные два круга будутъ: 


$ = (2-42) 2} ре 0 


7] 
(25) 
ба = (52 = 12) ЕЕ ет — © 
Го ] 
ИЛИ: 
2 
Вано , ео (26) 
72 
Уравнение: 


бт — А655 = 0 


будеть коническое сБчене, которое иметь общая касательныя съ круга- 
ми (26). Между этимъ рядомъ коническихъ сЖчен!й есть пара точекъ, че- 
резъ которыя, очевидно должны проходить обшля касательныя къ даннымъ 
кругамъ. Пара точекъ получится, когда Х = 1, именно: | 


АА: 4% 

72 и 
ИЛИ: 
А А . 
п _ @7) 
1 


Го 71 72 


Если эти уравнен!я напишемъ въ форм$: 


та -- а" х бо -- 65", | 
а Е - а = 
эт” и. т | 

(28) 


(ИУ —— @271 и — ии 
—_ —— 1=0. 
и $ ча 0 
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ТО ИЯЪ НИХЪ ВИДИМЪ, ЧТО Координаты этихъ точевкъ суть: 


аз -- 4571 био -- 9271 
и № (29) 
72 И Е 
У — ау ро -— бо 
7 ТП | 


Эти точки называются центрами подобля двухъ круговъ. 


Изъ формы ихъ координатъ видно, что онЪф дфлять гармонически 
разстояне между центрами круговъ. Отношене, въ которомъ онф дЪлять 
72 


это разстояне внутренне ИЛИ вишне, очевидно, есть —. Одинъ ИЗЪ 
Г} | 


этихъ центровъ называется внъшнимь, а другой внутренниме. 


Такъ какъ изъ каждой точки можно провести двЪ касательныя къ 
кругу ($ 295), то изъ предъидущаго слФдуетъ, что къ двумъ кругамъ можно 
провести четыре касательныя, по парЪ черезъ каждый изъ центровъ по- 
добя. 


Задача. Найти уравнения общихъ касательныхь къ Двумъ даннымЪ 
кругамъ? 


`Рьщенае. Пусть уравнешя данныхъ круговъ будуть: 
91 = (2—8 (ув 9—9, =0 , бе ( а (уф, =0 (31) 


Уравнене касательныхъ, пповеденныхъ изъ точки (2) внЪф окружности 
къ кругу 5 = 0, есть ($ 252: 


(21 —@) (#—ш)-- и— в) (и— в) — 92} 2 = 
= (м — м) + и— в) — 7 {#— м оф Ы— 


Если желаемъ имЪть уравнене внфшнихъ касательныхъ, то надобно 
въ предъидущее уравнен1е подставить вмЪето 21 и у, координаты внфшня- 
го центра подобя (30), что посл нЪкоторыхъ преобразований даетьъ: 


(5—9 — [@—(,—пм) 451 { 4? — (2 — т) Ре 


гдв 4 есть разстояне между центрами. 


Чтобы получить уравнеше внутреннихъ касательныхь надобно въ 
предъидущемъ уравнеши измфнить 7 на —я. 


Задача. Найти уравнешя поляръ центровъ подобя двухъ кругов, 
относительно обоихъ круговъ?. 
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Рюшене. Пусть уравнен!я данныхъ круговъ будутъ (31). Поляра 
точки (1,9;,) относительно круга 5; = 0 будетъ: 


(7х я — а) (х— м) (и — в) (у— 6) — #2 : = 
Если положимъ: 
17 271 _ 6172 — быт: 
1 — 


а . - 
7 — 7 2 99-м 


то будемъ имЪть поляру внфшняго центра подоб1я, относительно круга 91. 
Это полстановлен!е даетъ: 


(аа — аз) (х — и) {- (в — 6.) (у—&)—^ (»—)=0 
откуда, послф н$Ъкоторыхъ преобразованй, найдемъ: 
53 — © — {9 —(,—п)}=0 (32) 
Поляра той-же точки относительно круга б, =0, будетъ: 
—Я (#2 —(—я)} =0 (33) 


Легко. видЪть, что уравнен!я поляръ, относительно внутренняго центра, 
подобля, будутъ: 


58 — м — (42 — (и, = из) =0 


| (34) 
62 — 5 -- (42 — ( из)} = 0 


Свойства системы трехъ нруговъ. 
$ 322. Если означимъ выражен:е: 
иё -м-- 1 ==; 


то уравнене, какого-нибудь, круга, коего центрь ланъ уравненемъ 
А; =0, будетъ имфть форму: 


(=?) = 4% 
Пуеть: 


бу==и 1, (52-92) =0 , бы=и (2-1 )— 4. ==0 ‚ ЮЗ==И 23(52--\?)—42.=0. 
дуть уравнен1я трех круговъ, то: 


9—8 =0 , —=0 ‚ 5—9 =0 
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ИЛИ. 
4% _ 43 | Аз _ 48 | РН 
у 3, 72а у, у 2 уз и. 
Откуда: 
А: 4 0 43 _ 43 _( = (35)` 


7 7 Го 73 73 71 


суть уравнеюя внзшнихъ центровъ подобя Р, Ми М (фиг. 121), каждой 
пары изъ данныхъ трехъ круговъ, а: 
Ао | Аз Аз | А > 


А; | 42 
НЕЕ — — 0 — отть пишите ; 0 3 
” я . Го т, | у Уз Тя ( 6) 


уравнея внутреннихъ центровъ подобя Т, О и В. 


Изъ уравневй (35) видимъ, что три внфшее центра подобля лежать 
на одной прямой лини, а изъ двухъ уравневй (36) съ однимъ изъ (35) 
видно, что два внутренне и одинъ изъ внфшнихъ центровъ подобя ле- 
жатъ на одной прямой лии; такъ напримЪръ, центры подобля: 


А: 


3 7” 


4-0 , 01. 0 (87) 
Го 73 


7} 72 


Фиг, 121. 





лежать на одной прямой. Эти прямыя называются осями подобая данныхъ 
круговъ, изъ коихъ одна МР внфшняя ось, и три внутренйя МТ, ВР 
и МХ. 
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$ 323. Задача. Найти уравченле внфшней оси подобя? 


Рушене. Координаты двухъ внфшнихъ центровъ подойя. Ри М№ 
(фиг. 121) суть ($ 321): 


д — 271 —— @1 ой 
7 — 72 Тм 
(38) 
__ @3Й 173 ‚ __ би, — 6173 
И 


Составляя уравнене прямой проходящей черезъ эти двЪ точки, найдемъ 
искомое уравнене, которому можно дать форму: 


( (6—6) -Ги 2(6 — Ва) 36— 6 )} 2— |7 1 (аз—аз)-Н7з(а — аз) 7з(а2— в )} у-- 


-- 71 (2263 = азбо) -- уз (аз61 — а! [5 -Е 73 (а 6. — @30! ) — 0 (39) 


Точно также найдемъ уравнен1я и другихъ осей подобя. 


6 324. Задача. Найти полюсъ внфшней оси подоб1я? 


Ришене. Мы выше ($5 321) нашли уравненге: 
$ — & — {42 — („— п) =0 (40) 


поляры внзшняго центра подобля круговъ 5 и 5. относительно перваго 


круга. | 
Поляра центра подоб1я круговъ 51 и 63, будетъ, очевидно: 


88 — & — (4% — (в— и) =0 в пе (41) 


гдБ @ есть разстоянще центровъ круговь 6; и &. Очевидно искомый 
центръ подобля долженъ находится на обфихъ прямыхъ (40) и (41), сл$- 
довательно надобно только изъ этихъ уравнеюй опред$лить хи у. 


8.325. Закончимъ изслфдованя о круг%, задачей, которая была уже 
извфстна древнимъ, рфшена Апполошемъ Пергскимъ, занимала арабовъ, 
‘а также многихъ европейскихъ геометровъ, В1ета, Романуса, Декарта и др. 


Задача. Построить кругъ, который-бы касался трехъ данныхъ кру- 
_ ТОВЪ? | 
Рушене. Пусть уравненя данныхъ круговъ будутъ: 


5: =0 ‚ 0№2=0 , ©6:=0 _ (42) 
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Означимъ ихъ центры (фиг. 122) черезь О;, О», Оз. Пусть пентръ иско- 
маго круга будетъ О, его координаты (5х, у), а ращусъ г. 


Фиг. 122. Если искомый кругъ касается 
внЪшне данныхъ круговъ, то должны 
иИМЪтЬ: 


00% =— (у-- 7: )* 
00°. Е (у -- 7з)? 
00’ = (и - 73)? (43) 


Эти уравненя можно написать въ 
формЪ: 





ВЕ " — (х —- 1) , Ю- = (и-- го)? , зи ==("--7з)? (44) 


Задача эта имфеть восемь рёшенй, но это число можетъ быть и меньше, 
смотря по положеню данныхъ круговъ. 


1. Если вс три круга будутъ одинъ внутри другого, то ве$ р$ше- 
н1я будутъ мнимня. 


2. Если каждый изъ данныхъ круговъ будетъ внЪ двухъ другихъ, 
то вс$ р-шеня будутъ дЪйетвительныя. 


Въ этомъ послЪднемъ случаЪ одинъ изъ искомыхъ круговъ будетъ 
касаться внфшне вефхъ трехъ данныхъ круговъ, другой будетъ заключать 
внутри всЪ$ данные круги, три круга будуть касатся двухъ данныхъ внф- 
шне и одного внутренне, три будутъ касался двухъ внутренне и одного 
внфшве. 

Въ каждомъ изъ этихъ случаевъ уравнен!я (44) сохраняютъ туже 
форму, если радусамъ т|, 7›, уз дадимъ приличный знакъ, такъ напри- 
мфръ, если искомый кругъ заключаетъ внутри себя веЪ три данные круга, 
то надобно въ уравненяхъ (44) измфнить 71, 7о, Уз ВЪ — И, — 7, — Г, 
т. е. эти уравнешя будутъ: 


в Ни =(— я) , Юа Е 72. = ((— 72)? , ба 78 == (х — 73) (45) 


Остается только рёшить эти уравнетя относительно ху их, но такъ какъ 
это р38ашеше сложно и не даетъ яснаго геометрическаго представлен1я, 
то мы предложииъ здЪсь другое независимое отъ ршеня а (44). 


Вычтемъ по-парно уравнен1я (44), то найдемъ: 


8 — 5 == (3 — 9) ) 5; — № —= 27 (3—7) . 9 — © 5 27 (# — 7) (46) 
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умножая эти уравнен!я на 71, 7, уз и складывая, найдемъ: _ 
7 (52 — 6з) + 72 (53 — &1) -- 7з (8 — 5) =0 (47) 


координаты центра х,у должны удовлетворять уравнен1я (46) и (47), такъ 
какъ онф вытекаютъ изъ уравневй (44). 


Если замЪтимЪ, что бо — 6, Юз —^Ю, А-—ба суть первыя чаети 
уравненй, предсетазвляющихъ радикальныя оси или общая хорды данныхъ 
круговъ, то легко видЪть, что (47) есть уравнен1е прямой, проходящей 
черезъ радикальный центръ данныхъ вруговъ, но такъ какъ это уравне- 
ве не измняется при измЪнеши 71, Уз, 73 ВЪ —И, —"2, —7з, ТО ИЗЪ 
этого видимъ, что эта прямая содержитъ центры искомыхъ двухъ круговъ, 
касающихся данныхъ внутренне и внЪшне. Тангенсъ угла, который эта 
прямая составляетъ съ осью х, есть: 


71 (аз — аз) -- 72 (@ — аз) - 7з(а2 — @) 
7. (63 — 62) -- 7 (6, — 63) -Е хз(68 — 6) 


——— 


(48) 


а внфшняя ось подоб1я составляетъ уголъ съ осью х, коего тангенсъ есть: 


п (6, — №) -- 6 —В)- п @&—Ь) 
и. (аз — аз) -- га (и — аз) -Е 7з (@ — а ) 


сл$довательно эти двЪ прямыя перпендикулярны, откуда елЗдуеть пред- 
ложение: 


_ Предложенае. Центры восьми касательныхъ круговъ къ тремъ дан- 
нымъ находятся по парно на перпендикулярахъ, опущенныхъ изъ ради- 
кальнаго центра круговъ на оси подобя. 


Доказательство. Возьмемъ тотъ изъ искомыхъ круговъ, который ка- 
сается внфшне везхъ трехъ данныхъ круговъ. Пусть х,у’ будутъ коорди- 
наты Точки его касанйя съ кругомъ 6, эта точка дзлитъ разетоян!е О0О,,. 
между центрами, на два отр3зка 7! и х, слЪдовательно: 


ИИ А дет (49) 
ми их 
откуда: | 
р _(и- Ни ) а ‚ у= (и им (50) 
] | | 7] 


Эти величины должны удовлетворять уравнен1я (46). ЗамЪтимь сначала, 
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что подстановлен!е этихъ выражеюй въ функщи формы ах -|- Ву -|- с даеть 
Въ результат$: 


гы (ах Ну) — р (дай Е В -Г с) 


Г 


т. е. надобно функцю ах --Фу-- с помножить на — И ПОДСТАВИТЬ вы$- 
] 


сто 1,у координаты х, у, затВмъ изъ этого произведеня вычесть ту же 
у 

функцию, умноживъ ее на — , и подеставивъ въ нее вмЪето х, у коорди- 
| у 


] 
наты и,6,. Въ силу этого подстановленя, выражений (50) въ два посл$д- 


н1я уравнеюмя (46), будемъ имЗть: 


а (98—98) — >. (0:08 71—27.) = (и: У 


Ая 9-я ОР) = ии 


гд$ 9, 6, 0з суть уравнеюмя круговъ (42), въ которыя подетавлены 
л,у. Изъ этихъ уравнешй, упрощая и отбрасывая черточки, найдемъ: 


9 — м а (51) 


0,05 —(в— п) Уп 





-——— 


65 — в у | ы 
и = 0 (52) 
0:05 — (72 — 71)* "7 
уравненя, которыя представляютъ прямыя, проходящая черезъ точку ка- 
сашя д, у. 
Сравнимъ эти уравнен1я съ уравненями поляръ внЪшнихъ центровъ 
подоб1я, которыя можно написать въ форм%: 


я. ры О нае 


0,05 — (13—71) 00 — @2—п 


вычитая ихъ, найдемъ новое уравнене прямой, проходящей черезъ ради- 
кальный центръ и полюсъ внфшней оси подоб]я, именно: 
5 же. 8 5 —9 


м ——- 5 —- 
00; — б3—п) 00; —(—п 
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Тотъ-же результатъь получитея, вычитая уравневя (51) и (52). Тоже по- 
лучимьъ, если измЪнНиМЪ 7|, 7, 7з ВЪ —7, —72, —73. Изъ этого заклю- 
чаемъ, что прямая, проходящая черезъ радикальный центръ и полюсъь 
внЪшпей оси подоб1я, относительно круга 6, проходить и черезъ точки 
касан1я этого круга еъ кругами, которые касаются данныхъ круговъ вну- 
тренне и внфшне. 


Сл довательно прямыя, проходящля черезъ радикальный центръ и 
полюсы одной и той-же оси подобя относительно каждаго изъ Данных 
круговъ, ветрЪчаютъ эти круги въ шести точкахъ, которыя суть точки 
касатя двухъ круговъ съ кругами (42). 


Откуда вытекаеть сл5дующее построеше круга, который касается 
внЪшне ве$хъ трехъ круговъ: построитъ полюсы 71, 22, 23, вишней оси 
подоб1я, относительно круговъ (42), и если В есть радикальный центръ, 
то прямыя Вр, Вр, Врз ветрзчаютъ круги (42) въ точкахъ касан1я. Изъ 
точки А опускаютъ перпендикуляръ на ось подобя, прямая соединяющая 
центръ одного изъ круговъ съ его точкою касаня, встр$чаясь съ выше 
опущеннымъ перпендикуляромъ, опред®ляетъ центръ искомаго круга. 


Общий полярный треугольникъ системы круговъ, проходящихъ черезъ двф данныя точки. 


$ 326. Мы выше видзли, что если система круговъ проходить че- 
 резъь двЗ мнимыя точки, то есть на прямой, проходящей черезъ центры 
круговъ дв$ дЪйствительныя точки, которыя мы назвали предЗльными. Эти 
точки, какъ мы выше показали, суть гармоническле полюсы, & прямыя, 
проходящля черезъ нихъ, перпендикулярно ливи центровъ, суть гармони- 
ческя поляры. ОнЪ встр5чаются въ точкЪ на безконечно-удаленной пря- 
мой и образуютъ обийй, всей систем круговъ, полярный треугольникъ, 
коего вершины суть двЪ предЪльныя точки и точка на безконечноети, а 
стороны двЪ гармоническая поляры, проходяцая черезъь предфльныя точки, 
и линя центровъ. системы круговъ. 


ГЛАВА ЖХ. 


Условия, при тир коническве сБчене представляетъ пару прямыхъ 
и их опредфлене. 


$ 327. Въ 5$ 203 и 216 видфли, при какомъ услови уравнеще ко- 
ническаго сЗчен1я въ декартовыхъ координатахъ представляеть пару пря> 
мыхъ лин, а въ линейныхъ координатахъ пару точекъ. Тамъ-же мы По- 
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казали, что это услоше есть ЛД =0 или ДА ==0, но геометрическаго 
смысла не выяснили, въ настоящей главЪ мы разберемъ эти случаи под- 
робно и выяенимъ ихъ геометрическое значете. 


Мы знаемъ, что зависимость между координатами полюса (у, о, 3) 
и координатами его поляры (&,&,63) относительно коническаго сЗчевя: 


(я 2573) == а 12°, -- ах. -- аз да, хх -- 24132123 Е 2аазтотз==0 (1) 
опред$ляетея уравнемями: 
сё = 11 Е @12з о 
063 = ал, -- аззУз -- аззУз (2) 
06; = аз У, -- азаУ> -- @ззУз 
_ при этомъ было обусловлено, что опредЪлитель: 


у 015 Я@3з 





А = 


421 @32 423 в а (3) 





аз  @32 . @33 


инвар1антъ формы (1), не равенъ нулю. 

Мы видЪли, что при этомъ уеслови, каждой произвольно взятой 
точкВ соотв®тетвуетъ поляра и, обратно, каждая произвольная прямая 
иметь полюсъ. Посмотримъ, что случится если А =0? 

Въ этомъ случаз уравневя (2) продолжають существовать, но онЪ 
не разр шимы относительно у, т. е. что всякой произвольно взятой точк$ 
соотв тетвуеть опредЗленная поляра, но, обратно, этой полярз не соот- 
вЪтетвуетъ опредзленный полюсъ. | 

Такь какъ ДА =0, то всегда существуетъь система количествъ 
1, № ‚из, удовлетворяющихъ уравневя: 


21 -- @2ме -[ азиз = 0 
21 п. Чо т дозиз == 0 (4) 
ЯЗ -- (32 + аззИз == 0 


слфдовательно поляра ТОЧЕИ =. ‚№3, из) будетъ  неопреджленная въ томъ 
смыслф, что мы можемъ всякую прямую на плоскости разсматривать, какъ 
поляру точки и. Тогда какъ поляра всякой другой точки проходить че- 
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резъ точку и, что легко видфть изъ уравнений .(2), номножая ихъ. соот- 
вЪтственно на и, мо, из и складывая, найдемъ: 


о(Ещ -- из | Ба) = 0 (5) 


уравнен!е, которое удовлетворяется координатами и независимо отъ 
у, У, уз. Т. е. для воЪхъ точекъ плоскости. Множитель с, который вхо- 
дить въ уравнене (5) можетъ быть тогда только равенъ нулю, когда всЪ 
ик —= 0, случай, который мы исключаемъ. 

СлЗдовательно можемъ принимать за поляры точекъ только тВ пря- 
мыя, которыя проходятъ черезь точку и, если не хотимъ принимать всЪ 
прямыя за поляры точки и. Но каждой изъ этихъ прямыхъ Ё принадле- 
жить безконечное число точекъ, какъ полюсы, такъ какъ, если точка у 
‚ удовлетворяетъ уравненлямъ (2), то имъ удовлетворяютъ, велЗдетви . урав- 
нений (4), и вс$ точки: | 

и Ау | 


прямой, соединяющей точки и и 9. 

$ 328. Посмотримъ теперь, какую форму имЪетъ коническое с$че- 
не (1), при условли: . 
А =0 
Чтобы ВИДЪТЬ. форму кривой разсмотримъ прямую лин!ю, соединяющую 
точку и (4) съ какою - нибудь точкою т кривой. Подставимъ въ уравне- 
н!е (1) кривой вмЪсто х, их, то найдемъ уравнеше ($ 207): 


Ра =. БЕ вые) 

въ которомъ всЪ коэфищенты равны нулю, такъ какъ х силу уравнений (4): 
Ри, ма, из) ыО = 
В= соль кд о 


такъ какъ точка д находится. на кривой; ‘а также ИЗЪ уравнений (4) и 


(3 207): 
@) == ‚(а и. 7 (25 ть азиз) (а. Я ых а в А) — —=0 


слЪдовательно прямая: о ща 
и -- АЖ. 

ся. находитея на кривой, которая’ въ Этом случа», ‘будетъ состоять изъ 
двухъ прямыхь, пересекающихся "въ точкВ ‘и; а изъ. Двух пряных шо- 
тому, что уравнеюте (1) второй степени. 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ, _ 28 
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$ 329. Координаты точки (%, из, из) опредфляются двумя изъ трехъ 
уравнений (4), слфдовательно уравнеше этой точки можно написать въ 
слЗлующихъ трехъ формахъ (5 186): 


А: 11 -Е 241262 -- Аз =0 
Аз, -- 4оо82 -- Азз8: =0 "с 0 
Аз -- Аза Аз = 0 
изъ коихъ каждое имфетъ смыелъ ии (5): 
* м1 51 =- и изб —=0 
аВдовательно  можемъ положить: = 
Ап = Ви) , 4 = м 
Аз >. о , Аз == ии из | (8) 
Азз == ри? ) Аз = 93 


Откуда видимъ, что миноры опредФлителя Д, когда. А ==0, пропорцщо- 
нальны квадратамъ и произведешямъ величинъ, которыя суть координаты 
Двойной ТОЧКИ (11, Мо, Из) коническаго сВчевя. 


Эту двойную точку, т. е. ея уравнене, получимъ если выразимъ въ 
линейныхъ координатахъ коническое сфчеше. Это уравнене есть: 


Ал 62, -- Ао? -- Аз36% | 2А —- ОА, 38 ь, + 2 Аз: = о (9) 


Мы вилфли выше ($ 214, 71), что (9) есть услов1е, которому должны 
удовлетворять координаты прямой, чтобы она встрфчала вривую въ двухъ 
совпадающихъь точкахъ. Этотъ послЗдый случай можетъ только тогда 
случится, если дв» прямыя, представляюцщ!я коническое сзчеше, совмф- 
щаютея, или если прямая проходить черезъ ихъ точку пересВчен!я; и 
въ самомъ дЪл®, уравнене (9) преобразуется въ уравнене: 


(шё -- изба | изв)" == мы" - (10) 


если въ него подставимъ вмЪсто Ат, Днь,.... ихь выражешя (8). Урав- 
неше (10) представляетъ, очевидно, двойную точку, коей. координаты суть 
(мл, из из), 
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$ 330. Пусть прямыя, на которыя распадается коническое сЪчен:е: 
(1,2, 2) = — 0 


ол: -- вот - за =0 , Вал -- Вох -- Взхз = . 0 (11) 


Сл довательно: 


будуть: 


р == (их, -- воть -[ 9323) (в, 2, -Н Вт» —- Вз2з) (12) 
перемножая и сравнивая коэфищенты, найдемъ: 
8 = му ›‚ В -- а2В, == 202 
9383 = а › бВз-|- аз, = 203 (13) 
0323 — @33 › 09%. -[ азВз == 2423 


Изъ этихъ уравненй, раздЪзляя второе, третье и четвертое на первое, 
найдемъ: 


оз № _ @ Ва 20 22. 

— , — ——— ) 14 

а В 11 В. 11 ры 
И р 

аз В 133 ва __ 21 

В = 15 

о В Ч ен во 1 и 


изъ этихъ поелфднихъ уравненй можемъ составить два квадратныя урав- 
неня, коихъ корни. суть отношения: 


о № в В 
ре и. (16) 


м 


Означая эти отношеня черезъ. м, >; м, №2, уравненя, коихъ корни 
м; у №, №2, будуть: и | т 


азы 9 а: В: а аа 

р В Ви -33 —0 (17) 
11 11 | 11 (1 } | 

Изъ этихъ двухъ уравненй, найдемъ отношенвйя (16). 


Если послЪднее изъ уравнений О 3) не на первое, то найдемъ: 


92 ‚Вз ь _ Ва __ 2@зз 
и Ви: ‚г. д Ч: 


=) 


Тавъ какъ уравненями (17) отношен1я (1 6) вполн$ опред$ляются, то ихъ 
выражения, вставленныя вЪ (18), должны удовлетворять этому уравненю, 
т, е. дать зависимость между ик, Которая будетъ ничто иное какъ: ДА ==0. 


во" 
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_Въ самомъ дфлЪ, имЪемъ: 


а (о: а 
м, -2 а = 28 ; м2 ) ара = —83 (19) 
11 1 


1 
изъ уравнеюя (18) имфемъ: 


2а 
а -- м = . (20) 


перемножая первое и третье изъ выражевшй (19), найдемъ: 


(А-ЕА») (а-Н из) = м -Н № Не Е Аи 4-9 


ыы 


откуда: 
Аа -- Азиз = 4 т бои) 4 ны 
11 11 1 
или, наконецъ: 
а аз — а 
зы — 2 Эа бб (21) 


Пе ремножая (20) и (21), найдемъ: 


2413013 — @11@23 @23 


(4. --^2,) риме -- (Ани?) МА, =4 а 


откуда, замЪчая, что: 


11 11 


2 ереси р ппеиикидкь 
до СА, ра, а СИН 
3 


21 а’ 
найдемъ, посл сокращенй: 
4? зазз | а^\ з@2о Е а*23911 — 1 @з@зз — 2 а, ал з@зз == 0 (22) 


но это послЪдиее выражение есть ничто иное, какъ опредЗлитель: 


т @12 013 
А т @21 422 оз | == 0 
@з1 @32 @33 
Остается только опредЗлить изъ уравневй (17) Х, А,, а, цз, или отно- 
шения: 
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Эти уравнен1я даютъ: 





) _ а; аз +И-— Ав ее из — И — Аз: 
у ре 3 С 
41 11 1 
(23) 
__ 13 -- И—А.. сел 1 3 И—А.. 
о рии р о 
1 1 
Такъ какъ изъ уравненй (19) имфемъ: 
др. ме 
12 2 а?) 1 
а (20) даеть: 
| 2а 
2 Е }ара == ха 
№2 и Хм суть корни лавнони: 
в к : г пе а — 0 (24) 
| 11 
откуда: , и 
а / —А А 
неа ‚рыба Ан 
11 1 


Легко также составить уравненше, коего корни суть: №», мВ». Опредф- 
ливъ такимъ образомъ Х, №, м, и, уравнене: 


[== (в -- вот, - хз) (Виж Г Ват - 2323) =0 
можно написать въ форм$:. 


ф== аа В, (11 Г м2. Е 2) (а, + Хз -- ох) ==0 


илй, замЪ чая, что: 
в: В! == 1 
найдемъ: 


= а: (21 Г №22 - 23) (7) - Аха -Е взаз) =0 
Пр. 1. Пусть данное ураннене будетъ: 
[= 6%, --155* и 122, -- 192, фе 17, -- у = =0 


ВЪ. котором услое АД =0 удовлетворено, требуется разложить его на два линей- 
ных. множителя? 


Вх ЭтОмЪ случаЪ: 
11 7 - 


а: = 6, азз = 15, аз == 7, @1з = о › @1з — оз @зз 


оставляя уравнев!я (17) и р№шая, найдемъ: 


м=о, = М = —, м = 
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Сл$довательно: 
[== (За, -- 5. -- 72.) (2 т 327. ++ г.) 
Пр. 2. Показать, что: 
2? - 442, — 25°, — 5х. |2. 2х, =0 
разлатается на линейные множители: 
д — дб и д — 4-9, 
Пр. 3. Опред$лить въ уравнении: 
2" —- 27, —- 62) #1. -- 5514, — Ти, =0 
й такъ, чтобы оно разложилось на два линейные множителя? 
$ 331. Воть еще способъ, болЪе, симметричный, для опред®лен!я коз- 
фищентовъ ©, и В, въ уравненщяхъ (1 1). 


Пуеть у, у›, уз будуть координаты точки пересфчешя прямыхъ (11): 


21 Г 922 -Г 033 =0 , Ва Е Вых + Вх = 0 
то будемъ имЪть: 


у: —- 922 -- озУз О Ву: —- ВыУ2 -- Взуз =0 


откуда имЪфемъ: 
оу: == ав — ав» , 2руз = = = зв - Е о В 3 ‚Яруз. = 91 В — 51 (25) 


Такъ какъ у должны удовлетворять равненяиз (4), то `соображаясь 9: 
уравневшями (13), найдемъ слздуюпия | Девять Е 


В = 1 , изв: = — @21 р уз _‚ ЯзВЕ=аз ЗН Уз 


| 


о Ве == бло -Н уз ) мова == @92 . изВе == ава — ру! (26) 
| и Вз == алз — руо . азвз == аз | РУ ‚ 9383 == 083 


откуда отношеня си: @›: оз и В: В: в будутъ непосредственно даны, 
если будетъ извЪетенъ коэфищенъ р. Количество‘ р было введено, какъ 
коэфищенть пропоршюональности и въ качеств таковаго онъ. остается со- 
вершенно произвольнымъ, но здЪеь оръ зависить въ силу уравненйй (6) 
отъ коэфищента, пропорцональности . |. Въ самомъ ДВлЬ, въ силу урав- 
нен!й (13) мы можемъ миноры 4, выразить черезъ аи В. и придемъ къ 
тождественнымь выражен1ямъ, которыя вытекаютъ изъ уравнешй (25), 
для квадратовъ и произведений у. Тавьь наприм$ръ: 


4 Ат = — (азвз- м в = = — 40°" 


а ‘слЪдовательно, соображалеь съ (8), найдемъ р?== — 1, это такъ опре“ 
дЪляетъ р, что во вторыхъ частяхь уравнен!й (26) к входитъ линейно. 
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Для © имфемъ два значения: 


= Ив р с = — И—в 


\ 


но оба эти значеня даютъ одинъ и тотъ же результатъ, что легко видЪть 
изъ того, что чи В только перемфняются, если о замВетимъ черезъ 


-- И— в, а потомъ черезь —- и и. Такимъ образомъ, получимъ для 
координатъь двухъ прямыхъ сл$дующия выражевя: 


В, : В . Ва — а [ ‚ (12 -- У — Азз: @1з — И— А. 
—@ 1 — У —Аы: а аз НИ—Ан 


=— (31 -|- у Ао ‚ (за — И—А,, ‚ (33 
| 


и. 
И ; 45 . “3 —= аз 1 ‚ (21 — И— Аз: ‚ @31 -- У—Аш 
! 


— @12 + И — Азз 422 ‚ @32 —— И— А: 


|, — 
— (13 ее — Ао ‚ (53 -- И— 4, ‚ (33 








(27) 











$ 332. Обратно, если коническое сЪчене переходить въ пару пря- 
мыхъ лиий, то необходимо Л == 0. 


Въ самомъ дЪлЪ, уравненя (2), въ силу уравнешй (13), преобразу- 
ются въ селфдующля: 


и = В Зам -- о, ЗВ 
ру$2 == Во Зах; -Н а. 2 В; 
риёз == В Зо; аз ЗВ 
которыя тождественно обращаются въ нуль для х==у, такъ какъ урав- 
неня: 
Зан==0 и Зв: =0. 


изъ коихъ вытекаетъь услоше Л =0, имфють м%ето. 
| $ 333. Во веБхь предъидущихъ | изслфдованяхъ мы предположили, 
что уравневя (4) опредЪляютьъ дЪйствительно двойную точку, т.`е. точку 
перес$чентя прямыхъ. Но не то бываеть если эти три уравневя (4) пред- 
ставляютъ одно: рота е У Ра 

2 -- 1223 -- Уз: = 0 (28) 
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такъ, что онЪ отличаются отъ (28) только. ‚ постояннымъ множителемъ т. 
СлФдовательно, въ этомъ случаз, можемъ положить: 


И: — ТМ ‚, @2=тф] , @з—т1 


_ @21 — ТИ ‚, 42 = То. , @23 — ТЗ (29) 
ЧТВ — 13 ›‚ 432 = Тз3% ‚ 433 —= ТЗ 


Но такъ какъ ак ==ак:, То имЪемъ: 
ТИ : Та : ТЗ = : 18:18 


означая черезъ № коэфищшентъ пропорцональности, найдемъ: 


11 == А —, @23 == 653 
(о == ру ‚ @з = МЗ (30) 
(33 В и ‚ю @12 — ИТ 


откуда уравнене кривой или коническаго сЪчешя (1) сдЪлается: 


Знать == (ца -- 12 + 1заз)? в (31) 


\ 


Сл ховательно коничеекое сЪчене состоитъ изъ двойной прямой, которой 
каждая точка должна разсматриваться‘ какъ двойная. 


Уравнев!я (29) влекутъ за собой слфдуюция: 


А: == ‚ Аз =0 

Аз == ’ Ая =0 (32) 

Аз: =0 ‚ До. =0 
Съ другой стороны, уничтожене этихъ. миноровъ влечетъ за собой урав- 
неня (29), слфдовательно: если не только инварантъ А ==0, но и его 
миноры равны нулю, То коническое с5чеше состоитъ изъ двойной прямой. 
И въ самомъ дЪлЪ, взаимное уравнение: 


ЗА, В =0 


удовлетворяется координатами всякой прямой, какъ и должно быть, такъ 
какъ всякая прямая перескаетъ, въ двухъ совпадающихъ точкахъ, пря- 
ть которая принимается за двойную. 

_ $ 334. Приложимъ выше-изложенный способъ къ разложен!о на ли- 
нейные множители уравненя (5 208): 


РЕ = = (33) 
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которое представляетъ, какъ мы видфли, двЪф касательныя, ИН 
изъ точки у къ коническому сЪченшю /=0. 


Чтобы разложить уравнеше (33) на линейные множители, поступимъ 
слЪдующимъ образомъ. 

Пусть ”:; будуть координаты поляры точки у;, относительно кони- 
ческаго сЪченля: 

Г — Монкжхр == 0 
коэфищенты при 2; въ выражени © еуть: 
67 — 1 -- (2 о -- 3 Уз (34) 

полагая з = 1, 2, 3. 

Въ уравнен1яхъ (26) надобно поставить вмфсто и» коэфищенты при 
242к изъ уравнешя (33), т. е. 


ах Р — буть 

Координаты а; И В; обЪихъ касательныхъ опредзляются уравненями: 
№ =а'Р— 01% =, 2.В == Ром — уз , ав ==а Р--б?зи -Н из 
Во РА в -Ноуз , ово РА 9°1*% __‚ @зВо==аз РА 932 —©У 
В == Ро? из-Нруз ‚ в в==а3Р —о’иеща-ГУ , азВз==аззР —0°, 


у; непосредственно опред$ляется изъ этихъ уравневй, а необходимо опре- 
дФлить ©, чтобы имфть отношеше между «; и между В; это количество 
опредЗлится изъ уравнений (8), изъ которыхъ имЗемъ: 


Ал = — 6? у (35) 
гдз Ах есть Д;к, ВЪ которое вмЪсто выражен я ах вставлено выражене 
ах РМЫ Счет. | 


Если составимъ вс девять уравнен!й (35) и у МНожимъ каждое изъ 
НихЪ на си» и сложимъ, то, соображаясь съ (34), найдемъ: 


5? ЗАчичии == — Ра _ (36) 
Первую часть можемъ еще преобразовать, взявЪ ея форму въ видз опре- 
дфлится: | | | 

1 @з @з 98 

а @22 '@зз 62 : 20° 
@31 @32 @33 58 


Е & &. 0 
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зам$етивъ, для нашего случая, въ этомъ звыражевни ох а 
и Р- с; &, уравневше (36) сдфлается: 
ан Р- 02 ) аа Р— о ‚ азР— с? Ев: , Я 
‘ал Р— 5* 281 ; в Р — 0? Ё?. ) аз Р— 71 , 0 
аз Р— 5? 6 , аз Р — 36. ‚ @зР— 076%. , 6 


Я 3 2 : ) $3 9 0 


Е Ре = —— 62 | 


или, если посл$днюю горизонталь умножимъ на. 528, 02, 626; И СЛОЖИМЪ 
съ первою, со второю и съ третьею, то найдемъ: 


Е 
а: Р ‚ ЯР ‚ мзР ‚6 т @12 @з *1 
а Р, аазР , аззР, о | (21 `@22 @93 о 
аз Р, аз Р, аззР $ @з1 @зо @зз 63 
быв о, 0’  & 30 


Если теперь умножимъ первыя три орет лини на 9,2, Уз и при- 
бавимъ ихъ къ четвертой, умноженной на — с, то, соображаяеь съ (34), 
низомъ: 

сну; == Звуни ==Р 
откуда найдем: | | 
и: ба бз 0 
аа @2 @з 0 


2 = 6 ’. РА (37) 


аз @зз @зз 0 


Е . © 53 ‹Р- 


СлЪдовательно МЫ Дон ВЪ Алиен (35) подставить вмЪето’ р два, его 


значен1я: ре 
= ИРА ‚=—ИРА _ в 


зам щен!е одного значеня Другим измЗняетъ только х на В. Знакъ. с? 

даеть признакъ положеня точки ч/; относительно коническаго сЪчения. 

Когда имфемъ дЪйствительное коническое с$чене, то необходимо разли- 

чать три случая: 
1. 2? = РА >0. ДвЪ дЬйствительныя касательныя. 
2. 62= РА <0. ДвЪ мнимыя касательныя. 

_ 3. ©? = РА ==0. ДвЪ касательныя совпадаютъ. 


Слфдовательно вся Плоскость дЪлитея коническимъ сЪчетемъ на дв* 
части: нз одной находятся точки, изъ которыхъ можно провести только 
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мнимыя касательныя.къ коническому сЪченю— это внутренняя часть; на, 
другой находятся точки, изъ которыхъ можно провести дфйствительныя 
касательныя-—это вньшиняя часть. | 


Точки, находянияся на кривой служатъ переходомъ отъ дЪйстви- 
тельныхъ касательныхъ къ мнимымъ, и офратно ВЪ ЭТИХЪ точкахъ нара 
касательныхъ совпадаетъ. 


У 335. Система касательныхъ, проведенныхъ изъ точки у, есть пере- 
рожденме коническаго сЪчен1я формы ($ 207): 


(«—- 1)? РЕ— 40%)? —= 0 (39) 


Еели въ уравнен!и будемъ разематривать а, какъ перемфнный параметръ, 
то это уравнеше будетъ представлять безконечную систему коническихъ 
с5ченй, между которыми находится поляра точки у;, дважды повторенная, 
и пара касательныхъ. Эти дв нослфдюя нрямыя получался, зам$щая ко- 
ническое сЪчеше Р=—0, какимъ-нибудь, друвимъ изъ системы; другими 
словами: вс коничесвля сфчеюшя системы имзютъ для точки у; одну и 
туже пару касательныхъ и одну и туже поляру. Въ самомъ дфлЪ, если 
вместо 2 подставимъ 2-- Ау, то найдемъ: 


_@-- 1 Р(В-+ 240 -- №2Р) — 4а (9-Е ХР) = 


ИЛИ: 3 
№2, - 249, + В =0 
полагая: | 
В =(«-— 1)? РЕ—4о0? 
4: = («— 1)" РФ 
В =@— 1) Ра 
_ откуда: 


ВВ — 9 =(*— 1) Р(РЕ— 03) 


Слфдовательно выраженя Р.В, — 0% и 0%, которыя будучи приравнены 
нулю, дають пару касательныхь и поляру, для одного изъ системы ко- 
ническихъ сЪченй, отличаются только постояннымъ множителёмъ, отлич- 
нымъ отъ нуля, оть подобныхъ выражен! относительно даннаго коничес- 
каго сЪчешя. ‚Сяздовательно- мы, такимъ образомъ, доказали слфдующее 
предложене. 


° Предложение. _Вез _ коничесвя  еБченя системы. (39) касаются въ 


= г —м- пы 


Двух точкахь, & у; есть полюсъ ихъ общей хорды соприкосновения. 
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Пр. 1. Для примфра возьмемъ пару касательныхъь къ каноническому уравне- 


но элливеа: 
20? 1/2 


требуется найти _ пару касательныхъ, проведонныхь къ нему изъ точки 2.9. Въ 
этомъь случа имЪемъ: 
31, У 


2 ‚ У " 2? : 
а Ра Е, = а к = Ы—1 


пара касательныхъ будетъ: 
а? (РЕ — @*) = (ху, — у!) — (х — <.) 62 — (у— у )* а? =0 
Чтобы разложить это ‘уравненте на два линейные множителя: 
дз - Ву у=о , ие Ву = 0 
воспользуемся уравнен1ями относительно ох; В; (13), которыя, если вс$ ихъ умножимъ 
на а*0* и вмфсто р напишемъ ра?б?, примутъ форму: 
в = —М , щи , Чи = 

&}; = — му, ее, ВВ, И ‚ Ч: = #4: — о 

а], = 0х, —ру, ,‚ Ву! = ау: Е м , мк 6252, — 2", 
гл, соображаясь съ (37), легко вайти: ‹ | 

2? = 6252, -- ау, — а? 


# ‚ 


Уравнен!я двухъ искомыхь касательныхь, если р есть корень уравнен!я относи- 


тельно 6’, будуть даны уравненями: 
61 (2 — 2) + ау, (у — у) р(ау — ту) =0 
ваз (2 — 2, - ау, (у — у:)-Н рву — 2у,) =0 
Пр. 2. РЕШИТЬ туже задачу относитежно типерболы и параболы. 


й 
{ 





ГЛАВА ХХ. 
} 
Опредълене точекъ пересфченя ‚р ухъ ноническихь сЪченй. 


$ 356. Въ $ 204 показали, что Ва коничесв1я сфченя, данныя урав- 
нен{ями: 


Г(2) = 12, -- аэзх?» -[- аз? -- ба %а -- 2а: зал 2; -- Заззхахз == 0 


й (2) = 128“ 6,2% | 6332 + 2 хз + ЗЫ злихз + ЗВазтьтз == 0 


= —^“ 


(1) 
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перее$каются въ четырехъ точкахъ, координаты которыхъ даются рьше- 
ннемъ уравнен!я четвертой степени. ЗатЪмъ въ в 218 показали, _ Что эти 
два коническя сЪченя, ДАННЫЯ въ линейныхъ координатахъ: 


Г’ ($) = Ане, -- 4.22, + дкь + 2 Або -- 2 Аз Ев -- 2. Аз: =0 
[1 (8) = В;1 52 -- Во? Вы, НН 2В, 5 -- 2 В 3 8: | 2 Вьзов: ==0 


(2) 


гдВ А;к, Вук суть миноры опредфлителей Аи ДЛ, имЪють четыре обиёя 
касательныя, координаты котррыхъ даются также уравнешемъ четвертой 
степени. } 


2 
Въ настоящей главз мы покажемъ, какимъ способомъ можно опре- 
ДЪлиТЬ координаты, какъ точекъ пересфчен{я двухъ коническихъ с»ченй, 
такъ и координаты общих ихъ касательныхъ. 


Для большаг- удобетна мы ‘будемъ писать уравнешмя (1) и (2) въ 
сл5дующихъ символическихь формахъ: 


(т == Зацирит — = 0 ; Я (2) — Ури = 0 ) 
Г (#) = 34 Нб==0 , _п® — В+ г =0 


гдз 2 есть СИМВОЛЪ умы, давая индексамъ вез - значеня отъ | до 3 
включительно. Инвар!айты коническихъ сЪчемй [ и Й. означимъ чрезь А 
и ^, (5 203, 39). 


$ 337. Если: А 
(=) =0 , п(@)=0 = = (4) 


суть уравнен!я двухъ коническихь сЪченй, то уравнене: 
ГАА 0 6 


есть коническое с$чеше, проходящее черезъ точки пересБчешя двухъ дан- 
ныхъ. Давая коэфищенту Х вс величины оть — со до -—- со получимъ. 
систему иди связку коническихъ`сФченй, которыя ве$` проходятъь черезъ. 
четыре точки пересЗченя коническихъ сЗченй (4). 


Между коническими сБчешями системы (5) есть иЪкоторыя, которыя 
состоять изъ пары прамыхъ лин, слЪдовательно, если найдемъ такую. 
пару, то точки перес$ченя ‘двухъ данныхъ коническихъ с$ченй (4) опре- 
длятся пересвченемъ одного изъ нихъ съ найденною парою прямыхъ ли- 
НЙ, или двухъ паръ между собою. 


Мы видфли. ($ 203, 39), что для того, чтобы. ‘коническое. фене обра- 
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тилось въ пару прямыхь ЛИЙ должна существовать между коэфищентани 
слфдующая зависимость: 
1 бб @з 


А ==| ал 92 @23|=0 _ (6) 


аз `@зз 433| 


Такъ какъ въ уравнени (5) коэфищенты его имфютъ форму алк — А, 
то для того чтобы коническое сЪчене (5) обратилось въ. пару прямыхъ, 
должны имЪть: 


т — 1 , @2—А , @8— Хз 
А (^) её 1 а Аб ) @22— Аб _) (23 —^ Аз т 0 (7) 
аз — 6 ‚ ба №2. , ‚ @33 —- ^63з 


таково уравнеше, опредъляющее то значене ), при которомъ коническое 
сфчен1е (5) распадается на два линейные множителя. Какъ видимъ это 
уравнеше третьей степени, относительно ^, сл$довательно, есть три зна- 
чен!я \, при которыхъ коническя сЪчен1я изъ системы (5) распадаются 
на пару прямыхъ лин. СлЪдовательно задача сводится на розыскане 
этихъ трехъ паръ прямыхъ лиНй и на опрёд®лен!е. точекъ пересфчен!я 
двухъ изъ этихъ паръ. Очевидно, три пары прямыхъ ли образуютъ пол- 
ный четыреугольникъ, стороны котораго образуютъ двъ и а ны 
третюю пару. 


Выше видЗли ($205,44), что для опредЪЖленя точекъ пересЪчен1я двухъ 
коническихъ сфчевий необходимо рышить уравнен!е четвертой степени, между 
т$мъ здфсь, какъ видно, требуется р®шить уравнене третьей степени; но 
если вспомнимъ, что разр шающее уравневе четвертой степени есть урав- 
нен{!е третьей степени, то настоян(й случай самъ собою выясняется. 

.: Далзе, уравнене третьей: степени само р$шается съ помощью раз- 
р5шающаго уравненя второй степени’ и дЪйствительно въ конц концовъ 
разложене квадратичной троичной формы на два линейные ‘множителя 
требуеть рзшен1я уравненя только второй степени ($ 330). 

‚ 8 338. Если: означимъ корни. А ве (7 Реж №, 
м й ‚ то будем. имЪть: .] и 


ААВ ‚РОМАНА, Гм = 4"В". 8) 


гдз А и В суть линейныя функщи относительно х, 7о, 23. Равложению 
этихъ формъ на ‘два линейные множителя, каждый разъ, требуетъ р®шен!я 
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квадратнаго уравнен!я, какъ уже замфтили выше. Три пары пайденныхъ 
прямыхъ: о в : фе | 
э:- АВ =о , АВ =о , АВ" =0 ‚* (9) 
образуютъ. четыреугольникъ, въ которомъ пересфчен!я противуположныхъ 
сторонъ и пересфченя дагоналей суть вершины полярнаго треугольника 
абс, общаго всФмъ коническимъ сфчетямъ системы: 


Гм =0 


Въэтомъ легко убЪдится бросивъ взглядъ на, прилагаемый чертежь (фиг.123) 
и. вспомнивъ свойства полнаго четыреугольника. 


_ Фиг. 193. 





Очевидно, это единственный полярный треугольникъ системы (5). 

$ 339. Положене данныхъ коническихъ сфчешй /—0 и Д=0 отне- 
сено къ извфетному данному координатному треугольнику, коего уравнен!я 
сторонъ суть: у А й 

А м =0`, 2=0 , ж=0 

а вершины даны уравнениями: 

^д=0 ‚, 22=0 ; д=0 , =0 ; 2=0 , в=0 
изм$нимъ теперь нашъ координатный треугольникъ и возьмемъ обпий по- 
лярный. Пусть уравнен!я его сторонъ, относительно даннаго координатно- 
го треугольника будуть: &. 


д — рад -- 1322 - 91323 
уз==ан аи - 94225 Е аа (10) 
_УзЕЕанал -- ба Г 9328 
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ГДЪ коэфищенты ок неизвестны, а требуется такъ ихъ опредфлить, чтобы 
у ==0, у. =0, уз==0 были уравяеня сторонъ общаго полярнаго треу- 
гольника. | 


_ Если изъ уравневй (10) опредзлимъ 21, х2, 2в, черезъ у, Уз, уз и 
вставимъ въ уравнен!я (4), то онф примуть форму: 


== и“ Е а2У* -Г а39з* =0 
й = - 649?» - 63%; = 


такъ какъ уравнене коническаго сБчен!я, отнесеннаго къ полярному тре- 
угольнику, имфетъ эту форму (8 241). ДалЪе коэфищенты $ во второхъ 
изъ уравнений (11) можно положить равными единицЪ, такъ какъ урав- 
нев!я (10) преобразованй, можемъ помпожить на постоянныя, изв®стнымъ 
образомъ выбранныя, величины и опред$лить координаты у такъ, чтобы 
коэфишенты 6 вошли въ соетавъ этихъ координатъ. Слфдовательно урав- 
нен!я данныхъ коническихъ сЪчен1й, отнесенныхъ къ общему полярному 
треугольнику, будутъ: 


(11) 


[= а у*\ -Е а29з* + азуз* == 

—— д 2 ‚ИЕ 

й == у -- у | У = 
При этомъ предполагается, что | ==0 не есть пара прямыхъ лин, такъ 
какъ, въ этомъ случа, одинъ изъ коэфищентовъ 6 будетъ равенъ нулю, 
а коническое сВчеше д =0 будеть само одной изъ искомыхъ паръ, пе- 


рес$чене которой съ коническимъ &Бчешемъ / = 0 и дастъ искомыя точки 
пересЪченля. 


(12) 


3 340. и опредфлевемт коофищентовъ $ въ коническомъ с3- 
чени и = 0, коэфищенты коническаго сфчен!я [== 0 вполн$ опредБляются. 
Въ самомъ дЪлЬ, чтобы три уравнен!я (8) имЪли.мФето необходимо, чтобы 
ихъ первыя части заключали только два перем$нныя изъ трехъ \, уд, уз, 
такъ какъ сумма квадратовъ трехъ величинъ не можетъ быть разложена 
на ва линейные множителя. А для того, чтобы первыя части уравненй 
(8) заключали только два перем нныя необходимо положить въ форимф: 


о оу, оду 4 вый, — 
слъдующее: 


и = } а =), ) а 
что даетъ: 
ЕД = 04 — №) + 0—5) =0. 
ГЫ мА == 0 — №) 95 Е 03— А2) у’ =0 (13) 


Е— Аз == 0, — №49, - Оз — №) 9% =0 
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Вторыя части этихъ уравненй разлагаются на линейные множители: 
(уз И», — № | % УХ — 3) (у2 У», — М — % УХ — №) 
(УИ — МИ — № ИИ — № И —№) (14) 


(у Ул — Аа 42 И», —^.) (у ИЛ — Аз — 2 И» —№ ) 


приравнивая нулю эти выражеюя будемъ имЪть уравнен1я трехъ паръ 
искомыхъ прямыхъ, отнесенныхь къ общему полярному треугольнику, 
какъ координатному. 


Возвратимея къ уравнешямъ (13), изъ которыхъ найдемъ; 





у 9%. у? 1 
8 — Аз Же А, — А» р (15) 


откуда: 
ру? ==: — А р = См — № , ру*з == м —№ 
полагая Ур=с, найдемт: 
бу === И — № ‚ == уУ\—№ , вуз == Ил —№ (16) 


Это координаты точекъ пересВченя данныхъ коническихъ с$ченй. Такъ 
какъ передъ каждымъ корнемъ стоятъ два знака, то есть восемь комби- 
нацй, но изъ нихъ тв пары комбинац!й, которыя отличаются только об- 
щимъ множителемъ—1, даютъ одну и туже точку. Таковы комбинащи: — 


не > —и и, м и ‚и ти, —м 
-- 9 ‚ 4, у, —%ф, —4 , -Н у ‚42, -- 4 (17) 


-Н 43, —\ —%, - уз -Н Уз, —% — 8 ‚ уз 


$ 341. Остается только опредЪлить коэфишенты о, преобразовай 
(10). Для этого возьмемъ уравнешя тЪхъ-же коническихъ сЗчешй /=0 
И й —0 въ линейныхъ координатахъ (2): 


Г =0 и [0 =0 _ _ @8) 


Уравнение: 


РО-фьл ©=0 (19). 


представляетъь систему коническихь сБченй, им$ющихъ обийя касатель- 
ныя съ коническими сЗчевшями (18). 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. У 23 
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Въ этой систем есть три пары коническихъ сзчеюй, которыя раз- 
лагаются на линейные множители, слЪдовательно, каждое представляетъ 
пару точекъ. Эти шесть точекъ суть пересЪченля общихъ касательныхъ, 
онф образуютъ полный четыреугольникъ и если вепомнимъ построеше по- 
ляры данной точки, то увидимъ, что въ этомъ четыреугольник%, какъ и 
въ предъидущемъ, образуется общай полярный треугольникъ, а такъ какъ 
онъ и единственный для системы коническихъ сЪченмй, то это тотъ са- 
мый, который мы выше построили. 


Сл$довательно, уравнен1я данныхъ коническихъ сБченй въ линей- 
ныхъ координатахъ, отнесенныя къ общему полярному треугольнику, бу- 


дуть: | 
Г (= №А31А Е МАз 1% -- МА =0 


[1 (Е) =“ - 9-Е 183 =0 


гд$ коэфищенты при п составлены изъ корней уравнения: 


(20) 


А (^)=0 


Легко видЪть изъ уравневй (20), что корни кубическаго уравнешя, со- 
ставленнаго такъ изъ 4; и Б;», какъ уравнеше АД (^) составлено изъ ил и 
к, суть обратные корнямъ №, №, №. 


Пары точекъ опредЪлятся изъ уравнен!я: 
ГО 9=0 = _ 5 
полагая въ немъ посл»доватетьно и равнымъ А2Аз, А Аз, А Ао, ЧТО даетъ: 
Е — пт = 2 (М — №2) 95-Е А 0, — 23) 13 =0 
р — ВР: = )3 (№ — №).17 р № (1, — Аз) 23 == 0 (22) 
р г Ат == А (^3 ры №1) 12) +» 0. — №2) 1". =0 


{ 


Каждое изъ этихъ уравненй разлагается на; два линейные множителя и 
представляетъ слфдовательно пару точекъ. | 

Координаты четырехъ общихъ касательныхь найдутся изъ урав- 
нешй (20; у, 


РУ === И), (0—4) ‚ ра === И), (^ — Аз) , = == И»: (№—^) (23) 


Че 
и здЪеь, какъ выше, изъ восьми комбинащй, т$ которыя отличаются мно- 
жителемъ—1, даютъ одну и туже касательную. . 
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3 342. Перейдемъ къ опредфленио оофиентовт к. Для этого 03- 


начимъ черезъ ”“ опредзлитель: 


И: 42 013 


У — | 921 055 95%. (24) 


91 зо 33 
и рёшимъ уравнен1я (10) относительно х, то найдемъ; 


у = 09112 -[ 01240 | 323 , м, = Виа -- Ват Уз —- 831 Уз 


Уз = алая Е 2252 -Е 2323 ,‚ 2 ==В оу, -- ВзоУз -[ Вз2з (25 


уз = #12 -[- 93222 -- @з323 , 23= зал -- Вызу» - Вззуз 


Соображаясь съ $ 186 будемъ имЪть: 


и == 1 Я -- 2 -- Йзё8 , Я = 41" -- 9212 и из 53 


а. Ва я - обо - Возез ‚ в = т -- 0201]2 —- 9323 (26) | 


13 == Ва -- Взабо -Е Взз6з › == 131 -- 9232 Г. 733713 
В:к суть миноры опредЪлителя х (24). 


Изъ этихъ уравненй видимъ, что: 
1 02 913 
бат (22 093 (27) 
31 732 бзз 


суть координаты сторонъ общаго полярнаго треугольника относительно 
стараго `координатнаго треугольника, а: 


Вы №2 В 
В  Воа Ваз (28) 
В Вза Взз 


суть координаты вершинъ новаго общаго полярнаго ‘треугольника, проти- 
вулежащихъ сторонамъ (27). 


Но эти вершины суть полюсы. противудежащихя сторонъ общаго по- 
лярнаго треугольника, относительно обЪфихъ коническихъ сБченй, сл до- 


23" 


) 
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вательно уравнеюшя поляръ, обфихъ коническихъ съченй, относительно 
каждой изъ вершинЪъ, должны быть тождественны. 


Но поляры одной изъ вершинъ вВ;1, В;2, Вз относительно кониче- 
скихъ с5чешй [=0 и д =0 суть: 


дГ ЕВ 


а НВ Е 0 


СлЪдовательно должны инь: 
_дЕ о 
изв -- 28 5 — ОВ: 2 2 23 НС Тов 2 2 58.. 23 ОВ, 
откуда: 
ОВ: дВ;1 ° вс = 98:2 °’ ОВ:з ОВ: 











& ИЗЪ этого: 


вле -Г бизВуа-Г зву == р (ФВ -- бзВьз-[- зв) 

21 Вл —-- ав -[- @азВЕз == | (Был Вьл -- безВ-- ФазВьз) (29) 
аз вул - азов + дззвуз = р (бы Вел + бъзвуз - за) 

(1 — бл) Вл - (2 — и 2) Вьз-[- (аз — Виз) Вз = 0 

(ал — ВВ) Вр (аль — ры) ва- (аа Вы) во (80 


(а — бал) Вал -- (ав — фа) 8:2 + (азз — №633) №з = 0 


ИЛИ. 


исключая изъ этихъ уравнений В, `найдемъ, уже выше найденное, кубиче- 
ское уравнеше Д (в) =0. Слдовательно корни {4 суть ничто иное, какъ 
м, №2 3 №. 

Подставляя каждый изь этихъ корней въ (30) и полагая $=1, 2, 3, 
найдемъ координаты вершинъ, именно: | 


п =@® ; В 2 = 9 ; Из= В 
Вар = 281 ; Ва = рав» - ; Виз = раз (31) 
В == 038: ; Взо == 0363 и? 833 == 38а 


коэфищенты пропоршональноети р, ро, рз опредВляются условемъ преоб- 

разовая формы Д=0 въ форму у*,-Гу’,--у*з=0 подетановлешями (25). 
_Тавимъ образомъ наша задача р%шена, вполнъз, ‘но можно р8шить ее 

еще изящн%е, слдующимъ образомъ, на основаши свойствъ инварантовъ, 
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$ 343. Троичная квадратичная форма: 


‚Залить == [ (32) 


\ 
\ 


имфетъ инвар!антомъ, какъ видфли, опредфлитель: 


1. @12 013 
121 @22 @2з | = А (33) 


| ба @зо 33 


и коварантомъ или, лучше, контраковарантомт ($ 191), взаимную функщю 


функщи (32): 
А бк == |. (34) 
Если форму (32) преобразуемъ линейными преобразованями (25), а взаим- 
ную форму (34) преобразовании (26), то по свойству инвар1антовъ в00б- 
ще будемъ имЪть: 


Чт `@12 @18 В 2 Вз |’ |: 02 @з 
А = ал а» аз|= Во Во Раз || бл @22 @9з (35) 
ЯЗ @32 @зз Вал Вз2 Взз @з1 @з2 @зз 
или: З 
А’ =: В?. А (36) 


УЖ суть коэфищенты преобразованной формы: 
| 
> р Г 
Преобразуя форму (34), найдемъ: 


> Ач =ы г: 13-1-1 (37) 
| | 
гдЪ А+» суть коэфищенты въ преобразованной форм. ЗамЪтивъ это, возь- 
мемъ нения или инварантъ: | 


пд чо пупа № = 


1 — АВ 9 из — № } из — Аз 
А (^) = | а — а , м — 652 ‚ 923 — № (38) _ 
аз — № ›‚ 4 — №, 3 — № 
| 
| 


формы: 


> Е КЕ — А» их Ик = [— АЛ (89) 


- 
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Выше видЪли, что преобразовантемъ къ полярному треугольнику, 
коническое сЗчете (39) приводится къ виду: 


с АД —=(\ —^) у НО, — № у* -- (Аз — ^) у? =0 (40) 
откуда найдемъ, соображаясь съ сдЗланными выше замфчатями: 


и— 0, 0 
АО) = 0 ‚№ , 0 — (м — А) (0. —№08—№ (41) 
0 ) 0 ) )3— 
и: | 
Ва (ОА) 08 — №) 03—00 — №0, —ЮХ0— Хз (42) 
гдВ Л () суть миноры опредзлителя Д (1) (38). 
Изъ уравнемя (41) видимъ, что А, А,, № суть корни уравнен1я 
А (^) =0. 


Приравнивая коэфитенты при А? въ уравневи (41), найдемъ: . 


о | бо в 3 
1] — 2 65 бо оз | (43) 
[0 632 (т | 
ИЛИ: 
1 
не 
д А. 


гд$ ДА, есть инварантъ коническаго сБченя К —0, который, по услов!ю, 
не равенъ нулю. 

Въ этомъ предположении сдЪлаемъ въ. уравнени (42), посл довательно, 
^ —^, Л, №, то найдемъ: = 


Зоо 5 аа 1 | | 
1 = (Вай -Р мя - В зе) == А —)6%—№) о А 


| 


— (Ва Я я рота -- Возёз)2 р А ‚(№ —__ № АВЕ > А: р 0.) 5 “ (44) 
а 
р® “мы № Ма 
23 == (Взаби -- Вззба + ыы А ль @)— х.) а Ал (03) 
Въ этихъ уравневяхъ можно извлечь ры корень изъ обЪихъ 


частей и изъ полученныхъ ‘трехъ линейныхъ уравиенй опредЪзлить коэ- 
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фищенты №» подетановленй (25). Мы можемъ въ предъидущихъ уравне-. 
мяхъ просто приравнять коэфищенты при &&, что даетъ вообще: 


А: (Ак) | 
Ей рии 45 
В: Вкл == те (45) 


въ выражени (45) индексу Л надобно ‘Даль значеня 1, 2, 3 и положить: 
а = (0 — №) 08 — №) ‚ 2 = (3 = №) (№ — №) ‚ = 0 — №3) 05 — №) 


знаки при коэфищентахъ В,» останутся неопредъленными. 


$ 344. Если опредЪлитель Л (^) (38) расположимъ по степенямъ ^, 
то найдемъ, что’ уравневе Д (^) =0 будетъ: 


| А) = А, — 0,2 -- А— А=0 (46) 
ГДЪ: | | 
9 = Ав, -[ 426» -- Аззбзз + 2 Ат 2 - 2 Азиз -- 2 Аззбваз (47) 


0; = Бут! -- Вася -- БозЬзз -- 2 Вза  -- 2Б 3013 -- 2 Бэза2з (48) 


Ах и В,к суть миноры опредфлителей А и А.. Очевидно О, получается 
изъ (©, измВняяя ик на 6;, и обратно. 
Исключая ^ изъ уравнений (46) и [— М =0, найдемъ уравнене: 


иг ФАР? 91 — АЁЗ=О_ о (9) 


Какъ видно уравневе шестой степени и представляетъ три пары прямыхъ 
линй, проходящихъ чрезъ четыре точки перес%ченя данныхъ коническихъ 
очей г—=0 и ДН =0. ЗамЪтимъ, что коэфишенты въ кубическомъ урав- 
нен1и (46), суть инваранты, а уравнен!е (49) есть ковартантъ. 


$ 345. Уравнен!е (42): 


аздиЕеО,-—)бз КО хо, —ч-+ и -—0з-—Хчвь==О (50) 


представляеть систему `коническихъ сЪченй, имфющихъ общими касатель- 
ными четыре касательныя къ кривымъ [—=0 и д ==0. Чтобы найти то 
изъ системы коническихъ сЗченй, которое касается данной координатами 
пл» Из, 93 прямой, надобно эти координаты подставить въ уравнен!е (50) 
и опредФлить изъ него А. Такъ какъ уравнене (50) относительно Х вто- 
рой степени, то имемъ. сл$дующее предложене: 


Предложенще. Каждая прямая на плоскости есть касательная къ двумъ 
коническимъ сБчевямъ изъ системы! или связки /[— АД ==0. 
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Предложен!е взаимное этому есть сл$дующее: 

Предложене. Черезгъь каждую точку плоскости, проходятъ два кони- 
ческ1я сЪченя изъ. системы или связки Г— АЛ =0. 

3 346. Относительное положеше точекъ, въ которыхъ какое-нибудь 
изъ коническихь сЪчевй системы встр$чаетъ данную прямую, и двухъ 
точекъ касанля ея съ двумя коническими сЗченями той же системы, за- 
служиваетъ особеннаго внимая. 

Чтобы опредЗлить это положеше, возьмемъ за данную прямую сто- 
рону координатнаго треугольника 2 = 0. Если затВмъ положимъ х\ =0 
въ одномъ изъ коническихъ сЪчеюй, которыя касаются этой прямой, то 
должно получиться квадратное уравнеюме относительно 2, хз, имзющее 


—ы - : чм 
равные корни относительно отношен!я = ‚ или что тоже полный квадратъ 


3 >. 
линейнаго выраженя въ 2. и х.. Сл$довательно уравневая коническихъ 
сзченш, касающихся прямой, должны имфть форму: 


[=#М-ЕМ№ , д=а М, - № 


ГД Ми М, суть линейныя функши изъ м, 2, 24, а Ми М, линейныя 
ТОЛЬКО ВЪ 20 И 5. СлБдовательно, какое-нибудь изъ системы коническихь 
сзчевй будетъ дано уравнешемъ: 


гм = (М— М) № — №, = 
а его точки пересченя съ данною прямою даются уравневями: 
Ч” =0 и №2 — №2 = 


Посл®днее изъ этихъ. уравнев!й предетавляетъ пару прямыхъ лин, иду- 
щихъ изъ вершины х.==0, х! =0 координатнаго треугольника къ иеко- 
мымъ точкамъ перес$ченля. Эти прямыя суть: 


эти двз прямыя, очевидно, гармоническия съ прямыми: 
№=0 и М ==Е (0) 


проходящими чрезъ точку ихъ пересфченйя и чрезъ точки касаня данной 
прямой съ коническими сЪченями /=0 и й =0. `СлЪдовательно искомыя 
точки пересВченя суть гармоническя съ. точками касашя. Откуда выте- 
каеть слфдующее предложеше: 

Предложене. Если система, ноническихь озчений: 


Т-М=0. 
пересзкается прямою линею, то полученный рядъ  очекъ будеть инво- 
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люцонный, коего двойныя точки еуть точки касаная съ данною прямою ` 
двухъ изъ системы коническихъ сЗченй. 

Такое же разсуждене относительно системы коническихъ сЗчевй въ 
линейныхъ координатахъ: 
р — М1 = 
даетъ взаимное предложенге. 

Предложене. Если изъ какой-нибудь точки проходять къ системЪ 
коническихъ сЪчеюй касательныя, то эта связка касательныхъ будетъ ин- 
волюн1юнная, коей двойные лучи будутъ касательныя къ двумъ коничес- 
кимъ сБчешямь изъ системы, которыя проходятъ. чрезъ данную точку. 
Съ этими предложен!ями мы: ветртимся еще ниже. 

Слфдующ!е прим$ры служатъ для вычислен1я инварантовь ДЛ, 0; 
ДА, О! въ случаяхъ, которые часто ветрчаются. 

Пр. 1. Найти геометрическое ифотр перес$ чевля нормалей къ коническому 
сфчен1ю, проведенныхъ въ концахъ хордъ, проходящихь чрезъ данную точку (ху)? 

Рилиенве. Пусть данное коническое офчен!е будетъ эллипеъ: 


у = 
7= я+ы-1- 0 


точки на эллипсф, чрезъ которыя проходя ть нормали, проведенныя чрезъ данную 
точку (2'у’), какъ мы видЪли ($ 256), даются пересфченемъ эллипса, / съ гиперболой: 


1 = 2 (е?жу в — ау) 


Составимъ уравнене шести хордъ (49), проходящих» чрезъ перес$ чение коническихъ 
сзчений: 


2 2 | 
== —1=0 и А=2 (лу - 9шу — ау) =0° 


для нихъ имземъ: 


1 
А=-н › 9=0 , (= (ами), де заре 


ме уравнеюе шести хордъ будет»: 
| 
2 
= (ау — Фу’ — сту) --2 (а? “ами — фл" — сиу) [5 т г | д 
а и - 
+ 24% 2х! + 1 =0 


это уравнене должно удовлетворятся нае ь (2, 9!), слФдовательно, если под- 
ставимъ м. у, на м$ето г,у и измфнимъ х’, у' НА ©, у, то НАЙДИ искомое геометри- 


ческое м$сто: = 
г 
сара (ана — Вау — ву, -2 Но ры И а) + 


+ За, е т 4-9 г + 1) == 0. 


а? 


г\. 
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Какъ видимъ кривая третей степени. Если данная точка находится на одной изъ 
осей, то кривая будетъ коническое сЗчене, которое получится, полагая 2, = 0. Гео- 
метрически видно, что въ этомъ случаБ ось ееть часть геометрическаго м$ета. Гео- 
метрическое м$сто будетъь коническое сЪчеше въ томъ случаЪ, когда данная точка 
(%.9.) находится на безконечности, т.е. когда, хорды проводятся параллельно данной 


прямой. 


Пр. 2. Вычислить инвар1анты, когда коническая сфченя отнесены къ общему 
полярному треугольнику? — 


Рушене. Если коническля сЪченля отнесены къ общему полярному треуголь- 
нику. то ихъ форма будетъ: 


Г = ал? -- бус =0 , А =а + Ву в, =0 


одно изъ уравнеюйй можно упростить, напримфръ второе, написавъ х, у, 2 вм$ето 
ЖИ а,, УГ, #Ис,, послЬ чего данныя коническля сфчен1я примутъ форму: 


Г= вай ей =о , ри = 
откуда, найдемъ инваранты: 
А = ас , 9=е- с а-+ аб , (0 ==а- 0-е , ЛА=!1 


слЪдовательно {— ЛЬ = 0 будетъ представлять прямыл хинш, когда: 
ЕО ЩИ Е) ^ — абс =0 


корни этого уравневнйя суть а, 6, с. Что эти величины обращаютъ /— ХА = о. въ пару 
прямыхъ само собою очевидно. 


Пр. 3. Возьмемъ, какъ выше, № =? + у? -- 27, а [ пусть будетъ общей формы, 
то будемъ имЗть: 


А ‚, 9=4А, + А,--А, , 9 =а-е-е , А=Е 
Пр. 4. Пусть Ги Е будуть два круга: | 
ау — м =0 = -а +В фм, = 
Рюшете. Л = — 7,9 = В — 212 — 12, 9, = о - 6 — 12 — 9, Л = -- #2) 
и если означимъ чрезъ 4 разстояние между центрами круговъ, то найдемъ: 
т? №8 -- (42 — 22, — 12) 2 — (42 — 272 — 72) \ — 1? = 0 


но мы знаемъ, что {— й =0 представляеть пару прямыхь ливЙ изъ коихъ одна 
на безконечности, слФдовательно одинъ изъ корней есть -- 1, и предъидущее ураз- 
нен!е должно дфлиться на ^ —Т и въ частномъ получиться: 


т) Ш р, 
Пр. 5. Пусть: а 
2 у | ‚© | 2 2 2 
+ -1=0 , д=@— 9+ —Ю'—п=0 


: 
: 
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то: Е. 
Е: 1 
А=—н › 9= щие ф@ фм) 
о? : 82 а 
= [ны ‚ Да =— 1" 
Пр. 6. Пусть: 
Г= 9-02 =0 , д = (#-- 2) + (у 8 —т=0 
то: 


Кане ОР АЬьыйь. фыбьдрнньй: дне 


ГЛАВА ХХЕ. 


Н5которыя замбчательныя свойства коническихъ сЪченй. 


$ 347. Разсмотримъ н®которые частные случаи системы коническихъ 
оъченй: | 
‚м =0 С 

Случай 1. Положимъ, что коническое сЪчен1е д =—=0 распадается на 
два линейные множитёля =. 4., т. е. представляеть пару прямыхъ 
линй 41=0, А. =0. СлЗдовательно уравнеше (1) будетъ: | 


Оно представляетьъ, очевидно, систему коническихъ сЪченй, проходящихъ 
черезъ четыре точки 21,00, 03, 0. ` пересЪченя прямыхъ 4,=0, 4. =0 
съ коническимъ сЪчетемъ {= 0 (фиг. 124). 

Такъ какъ въ настоящемъ случа АД, =0, Фиг. 124. 
то кубическое уравнене (5 344, 46) сдфлается 
квадратнымъ 


Ч —ФА=о0 (3) 


СлЪдовательно одинъ изъ корней кубическаго урав- 
нен!я )= со; онъ даетъ пару хордъ 41.4. =0 
общихъ системЪ коническихъ сЪченй (2), осталь- и 
ныя двЪ% пары общихъ хордъ даются корнями 4, 4, 

квадратнаго уравнемя (3). Эти: дв пары хордъ будуть 2104 И раз; 0 
и 1470». Если точка ро совпадеть съ р, а рз съ р., то хорды 4, =0 и 
А. =0 будутъ касательныя къ коническому сФченио Г=0, а двЪ пары 
остальныхъ хордъ совпадуть и составятъ хорду, которая проходить чрезъ 
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точки касатя хордъ 4, =0 и 4,=0 съ коническимъь сЪчешемъ /==0. 
Такъ какъ дв$ пары хордъ совпадають, то уравнеше (3) будетъ имфть 
въ этомъ случа два равные корня, а это дается условемъ: 


Фиг. 125. ОА — 40 =0 (4) 





1 





При этомъ услови система коническихъ 
сфчешй (2) иметь общая касательныя А!==0 
и 4, =0, & ихъ общая хорда соприкоснове- 
шя 70. (фиг. 125) дается уравнешемъ: 


201 — 9.А: А, = 0 (5) 


которое должно быть полнымъ квадратомъ. 
Положимъ, что въ уравнении (2) А. есть постоянная величина К, то 


это уравнеше сдЪлается: 


преобразуя это уравнен!е въ трилинейныя координаты, полагая ($ 182, 6): 
Ре о 
Око 26 
найдемъ: 


гдЪ С =0 есть уравневе безконечно удаленной прямой. Изъ этой формы 
видимъ, что коническ1я сЪчен!я системы (7) пересЖкаются въ двухъ ко- 
нечныхъ точкахъ на прямой А, =0 и въ двухъ безконечно удаленныхъ 
на прямой С=0. Прямыя 4. =0 и СО==0 суть обшая хорды системы ко- 
ническихъ сЪЗчевшй (7). 

Положимъ еще, что дв обпая хорды А. =0 и А. =0 системы (2) 
совпадутъ, т. е. 4» = 4, =0, то это уравневше сдфлается: 


[— №4? = ] (8) 


Если хорды 41=0 и А. =0 совпадутъ, то совпадетъ съ ними и другая 
пара 1210з и рор., а третяя пара 4 И рорз сдЪлается общими касатель- 
ными къ системЪ (2), 41 =0 ихъ общая хорда соприкосновешя. Такъ 
какъ въ этомъ случа не только Л, ==0, но и 0, =0 ($ 333, 32), то ку- 
бическое уравнеше ($ 344, 46) будетъ имЪть два безконечно больше кор- 
ня, а трет дается уравненшемъ: 

0 — А=0 (9) 


первые два корня даютъ пару хордъ 4*,=0, а корень Х = © даетъ 


остальную пару: 
| ОР— А.А*, = 0 (10) 
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т, е. общая касательныя. Если 41 = --&х. Р &л., то легко видЪтЬ, 
что О=[., слВдовательно уравнене (10) будетъ: 


ГГ— А 4% =0 (11) 


Если бы случилось, что 4. ==0 есть касательная къ коническому сЪченю 
Г—=0, то и пара (10) совпадетъ съ нею, а для этого необходимо услове 
Г = 0, какъ намъ уже извЪетно. 


Случай 2. Положимъ теперь, что въ систем (1) оба коническя с%- 
чешя /=0 и }=0 распадаются, на каждой, на пару ри ЛИЙ 
[= 4.45, В = АзА4, то система будетъ: 


А,.Ао —А А.А. — 0 


и какъ мы видфли выше ($5 299) есть система коническихъ с$чевй, про- 
ходящихъ чрезъ точки перес%чен1я прямыхъ: 


А ==0 И А; =0 . А. = ди Аз == 
А =0 И А =0 , А. —0 И А = 


Въ этомъ случа А=0 и Л, =0, сл»довательно кубическое .уравнене 
(8 344, 46) сдФлается: 
012 — 0Х==0 (12) 
СлЗдовательно оно иметь одинъ корень Х== оо, другой ^=0, а тре-. 
ми =. 
И 
Первый корень, т. е. ^ ==, даетъ пару общихь хордъ А+. == 0, 
второй, т.е. ^==0, даетъ другую пару 4,4. =0, а тремй даеть осталь- 
ную пару: — | 
©), 41.4, — 9434, = 0 


Если положимъ, что хорды 4. =0 и 4. =0 совпадаютъ, то очевидно 
А =0 и 4, =0 будуть общая касательныя къ системз: 


А. 4—4 =0 = (13) 


НО ВЪ ЭТОМЪ р и 9 =0, сл$довательно трей корень Х = 
торый даетъ АЗ; = 


‚ Ко- 


Если Аз ый постоянное (С, то система: 


А.А. —^ 0? =0 (14) 
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будеть очевидно коническое сЪчен1е, коего ассимптоты будуть 4, =0 и 
4) =0. 
Гипербола, ху = &? есть частный случай предъидущаго уравнения. 
Примърь. Уравнеше параболы у? = 2рх, есть частный случай уравненя: 
А?, = ЛА, С 
слБдовательно х =0О и С=0 суть касательныя, а у = 0 хорда соприкосновения, т. е. 


одна изъ касательныхъ къ параболЪ есть ось у, другая, прямая на безконечностн, 
а ось х, есть хорда соприкосновения. 


Такъ какъ самая общая форма параболы есть: 
(их +- Ву)? + 20 + 2е# += 


то изъ этого заключаемъ, что вс$ параболы касаются безконечно удаленной прямой 
(8 232). 


$ 348. Уравнен!е коническаго сЪченя: 
— ЖА =0 или Г—^А:0=0 


представляетъ систему коническихъ сЪченй, которыя пересЪкаютея въ 
двухъ конечныхъ точкахъ, гдЪ прямая 4; =0 пересЪкаетъ коническое 
сфчене /=0, и въ двухъ безконечно - удаленныхъ точкахъ на прямой 
0(=0. 

Но коэфищенты при 2^, ху и у? въ уравнен1яхтъ: 


 [=0 ; Г ^48=0 


равны, сл довательно эти кривыя подобны ‘и подобно расположены (5 288). 
Отсюда вытекаетъ слфдующее предложене: 


Предложенае. Два подобныя и подобно . расположенныя коническая 
сЗчешя пересЪкаются въ двухъ безконечно-удаленныхъ точкахъ, & сл$- 
довательно пересЪкатьея могутъ только въ двухъ конечныхъ точкахъ. 

Если коническ1я сЪченя суть параболы, то онф обЪ касаются пря- 
мой на ‘безконечности (5 232), но такъ какъ направлене къ точкЪ каса- 
ня ‘дается только тремя первыми членами уравнен1я, слЗдовательно бу- 
деть для обфихъ параболъ одно и тоже, откуда заключаемъ, что двЪ по- 
добныя и подобно расположенныя параболы касаются въ безконечно-уда- 
ленной точкЪ. Общия безконечно удаленныя точки, подобныхъ и подобно 
расположенныхь коническихъ сЪченй, будуть дЪйствительныя, совпада- 
юшия или мнимыя, смотря потому будетъ-ли коническое с$чеше гипер- 
бола, парабола и эллипсъ. | 

$ 349. Уравнене /— №==0 или /— ^0*==0 представляеть ко- 
ническое сфчене, которое, очевидно, не только подобно и подобно распо- 
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ложено коническому съчентю }=0, но и м съ нимъ. От-. 
на вытекаетъ слЗлующее предложение: 


_ Предложенае. Два подобныя и концентрическля коническя с$ченя 
имфютьъ двойное соприкоеновене въ двухъ точкахъ на безконечно удален- 
ной прямой, поэтому не могутъ пересЪкатея въ конечныхъ точкахъ, 


$ 350. Разсмотримъ еще уравнен!е: 
д? | у? — е? А? (15). 


гДдЪ х==0, у=0 суть перпендикулярныя координатныя оси, а 4, =0 
уравненше прямой въ нормальной форм%. Очевидно, что это уравнене 
коническаго сфченя, коего фокусъ находится въ началЪ координатъ, а 
директриса есть 4, =0 (фиг. 126). 


Изъ формы этого уравненя ви- Фиг. 196. 
димъ, что координатныя оси и дирек- 
триса образуютъ полярный треуголь- 
никъ, коего вершины суть: фокусъ и 
точки перес$чемя директрисы съ коор- 
динатными осями. Изъ этого видимъ, 
что поляра каждой точки на директриеЪ 
перпендикулярна къ прямой, прохо- 
дящей чрезъ фокусъ и точку на директрисф. 





Изъ формы уравненя (15) видимъ, что мнимыя праямыя: 
у—24=0 ‚, уф =0 (16) 


суть касательныя, проведенныя изъ фокуса къ коническому сБченю. Такъ 
какъ эти прямыя не зависятъ отъ директрисы, то заключаемъ, что вс 
коническая спчешя, имъюция обийй фокусь имъютъ и дв _ общия каса- 
тельния, проходяиия черезь этоть фокусь. ОлВдовательно вс коническя 
сЪченя, имЪюния обще оба фокуса, имфють четыре общая касательныя, 
а потому могуть быть разсматриваемы какъ вписанныя въ одинъ и тоть 
же четыреугольникъ,. Эти касательныя суть тЪ прямыя, которыя идутъ 
изъ фокуса къ циклическимъь точкамъ на безконечно удаленной прямой 
($3 506). Изъ этого составляемъ слфдующее представление о фокусахъ: изъ 
каждой циклической точки на круг проведено двЪ касательныя къ ко- 
ническому сзчению, которыя образуютъ четыреугольникъ, дв вершины 
котораго суть фокусы кривой, а двЪ друя могутъ быть разсматриваемы, 
какъ ея мнимые фокусы. | 


У 351. Задача. Найти услове касатмя двухъ коническихъ сЗченй 
[=0 и р =0? 
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Ришене. Пусть ри, 03, 0з, 2. (фиг. 124) будуть четыре точки пересз- 
чен1я двухъ коническихъь сЪченй. Если изъ этихъ точекъ, напримфръ 
р И ра, совпадутъ, то очевидно, что пара хордъ р рз, 0.0. совпадетъ съ 
парою хордъ ро и 73а, елФдовательно кубическое уравнен!е: 


Дл ^? — 91° 1 9 — А =0 (17) 


будетъ имфть два равные корня; а изъ алгебраическаго анализа, извЪ%етно, 
_ Что въ такомъ сдучаз призначная (415сгип тете), единственный инварантъ 
кубическаго уравнен1я и одинъ изъ инварантовъ двухъ коническихъ сф- 
чен1й, равна нулю, именно: 


0303, + 18 ДД, 00, —21 АЗД® —4 0% —4Д,0'=0 = (18) 


ИЛИ: | 
(49, —3ААД, = 4 (40° —349,) (4% —3419) (19) 


ИзвВетно, что призначная (19) пропорц!ональна произведеню квадратовъ 
разностей корней кубическаго уравнения (17) и если призначная (18) есть 
величина положительная, то вс три корня уравнения (17) дЪйствительные, 
& если она есть величина отрицательная, то два изъ трехъ корней мнимы. 
Въ этомъ послЗднемъ случаЪ коническля сБчешя /=0 и д =0 пере- 
сфкаются въ двухъ дфйствительныхъь и двухъ мнимыхъ точкахъ. Въ пер- 
вомъ же случа, онз пересЪкаются въ четырехъ дЪйствительныхъ или 
четырехъ мнимыхъ точкахъ. Для отлищя этихъ двухъ случаевъ простаго 
признака не существуетъ. 

Если три точки р, ра, 23 переевчешя совпадутъ, то коничесыя с*- 
ченя въ этой тройной точк% имфють общую касательную и общ радусъ 
Еривизны. 

Въ этомъ случа вс три корня уравневя (17) равны, т; е. оно ееть 
полный кубъ, для чего необходимо имЪть: 


3А Бы © ыы в (20) 
и Ш 34, _- 
Уелове для двойнаго соприкосновеня двухъ коническихъь сЪченй будетъ 
показано ниже. | 
Пр. 1. Найти предъидущимъ способомъ услове касанйя двухъ круговъ? 
Рушеще. Составляя услове, при которомъ уравнене ($ 346, пр. 4): 
| 7 3 + (4 — 72 — 8) Л-- 8 =0 
имфетъ равные корни, это услов1е даетъ: 
4 — г? -- 8, 97, , =е- и 


какъ извфетно изъ элементарной геометрии. 
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Пр. 2. Найти условя касаюя коническихъ сфченай, когда онф даны въ трех- 


членной форм? 
Рьшете. Для уравневай: 


ах, -- биз: -- аз =0 , Уаз, -- У вх, - Усх, =0 
Отв. | 


Иаа, -- Уфа, —- Уса, . = 0 
Для уравнений: | 
1127, -- аз", - ава =0 , | ‘ат, те Убх, + Исх, = 0 
Отв. | 
‚8 (бай [218 
а? \ С 
У а 
11/ 455 @ 3 
Для уравнений: 
21171, -- 4,15%, -- а; =0 , ах, -- авят, - азот, = 0 


Отв. | 
{ : $ 
| (@;1@132)3 4- (4120137) 3 - (азз@1з*)3 = 0 


$ 352. Если два коническля с$ченя имфютъ двойное соприкоснове- 


не съ третьимъ (фиг. 127), то ихъ уравнешя будутъ имЗть форму: 
Фиг. 197. 


Е-|- 43 =0 ‚ ГЕ .4^. = (21) 


А,=0 и 4. =0 суть хорды соприкоснове- 
ния коническихъ сЪЗчешй (21) съ /=0. 
Если вычтемъ уравнения (21), то най- 
демъ: 
А*, — 42, —=0 
откуда | 
А —А,=0 , АА. =0 





суть обпля хорды, проходяпия черезъ точку пересЖченя хордъ’ сопри- 
косновеня .41=0и 4. =0, еъ которыми онф, очевидно, образуютъ гар- 
моническую связку. 


Пр. 1. Хорды соприкосновеня двухъ коническихъ сфчевй съ общими каса- 
тельными проходятъ чрезъ перес$ченте пары ихъ общихъ хордъ. Это предложене 
есть частный случай предъидущаго, полагая въ немъ, что коническое сфчеше Г 
распадается на двф прямыя линии. | ` 


Пр. 2. Длагонали какого-нибудь вписаннаго и соотвфтствующаго описаннаго 
четыреугольника около коническаго сЪчен1я пересфкаются въ одной точки и образуютъ 
гармоническую связку. Это предложене есть также частный случай предъидущаго, 
полагая въ немъ, что коническая сфчемя Г-+ А%, [+ 4,? распадаются, каждое, 
на пару прямыхъ лишй. Впрочемъ это можно показать слфдующимъ образомъ: пусть 
1, В, с; &, &, ©» будуть дв пары касательныхъ и соотвфтетвуюния хорды соприко- 
сновен1я, другими словами с, и с, суть дагонали соотв$тствующаго вписаннаго че- 


у 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЛЯ. | 24 
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тыреугольника. Слфдовалельно уравнеше коническаго сфченя { можеть быть наии- 


санно въ формахъ: 
нь а» с, 2 — 0 9 54 $. с% — 0 


Вторая форма должна быть тождественна съ первой или отличается отъ нея только 
постояннымъ множителемъ. Слфдовательно &Ь — ЛЬ& должно быть тождественно съ 
— Ле?,. Но с?,— Ас?, есть пара прямыхъ лишй, проходящихъ чрезъ точки иерес*- 
чешя с =0 и с, =0 и гармоническихъ съ ними, а тождественная форма. 
#1, — ЛЬН =0. показываетъ, что эти прямыя лин! проходятъ чрезь точки В в, 6 
и #8, 6Ь, такъ какъ В — ЛЬм есть геометрическое м$ето проходящее чрезъ эти 

точки. 
$ 353. Если три коническя сЗченмя имБютъ двойное соприкоснове- 


н1е съ четвертымъ, то ихъ уравнен1я будутъ: 
ГА =0 , Г 4 =0 , 4% =0 (22) 
вычитая попарно, найдемъ уравнен1я общихъ хордъ: 
4—4:=0 , &—4=0 , 4-40. 
А+ 4=0 , 4-4: =0., 4-- 43 =0 


Изъ этихъ уравневй видно, что сл$дующия общая а пересзкаются 
по три въ одной точкЗ: 


А: — 4» == ‚ АА: =0 , 4—4: == 
А -- А. =0 ‚ А 4:=0 , 4—4. = 


(23) 
А - А. =0 9 А; — Аз =0 . А — Аз =0 


А; ато А -4=0 ‚ А2-Г Аз = 


Полагая, что нзкоторыя изъ коническихъ сЪчен!й‘ (22) распадаются на 
линейные множители, а также и [, А весьма замЗчательныя пред- 


ложезя. . 
1. Положим, что коническое сфчене Г раепадается на два диней- 


ные ‘множителя, то эти множители. СУТЬ общая касательныя къ кониче- 
СКИМЪ свченямъ: 


‚но ) Г-| 43) т 


Если при этомъ 4850. есть прямая, проходящая черезъ пересЖчене т 
ник: касательныхъ, то коническое сБчено: > 


Г Ут 
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распадается также на линейные множители и представляетъ пару пря- 
мыхъ, проходящихъ черезъ точку пересЪчен1я общихъ касательныхъ. Изъ 
этого вытекаетъ слЪдующее предложенте: 


Предложенче. Если черезъ точку перес$ченя общихъ касательныхъ 
двухъ коническихъ сБчеюмй проведемъ, какую-нибудь, пару прямыхъ ли- 
й, то обшая хорды каждаго изъ коническихъ сБчешй съ этими прямыми 
пересЪкаются на одной изъ общихъ хордъ двухъ коничеекихъ сЪченй. 

Сль)ствю. Васательныя, проведенныя черезъ точки ветрЗчи съ с$- 
кущей, пересЖкаются на общей хордЪ коническихъ сЪченй. 


2. Положимъ, что вс три коническя сЗчетя: 
[4 =0 , {+4 =0 , 4% = 


распадаются на линейные множители, въ этомъ случа, это суть три па- 
ры касательныхъ, образующихъ Шестнугольникт, ВЪ который вписано ко- 
ническое сЪчеше рее, 

Соображаясь съ предъидущимъ предложен!емъ, будемъ имфть знаме- 
нитую теорему Браншона. | 

Предложене Брзаншона. Три противуположныя дагонали, описан- 
наго около коническаго сЪченмя шестиугольника, перес$каются въ одной 
точк»$. | 


Если стороны шестиугольника означимъ черезъ 1, 2, 3, 4, 5, 6, то 
прамыя, соединяюция вершины (1,2) съ (4,5), (2,3) съ (5, 6), .(3, 4) съ 
(6,1) будуть противуположныя дагонали. 


3. Если три коничесвя сБченя имфютЪ общую хорду, то ихъ урав- 
неня будуть: 


Г=о , ГНА, =0 , [+4143 =0 
вычитая два посл дня, найдемъ: 
41 (А4А,— Аз) =0 


Изъ этого видимъ, что три остальныя обшая хорды 4.=0, 4. =0, 
А. — Аз =0 пересЗкаются въ одной точк%. 

Это свойство можеть быть выражено еше елфдующимъ образомъ. 
Обная хорды системн коническихъь сЗченй, проходящихъ. черезъ четыре 
данныя точки, съ даннымъ коническимъ сЪченемъ, проходящимъ черезъь 
двф изъ данныхъ точекъ, пересфкаются въ одной точь, 

24* 
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6 354. Предложенще Паскаля. Три точки пересЪченя, противуполож- 
ныхъ сторонъ вписаннаго въ коническое сЪчен1е шестиугольника, лежатъ 
на одной прямой линии. 

Доказательство. Пусть @1, @, @з, @4, 95, аз будутъ вершины шести- 
угольника; пусть @,а; =0 означаетъ уравнене прямой, проходящей черезъ 
вершины а, И а.. 

Такъ какъ коническое сЗчене описано около шестиугольника, то 
его уравнене можетъ быть написано въ формЪ ($ 299): 


О! Яо . @з@4 — @оаз . ма =0 (24) 


но такъ какъ то же коническое сЪчен1е описано и около четыреугольника 
а, а5 в а, То его уравнене можетъ быть написано и въ форм%: 


аа . в — аа . а =0 (25) 
Такъ какъ эти уравнен1я должны быть тождественны, то имЪетъ: 


1 @2 . аза4, — ааа . ава! == (а2а3 — аъ@ь) ба (26) 


Вторая часть этого уравненя разлагается на два множителя, а такъ какъ 
первая есть коническое сЪчене, описанное около четыреугольника.. коего 
стороны СУТЬ @1@2, @з94; 60, ала5, то, очевидно, два множителя второй 
части суть Магонали этого четыреугольника. Но ад есть дагональ, про- 
ходящая черезъь вершины и и а., слЪдователеьно а2аз — а5@з есть другая 
длагональ, которая должна соединять точки перес$чен1я сторонъ жа и 
Ч.@5; азаа И ав. Изъ формы этой дагонали видно, что она проходить 
и черезъ точку пересВчен1я прямыхъ аоаз и азв, слЪдовательно три точки: 


(паз, аа) ; (аза, ма) и (азаз , а5@в) 


лежать на. одной прямой Лии: араз — аБаь = 0. 


Подобныя предложен1я получаемъ относительно т№зхъ же шести то- 
чекъ, если ихъ будемъ брать въ различныхь порядкахъ. Такъ напримЪръ, 
коническое с$чен1е описано около четыреугольника оазаь, слЪдователь- 
но его уравнене будеть: 


@2@5 . @з@з — @заз ‚ а5@в == 0 (27) 
но это выражене должно быть тождественно съ выражешемъ (24), откуда: 


аа , 0304 — азаь . @з0% == (21а — 4546) азаз 
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изъ этого уравневя слЪдуетъ, какъ выше, что три точки: 
(и (о , аз) ; (@з@4 ‚ 4295) ; (и (4, @5 в) 


лежать на одной прямой: 
(И Ча —^ @в@в — 0 


Точно также, приравнивая формы (25) и (27) коническаго сЪчеюня, най- 
демъ, что три точки: 


(лаз, аз) ; (@в@ ‚а2а5) ; (аа, аа) 
лежатъ на одной прямой ливи: 


аз — ал == 0 
но три прямыя: | 


45@з — @5@в =0 ,‚, @5% — аа. =0[ ; аа. — аз =0 


пересЗкаются въ одной точк$, слдовательно три Паскалевы лиюи, кото- 
рыя получили, взявъ вершины шестиугольника въ порядкахъ: 


(1 4203495 $; 0@104@3@в@5 $, 0196 @3з@5@5А4 


перес$каютел въ одной точкЪ—это извфетное иредложене Штейнера. 


СоотвЪтетвуюшая предложеюшя можно получить и относительно пред- 
ложеня Бр!аншона. 

3 355. На основав1и предложенйя Паекаля, по даннымъ пяти точкамъ 
аб, с, 4, е, можно построить коническое сФчеве, т. е. можно поетроить 
какое угодно число точекъ, которыя будутъ находится на коническомъ с3- 
чени, проходящемъ черезъ пять данныхъ точекъ. . 

Нроведемъ черезъ точку а, какую - нибудь, прямую ар; мы можемь 
построить точку Г, въ которой прямая ар пересЗкаетъ еще разъ кониче- 
ское сЪчен1е, слЪдовательно, такимъ образомъ, можемъ построить, какое 
угодно число точекъ на коническомъ с$чени. По теорем$ Паскаля точки 
пересБченя (а, 4е), (с, ег), (с4,аР) лежать на одной прямой лии, но 
точки (05, 4) или О, (с4, аР) или р, извЪетны; проведемъ прямую 20, ко- 
торая пересЪчетъ сф въ точкЪ 4, наконецъь прямая де пересчеть 46 въ 
точкЪ | на коническомъ сЪчени. = 

Примъръ. По даннымъ пати точкамъ на коническомъ сБ чении найти его центру. 

Ришеще. Проведемъ ар ||5с и опредфлимъ точку Ё Отрфзки аРи 5с будутъ 
хорды, а прямая проходящая чрезъь нихъ средины будеть ламетръ. Проведя де || 4 
легко найдемъ, точно также, другой дламетръ, а сл$довательно искомый центръ. 
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Уравнеше ноническаго сфчешя отнесеннаго къ двумъ касательнымъ и къ хорд$ ихъ 
сопрякосновения. 


$ 356. Мы видЪли въ 8 300, что если: 


А =0 ) Ао =0 , Аз =0 


суть уравнен1я прямыхъ въ нормальной формЪ, то уравнене: 


А; 4 = Аз (28) 


есть коническое сЗчене, въ которомъ А, =0, 4. =0 суть касательныя, 
а А. =0 ихъ хорда соприкосновевия. 
Если: 
А: = 43 


есть прямая, проходящая черезъ, какую-нибудь, точку коническаго с$че- 
н1я, которую назовемъ черезъ ц и точку (.4,.43), то изъ этого уравненля 
и изъ уравнемя (28), найдемъ: 


Аз = в.Аз И д? А; == 4 


это суть прямыя, соединяющая точку съ точками (4543) и (А А.). 
Два какля-нибудь изъ трехъ уравнений: 


иА, = Аз ‚, Ао=иА: , ВА, = А, (29) 


опредзляютъ точку на коническомъ с$чеши. 


Легко видЪть, что уравнене хорды, соединяющей точки ии на 
коническомъ сЗчен1и будетъ: 


щи А '— вю) 4,=0 ‚. 49 _ (30) 


Если точки ([, д’ совпадутъ, то  уравнене (30) будетъ касательная въ 
ТочкЪ ц: 
и? А, — 2. Аз -- 4» =0 (31) 


Обратно, если уравнене прямой, какъ (31) содержитъь неопредзленный 
коэфищенть и во второй степени, то прямая будетъ всегда, касаться кони- 
ческаго сЖчен!я Ау Аз = 24% 


У 357. Задама, Найти равнеше поляры данной точки? 
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Рьшенае. Если въ уравнен!е касательной, проходящей черезъь полюсъ, 
поставимъ его координаты, то уравненше (31) сдЗлается: 


ИА, — 26 Аз А» =0 (32) 


гд$ А\, Ао, Аз суть значемя А, Аз, Аз, когда въ нихъ подставимъ 
координаты полюса; но въ точк». касав1я имфемъ: 


А А 
|. < | А, 
подставляя въ (32), найдемъ: 
А А — 2 А Аз-- 45 А =0 (33) 


Если полюсъ будетъ данъ перес&чешемъ прямыхъ: 
А, —= А. ‚ 04: = 45 
то уравнеше поляры будетъ: 
А, — 2.4, + Аз = _ (4 
$ 358. ЗамЪтимъ, что если между уравненями: 
ИА, — 244: -- 42 =0 , ВА — 2 Аз А. =0 (35) 
ИСЕЛЮЧИМЪ Аз, то найдемъ уравнене: 
МИА, = 4, 


прямой, соединяющей точку пересчетя касательныхъ (35) съ точкою 
(А, А5). Слдовательно, если намъ дано произведеще ви.==а, то: геометри- 
ческое мЪсто точки перес$чен!я касательныхь (35) будетъ прямая лия: 


‚@ А == Ао 


Если въ уравнен!и хорды (30) подставимъ вмФето щи==а, то легко видЪть, 
что геометрическое мЪсто такихъ хордъ будетъ точка: 


а.) -|- Аз = 0 } А: =0 


Такъ какъ уравнене прямой, соединяющей точку -№ съ точкою (4, А.), 
есть &?А, == А, то точки & и — лежатъ на прямой, проходящей че- 
резъ точку (1.40). ео 
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Если уравненя двухъ коническихъ сБченй, им$ющихь общими ка- 
сательными 4,=0, 4. =0, будутъ: 


АА. = Аз ‚ АА. = А* 


то такъ какъ прямая и?А,—= А, несодержитъь Аз и 4., то прямая, сое- 
диняющая точку 1, на одномъ изъ коническихъ очей съ одною изъ 
точекъ —-и на другомъ, проходитъ черезъ точку (4, .45). 


Говорятъ, что точка Ги на одномъ коническомъ сфчеши соотвЪт- 
ствуеть прямо. точкЪ -- на другомъ, и обратно, на другомъ точк$ —ц. 
Мы будемъ называть соотвьтственными хордами хорды, соединующя со- 
отвЪтственныя точки. | 

Пр. 1. Соотвфтствующ!я хорды двухъ коническихъ с5чешй нерес$каются на 


одной изъ общихъ хордъ съ коническимъ сБчешемъ. Въ самомъ дЪлЪ, коническя 


сфчейя: 
А, А, — Д:? 9 А1А, —- Д.? 
имфють общими хордами пару прямых: 
А — 4 =0 , д.4, =0 
Но хорды (30): _ а 
щи А, — (ии) 43 4, =0 , 4, — (ии) Ат А, =0 
очевидно пересфкаются на общей хорд% А, -- 4, =0. | 
Если во второмъ изъ предъидущихъ уравнен!й перемфнимъ знаки при им, 
то эти хорды перес$кутся на общей хорд$ 4. А, =0. 
Пр. 2. Двъ вершины, описаннаго около коническаго сфчемя, треугольника 
скользять по даннымъ двумъ прямымъ, найти геометрическое м%сто третей вершины? 


Ришеще. Отнесемъ коническое сФчене къ двумъ касательнымъ, нроведеннымъ 
къ коническому счен1ю чрезъ точку перес$чен1я дзухъ данныхъ прямыхъ, и къ ихъ 
хорд$ соприкосновен!я. Пусть уравнен1я данныхъ прямыхь будуть: 

| аА, — А, =0 р ФА, — А, =0 
а коническое сфченте: 
А, А. == Аз? | | 
Мы выше показали, что дв касательныя, перес$кающяся на прямой а.А, — 4, = 0, 
будуть имфть произведене щи = а, са$довательно если одна изъ сторонъ треуголь- 
ника касается коническаго сфченя въ точь |л, то друмя будуть касаться въ точ. 


кахъ ы и Е и ихъ уравнешя будуть: 


ь2 - $ 


а? п. | 
|4 и 2 | [42 1 |4 $3 2 
исключая д, найдемъ искомое геометрическое мЪсто: 


— @ 5: 


ГЛАВА ХУГ.—ИВКОТОРЫЯ ЗАМЪЧАТ. СВОЙСТВА КОНИЧ. СВЧЕНИЙ, 377 


Очевидно это есть коническое сЪфченше, иифющее двойное соприкосновеше съ дан- 
НЫМТ. 


„Пр. 3. Найти обвертку основавя треугольника, внисаннаго въ коническое 
сфчеше, коего дв$ стороны проходять черезъ дв$ данныя точки? 


Рющете: Возьмемъ прямую, соединяющую данныя двф точки за 4А,, а урав- 
нее коническаго с$ченля пусть будетъ: 


А, А, —= 4*. 
пусть ив соединяющая данныя точки съ точкою (4,4.), будутъ: 
ад = А, ‚ 04, =А, 
Мы выше показали, что если точки перес$чен1я какой-нибудь хорды, проходящей 
черезь точку (а4, —4.,, 4.) суть и щ, то означая черезъ и вершину треуголь- 
ника, вершины угловъ основаня будуть м» = а, щи’ = 6, откуда: 


Сл$довательно уравнене основанйя будетъ: 
афА, — (ар: 4, =0 
хорда, которая есть обвертка (5 356) коническаго сЪченя: 


(@—5)* „, 
А.А, = — ор 4%, 


Это коническое сЪфченме пыфеть двойное соприкосновене съ _ прямыми А: = 0, 
4, =0, & А, =0 есть хорда соприкосновения. | 


Пр. 4. Вписать въ данное коническое сфчеше треугольникъ, котораго бы три 
стороны проходили черезъ три данныя точки? 


Рующене. Если двф изъ данныхъ точекъ возьмемъ, какъ въ предъидущемъ 
прим$рЪ, то уравнйне основантя искомаго треугольника будеть: 


а6.4, — (а--5) р 4; -- 24, = 
Если эта прямал проходить черезъ точку: 
_ @4А-фЖ=0 , 94, — 4,=0 
то должны имть: 
аб. — (а - ) А -- @'0' |1 — 0 
Зразиом»,. ИЗЪ вотораго ножно мы |. 
_Но въ точЕ$ и имфемъ: 


м №1 = 4: ‚ МА, = 4, 


Слфдовалельно координаты этой точки должны удовлетворять уравнеше: 

х А, — («+ а’А, фа А, =0 
Задача, очевидно, имфеть два р$5шев1я, такъ какъ каждая изъ точекъ пересЪчен1я, 
предъидущей прямой съ коническимъ сфченемъ, можеть быть взята за вершину ис- 
комаго треугольника. Я °5 
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Пр. 5. Найти. геометрическое мфсто вершины треугольника, коего основане 
касается даннаго коническато с$ченля, вершины прн основанли скользятъ по двумъ 
касательнымъ, & стороны проходять черезь дв$ данныя точки? 


Рьшене. Пусть уравнене коническаго сфченля будетъ: 
А.А, = 4*, . (36) 
Очевидно координаты -4:, 4., 4, точки перес$ченя прямой 4, = 0, съ какою-нибудь 


касательною: 
и2А, — 4 А. + А, =0 р". (37) 
будуть пропорщональны количествамъ 0, 1, 2, слФдовательно уравнен1е прямой, 
соединящей эту точку съ точкою данною координатами А',, А'., А’,, будетъ: 
А.А’, — 44, =2 р (4, 4А', — А А,) " (38) 
Точно также уравиен1е прямой, соециняющей данную координатами А"., А"., А", 
точку съ точкою (2, ц, 0), которая есть пересфчен!е прямой А, =0 съ тою-же ка- 
сательной (37), есть: | 
_ (АА, — АА.) = в (4 А, — АГА.) (39) 
Исключая |. изъ уравневий (38) и (39), найдемъ искомое геометрическое мЪето: 
(4’. А. -— 4’, А.) (©: Е А". А.) —4 (43.4, :.^ 4’, А.) (4.4; а А" А») 
которое есть коническое сЗчене, очевидно. проходящее черезъ дв данныя точки. 
3 358. Хорда, соединяющая точки ие ф и со, гдЪ ф есть по- 
стоянный уголъ, всегда касается коническаго сЪчен1я, иизющаго двойное 
соприкосновен1е съ даннымъ. | 


Въ самомъ дълЪ, уравнен!е хорды есть: 
бы — в.4; (иф-- сошф) | 4. =0 


Е ыы 


И ТАкЪ какъ: 


то обвертка этой хорды ($3 356) есть коническое сЗчене: . 
А;.А› = А с03ес? 2 $ 


Легко можно показать, что геометрическое мЪето точекъ перееЪчен!я ка- 
 сательныхь въ коническому сЪченю въ точкахъ и ф, сов ф, есть: 


А: Аз = Аз зт? 2 о 


Примъьръ. Найти геометрическое мЪсто вершины треугольника, коего основане 
касается даннато коническаго сЪфчентя; вершины при основав!и скользятъ. по данному 
коническому сфченю, имфющему ‘двойное соприкосновене съ даннымъ, а стороны 
проходять черезъ, и: данныя ТОЧКИ? 

Рилщенае. Пусть данныя коническ!я `ебченя будуть: 


А.А, = 4% *, А.А, = 4? з 0366? 2$ 


ГЛАВА ХХГ.— НВКОТОРЫЯ ЗАМВЧАТ. СВОЙСТВА КОНИЧ. СВЧЕНИЙ. 379 


Слфдовательно изъ предъидущаго сл$дуетъ, что если, какая-нибудь, прямая касаетсл 
втораго коническаго сФченя въ точк® 4, то она перес$каеть первое въ точкахъ 


_иЕфи со ф. 
Если и’ и и" суть данныя точки, то уравненя сторонъ будутЪ: 
щи 39. А, — (ии 9) 43 4, =0 
ив. 4. (ие &=0 
исключая в. найдемъ искомое геометрическое мЪето: 
(4—4) (р 4, Ги А;) = 81% (4, — в 4:;) ( мА; — 4:3) 
$ 359. Предложеше. Ангармоническое отношен!е связки, соединя- 


ющей четыре данныя точки на коническомъ сЪчеши съ какою-нибудь 
пятою, есть величина постоянная. 


Доказательство. Пусть данныя четыре точки будуть м, во, 63, №, 
а пятая |4. Пусть уравнене коничеекаго сВченя будетъ: 


А; Аз = 4 
Уравненя прямыхъ, я четыре точки съ пятою, суть: 
щы 41 — (в Чы) Аз А =0 , що, — (в + №2) Аз -- 4, =0 
рез 4 — (2 -- ва) а -- 42=0 , вы А — @ в) 48 4% =0 
ЭТИ уравнен!я можно написать въ форм$: 
м (2.4, т Аз) -- (4. ы №43) === ‚Ю а (р. — Аз) -- (А. — #43) =0 
из (№4, — 43) -- (4 — 8.43) =0 ‚ош (рА, — Аз) -- (4 —в.4з) =0 
коихъ ангармоническое' отношение, есть: = 


М — Из. № — 83 


нике рикенехииеитуененыкы == ВЫНЕСЕНИИ Сирены Е 


мм № — м 
какъ видно величина независящая отъ и, а сл$довательно постоянная. 
Это предложене было уже доказано выше: ($ 231, пред. 3). 

$ 360. Предложеже. Ангармоническое отношевше ряда точекъ полу- 
ченныхъ пересчен1емъ четырехъ данныхъ касательныхъ къ коническому 
оъчению, какою-нибудь, пятою есть величина постоянная. 


_ Доказательство. Пусть уравнеше коническаго сфчешя будетъ: 
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пусть м, №, Из, № будутъ точки касавя четырехь данныхъ касатель- 
ныхъ, и — пятой. Ангармоническое отношене четырехъ полученныхъ то- 
чекъ на пятой касательной, очевидно, равно ангармоническому отношен1ю 
связки, соединяющей эти точки съ точкою (.4,.4›). Но уравнен1я этихъ 
прямыхъ, какъ мы видфли ($ 358), суть: 


шм А1=42 , А =А ‚ ША =А. , мА =А. 


слЪдовательно ангармоническое отношенте четырехъ точекъ равно ангар- 
моническому отношеню этихъ прямыхъ, которое есть: 


МЗ. К № 

ом № № 
величина независимая отъ и, слфдовательно постоянная. Это предложение 
было уже доказано выше. ($ 231). 


9 361. Выражение: 


№8. 92 Из 
ш— м. 2—4 


неизм®няется, если измФнимъ знаки при 4, №....., слЗдовательно, если 
проведемъ черезъ точку (4,42) четыре прямыя, то ангармоническое от- 
ношене четырехъ точекъ м, и, из, ма, въ которыхъ эти прямыя пере- 
сВкаютъ коническое сфчене, будетъ равно ангармоническому отношеню 
четырехъ точекъ —щ, — №, — из, — №, въ которыхъ эти прямыя еще 
разъ ветрЗчаютъ коническое сфчеше. _ 

По той же причинЪ ангармоническое отношевне четырехъ точекъ, на 
одномъ коничеекомъ сЪчен1и, равно ангармоническому отношенйо четырехъ 
соотвзтствующихъ точекъ, на другомъ. 

Ангармоническое отношене четырехъ точекъ м, мо, из, м не из- 
иЪняется, если у помножимъ на {&ф или на со ф, откуда будемъ имЪть 
предложенле Товсвенда. 


Предложенле. Еели два коническля сЪчешя имфютъ двойное сопри- 
косновене, то ангармоническое отношене точекъ касавя четырехъ ка- 
сательныхъ къ одному изъ нихъ, равно ангармоническому отношеню че- 
тырехъ точекъ, въ которыхъ эти касательныя  встр$чаютъ другое и четы- 
рехъ точекъ, въ которыхъ эти касательныя ветрфчаютъ еще разъ кони- 
чеекое сЪчеше. 


$ 362. Предложене. Если даны три хорды. въ даниомъ коническомь 
`сВченши аа, 6Ь;, сс: и четвертая хорда 44; такого: свойства, что (афса)== 
(ава а)), то она будетъ всегда касаться коническаго сфченя, имЗющаго 
двойное соприкосновеше съ даннымъ (предложеше обратное предъидущему). 
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Доказательство. Если положимъ, что а, р сиа, В, а означаютъь 
величины 4 для шести данныхъ точекъ, и и р" суть точки четвертой пе- 
рем нной хорды, то будемъ имфть: 


(а—5)(—в) _ (и—&)@—м - 
(а—с)(6— в) — (и—а)—ь) 


Ари’ + ВЕ би р=о с (40) 


А, В, С, р суть извфетныя постоянныя величины. ОпредЪляя р’ изъ этого 
уравнен!я и подставляя въ уравнен!е хорды: 


— (ви): т 4, =0 





откуда: 


найдемъ: | 
»СВь-- р) А-- А (4-Е С) — (Вь-ЕР)} — 4 ин = 
ИЛИ: 
и?(ВА. АА.) и и! РА. + ((— ВА, —АА, в) — (РА в слэ= —0 
откуда обвертка этой хорды будетъ (5 356): 
[РА + (0— В) Аз — АА --4(ВА, | АА, (СА +- ра) =0. 


 уравнеюе, которое можно написать въ ‘форму: 
4 (ВО— ыы (А: Аз — 42.) —- РА, (В - 0) Аз + 44} =0 


эта форма показываеть, что это коническое сфчене ‘иметь двойное со- 
прикосновен{е съ даннымъ. 


Въ частномъ случаз, когда В = С, уравнеше (40) сд$лается: 
_ Ащие т Вити) =о0 
которое показываетъ, что хорда: 


д-р Раны 


проходитъ чёрезъ постоянную Точку. 


8 363. Уравнеше коническаго 6чения, отнесеннаго къ фокусу, какъ 
началу, коего директриса есть 41,==0, какъ видфли выше ($ 350) есть: 


22 | у? — е? АЗ, 
его можно написать въ формЗ: 


(еА1 —22) (41 -- 2) = у? 
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откуда слЪдуетъ, что: 


ед —х=0 ‚, ед + х=о0 


суть касательныя къ коническому сЗчевю изъ точки (х 4.) на дирек- 

трисЪ. | | 
Если кривая будеть парабола, то е=1, а потому касательныя, про- 

-веденныя изъ какой-нибудь точки на директрисЪ, къ параболЪ, будутъ: 


А — х=0 , А х=0 


СлЪдовательно, касательныя съ осью х и директрисой составляютъ гар- 
моническую связку и такъ какъ изъ ихъ уравнен!й видно, что онЪ суть 
равнод$ляшля углы между хи А|, то онф перпендикулярны. Сл3Здова- 
тельно касательныя, проведенныя, изъ какой-нибудь точки на директрис® 
кь параболВ, перпендикулярны. 

У 364. Если черезъ ф означимъ уголъ, который, какой-нибудь ра- 
 дусъ векторъ, проведенный черезь фокусъ, составляеть съ осью х, то 
очевидно выражения: | 


х == еА1 с05Фф ‚ у==еА, зшо 
удовлетворяютъ уравненге: 
22 -- у? — е? А? 


Если $ и $ суть углы, которые рад1усы векторы, проведенные изъ фо- 
куса коническаго сЪченя, къ концамъ данной хорды, образуютъ съ осью 
х, то ея уравнеше будетъ: 

1 нь у | 1 
2 С05 5 (фу -- 92) - узш 5 (фиг -Е $з) = е/41 ри (Фи — фо) 


Если данная хорда перемфщаетея такъ, что уголь $, —ф„ остается по- 
стояннымъ, То обвертка этой хорды будетьъ: 


] ще 
д2 -- у? = е? А?) 605° а (1 к фа) 


очевидно коническое сфчене, им ющее двойное соприкосновене съ дан- 
нымъ и общую съ нимъ директрису. 


3 365. Если уравневе коническаго сЪчен!я будетъ:. 


2? -- у? == е? А?) 
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то касательная къ нему въ точкЪ х\ =еА1 зп, 9 —=еА\ 91%, будетъ: 
жал -- уд = е* А А. 
т А’ есть 4:1, въ которое подетавленны координаты (2,9). Подставляя 
въ это уравнеше вмЪсто 2, у ИхЪ выражения, найдем: 
д; 0$ о, УЗ $1 Ад О" 
касательная въ точк$: 
да ==е.А\ 0893 ‚ уУ=е4А\ эм $2 


будеть: | 
7 С05 Фо -- узт Фо —е А; =0 


_вычитая эти уравненя, найдемъ` уравнен!е: 
ре 5 Фе 
это (и Г) — 9608 (ф + 92) =0 (41) 


которое есть прямая, соединяющая фокусъ СЪ перес5чешемъ касательныхъ 
въ точкахъ (27, 1), (т, Уз). 


Изъ уравненя этой прямой видимъ, что она составляетъ съ осью <, 
уголъ (+9), & слЪдовательно дЗлить пополамъ уголъ между рад 


сами векторами, проведенными къ точкамъ (я), (хоуо). 


Уравнене прямой, проведенной изъ фокуса въ точку пересЗченя 
хорды соприкосновеня съ директрисой, очевидно, есть: 


т м1 ‚221 
о (фи -Е $2) -- уз 2 ($1 -Е 92) =0. 


слфдовательно перпендикулярна къ прямой (41). 
5 366. Задача. Найти геометрическое мфото пересфчен!я касатель- 


_ныхъ, проведенныхъ въ точкахъ, въ которыхъ радусы, проведенные въ 
фокусъ, составляютъ данный уголь 95. 


Рющене. Пусть уравненйя касательныхъ будуть: 
4 608 $, -- узш 9, —е.4, =0 
2 с05 фо -Рузш $; — е) вы0 
опредфляя координаты точекъ просо найдем: 
608 > Ее РИ: 3: со а Е к фь) 
&=е4, ыы мы На 


1]. 
6085. 2 —®_ "а 605 — 2 (Ф и. 


384 ° ГЛАВА ХХГ.-—Н®КОТОРЫЯ ЗАМЪЧАТ. СВОЙСТВА КОНИЧ.. СВЧЕНИЙ. 
если уголь $1 —$2==20, то: 


1. ‚1 
С05 о (41 -- 92) о (ф1 -- $2) 


д ==е.4\ ‚ у==е4А: 


6050 6089 


исключая изъ этихъ уравнений уголь $, -|- 9, найдемъ искомое геомет- 


рическое м%сто: | 
(2? -- у?) 0825 = е? А? 


коническое сЪчене, имфющее одинъ фокусъ и директрису съ даннымъ, 


а эксцентриситетъ котораго есть —. 
60$ 5 

$ 367. Ангармоническля свойства коническихъ сЪчеюй, выраженныя 

предложен1ями $359 и $ 360, можно доказать еще сл дующимъ образомъ. 


Фиг. 128. _ Уравнене коническаго ‘сченя, описан- 
наго около четыреугольника АВСЛ (фиг. 128), 
коего стороны даны уравнетями: 


А =0, 4. =0, Аз =0, А. =0 — (42) 


ВЪ нормальной фор, какъ мы видфли ($ 299) 
есть: | 





Если координаты, какой-нибудь точки О на коническомь сЪчени подета- 
ВИМЪ ВЪ уравненйя (42), то А1, 44, 43, А. будуть выражать длины пер- 
пендикуляровъ, опущенныхъ изъ точки О на прямыя (42); слЪдовательно, 
разсматривая треугольники ВОС, АОШ, АОВ'и СОР, будемъ имЪть: 


ВО.СОзт ВОС — | АО. ПО.зт АО _ 
Ва Аз —= ст”; ‚ РОН 
_. 40. 30.3 АОВ _ 00.10.5т 00 
2 АВ. м ср 


подставляя эти выражен1я въ уравнеше (43), найдемъ:. 


ВО.С0.А0.ПО.зт ВОС. зт АОР _ 40. В0.00.РО. п АОВ,зтС0П 
ВО. Ар АВ. СО 

откуда: | 
т БОС . эп. дор _  АБ.ВС 


зш АОВ.з3100р АВ. ОО (44) 


Первая часть этого ‘уравненя выражаетъ ангармоническое отношене связки 
(О. АВОСЬ), а вторая часть остается постоянною, когда точка О скользить 
по коническому сЪЧеню, что и выражаетъ предложене 8 359 ($ 231). 
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‚8 368. Если А | 
А: =—0 з А. ==0 . Аз — 0 . А, —=0 (45) 
будуть уравневя точекъ въ нормальной форм%, то: 
ых до Адй ыо (46) 
Фиг. 129. 


будетъ уравнене коническаго с3- 
ченля, вписаннаго въ четыреу- 
гольникъ 4,.4..4..4А, (фиг. 129). 
Уравнене (46) выражаетъ, что от- 
ношене произведеня перпенди- 
куляровъ, опущенныхъ изъ точекъ 
А, =0, А, =0 на какую-нибудь 
касательную АД къ коническому 
сЗченю, къ произведеню перпен- 
дикуляровъ, опущенныхъ изъ то- 
чекъ А. =0, 4, =0 на туже ка- 
сательную, есть величина постоянная Х. 





Пуеть А, В, 0, будуть точки пербсьча НХ данныхъ четырехъ ка- 
сательныхъь А, А.) А Аз, АзА» и А.А; съ какою-небудь пятою АЛ. Если 
въ уравневе (46) вставимъ координаты касательной АД, то 41, Ао, Аз, А. 
будуть длины перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точекъ (45) накаса- 
тельную 4). Разсматривая треугольники 44,Б, СА.Д, _ВАзС, АА.) и 
поступая какъ въ предъидущемъ параграф$, найдемъ предложение $ 360, 
что ангармоническое отношене четырехъ точекъ 4, В, С) пересфчен!я 
какой-небудь касательной АЛ) съ четырьмя данными касательными А: .А., 
А Аз, АзА, АА. есть величина’ постоянная, когда перем$щаетея кася- 
тельная АД. 


Ангармоническя свойства коническихъь сфченй. 


$ 369. Предложеще. Геометрическое мЪ%ето вершины треугольника, 
коего три стороны проходятъ черезъ три данныя точки; а другя двЪ вер- 
шины скользять. по двумъ даннымъ прямымъ, есть коническое сЗчене. 

Доказательство. Пусть данныя точки будуть 0,1, О», Оз (фиг. 130), 
данныя дв прямыя ба и" Ре Возьмемъ ыы положення такого треу- 


гольника: 
А ааща, А А щ, А се’иь А и, 


Изъ свойствъ ангармоническихь отношенй имфемз: 


(0, аъ) = == (0. т иа) 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРТЯ. 95 
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_ елФдовательно (абса) = (а6'с'4'), откуда (05.афса) = (Оз.аб с’), откуда 
наконепъ: | 
| (Оз. и изизи) == (Оз. шизизиа) 


Фиг, 150. а изъ этого равенства заключаемъ, 
у ЧТО ТОЧКИ И, Ио, Уз, и. Находятся 
5, на коническомъ сЪЗчени (8 230). 
С Г и _ 
а РЕ 7 МШЕсли три первые треугольника 
7х о. будуть фиксированы, то геометри- 
\ ый ческое м%ето вершины четвертаго 
Г и . 
С Р/4 3 будеть коническое сЪчеше, про- 
И 4, ходящее черезъ точки ОФ, Оз, 
р 
АИ , 2, №3 . 
$ В о’ 87’ с’ а; = 


Этотъ способъ образованля 
коническаго сЖчен!я принадлежить Маклореню. Шаль обобщилъ предъи- 
дущее предложене, показавъ, что геометрическое мЗсто вершинъ треуголь- 
ника будетъ коническое сВчене и въ томъ случаЪ, если сторона аа’ вм$- 
сто того, чтобы проходить чрезъ точку О, будетъ касаться даннаго ко- 
ническаго сЪчен1я. Въ самомъ дЪлЪ, въ четырехь положен1яхъ стороны 
_ аа’ будем имЪть ($ 360): 
(абса) = (аб с'а) 


откуда будетъ слЗдовать, какъ выше, предложене Шаля. 
_ Можно положить, что основаше аа’ треугольника скользить по ка- 
кому нибудь коническому сфченю, проходящему черезъ точки О› и 0. 
Въ самомъ дЪлЪ, для четырехъ положений треугольника имфемъ: 

Фиг. 131. 


‚ (афеа) == (а5'с'9) 
откуда, какъ выше. 
(0 . афса) = (О; . абс@) 


слфдовательно: 





(Оз шизивиа) = (Оз и изизия) 


$ 370. Предложене. Если два данные угла вращаются около своихъ 
вершинъ О; и Оз такъ, что двз ихъь стороны пересЪкаются на данной 
прямой, то геометрическое м%ето а двухъ другихъ сторонъ бу- 
детъ коническое сЪчене. 

Доказательство. Возьмемъ еЫ 131) ее положен!я ГЛОВЪ аО\и 
и а0и, аОщ и аОзщ, а’Ориз: и @Оь, а"О и ид Оз. 
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Изъ свойствъ ангармоническихь отношений имЗемъ:. 


(О, ааа’ а”") — (05 аа а") 


Но. 
Ги 


(О1.ааа’а") == (О. и щим) и (0.ааа’а’) = (Оз ищи) 


откуда: 
(От. и измз) == (Оз. и щизиз) 


а это показываетъ, что точки и, м, №, из, находятся на коническомъ съ- 
чеши. 


Этотъ способъ образованя коническихъ сфчеюмй принадлежитъ Нью- 
тону. Шаль показалъ, что если точки аа,а’,а"; лежатъ не на одной 
прямой, а на коническомъ с5чепи, проходищемь черезъ точки Оли 0.5, 
то геометрическое мЪето точекь и, и, и ,..... будетъ также коническое 
сЗчеше. И въ самомъ дЪфл$, въ этомъ случаЪ имЪемъ;: 


(Ог.ааа’а”) = (05.а мазаз) 


У 371. Свойство ангармоническаго отношеюя даетъ возможность до- 
казать предложеше Паскаля ($ 354) слФдующимъ образомъ. 


Доказательство. Пусть АВСДЕЕ (фиг.132) Фиг. 1329. 
будетъ вписанный въ коническое сВчене шести- С 
угольникъ, коего вершины суть А, В, С, р, © 
Е, Е, а противуположныя стороны АВи ДЕ, 
ВС и ЕЁ, СГ и АЕ | 


Изъ ангармоническаго свойства кониче- 
скаго сБчетя имЪемъ: 





(Е. СРЕВ) =(А.СРЕВ) 


Если теперь разсмотримъ отр$зки, которые связка (Е.СОЕВ) дфлаетъ на 
`сторон® СВ, а связка (А.СРЕВ) на сторон® СХ, то: 


(СЕМВ) =(Ср№5) 


Если изъ точки О перес$ченя сторон АВи ПЕ проведемъ прямыя къ 
этимъ точкамъ, то найдемъ: 


_ (0. СЕМВ)= (0. И: 


Эти дв связки имзють общими лучи: СО, РЕ, АБВ, ка ОМ 
_и ОМ должны составлять одну прямую линйо, но М, О, № суть точки пе- 
ресЗчетня противуположныхь сторонъ шестиугольника. 


ь 
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< 372. [Гредложене. Рядъ точекъ, полученный пересВчевемъ связки 
коническихъ с$ченй, проходящихъ черезъ четыре данныя точки, какою- 
нибудь прямою, есть инволюц!онный (5 346). 


Доказательство. Пусть {[=0, д =0 будутъ два коническая сЪчения; 
система коническихъ с$ченй, проходящихъ черезъ четыре точки перес$- 
чен1я этихъ двухъ коническихъ с$чевшй, выражается уравненемъ: 


ГАА =0 


Если сЗкущую возьмемъ за ось х и положимъ въ предъидущихъ 
трехъ уравнен1яхъ у==0, то онЪ сдзлаются: 


ах? -- 2х ба =0 , Бах НВ =0 (47) 
902? -|-- 201 х -|- (Те —- А (6022 —- 26, д; -|- о) =0 (48) 


Это послзднее уравнене даетъ точки пересЪчен1я системы коническихъ 
сфченшй съ осью х. Но эти точки съ точками (47) составляють инволю- 
цонный рядъ ($ 178). Въ числ лучей связки считаются двЪ пары про- 
тивуположныхь сторонъ и пара дагоналей ‚четыреугольника, коего вер- 
шины суть данныя четыре точки. | 


_ 8 373. Если коничесвя сЪчен!я даны въ линейныхъ координатах, 
то будемъ имфть слфдующее, взаимное предъидущему, предложенге. 


Предложене. Пары касательныхъ, проведенныхъ, черезъ какую-нибудь 
точку, къ систем коническихъ сфченй, имфющихъ четыре обпая каса- 


тельныя составляютъ инволюц1онную связку. 
Доказательство. Это. предложене можно доказать, какъ и предъиду- 
щее. | | | 
Пр. 1. Если около одного четыреугольника описаны три коническая сфчен!я, 
то общая касательная къ двумъ изъ нихъ пересфкается третьимъ АрУОДичЬСки, по- 
тому что точки касан1я суть фокусы инволюп1оннаго ряда. | 
Пр. 2..Если черезъь пересфчене общихъ хордъ двухъ коническихъ сЗченй 
проведемъ касательную къ одному изъ нихъ, то она пересЪкается другимъ гармони- 
чески. 2 ре | 
Пр. 3. Построить коническое сфчене, проходящее черезъ четыре данныя точки 
_и касающееся данной прямой? Точка касангя должна быть фокусомъ инволюцон- 
ной системы, слфдовательно задача имфеть два рЬшевя. 


о. 374. `Предложене. Система коническихъ сЪченй, ииБющихъ обпий 
„полярный треугольникъ, пересзкается, какою-нибудь прямою, проходящею 
_ черезь одну изъ.его вершинъ, въ точкахъ образующихъ инволющонный 
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Доказательство. Шо свойству полярнаго треугольника, прямая про- 
ходящая черезъ его вершину, пересЪкаетъ каждое изъ коническихъ с$- 
чен1й системы въ точкахъ, которыя суть сопряженно-гармоническля съ 
вершиною и точкою пересБченя прямой съ противулежащей стороной 
полярнаго треугольника, сл$довательно каждая пара точекъ на коничес- 
кихъ сфченяхъ системы, гармонична съ одной и той-же парой, а потому 
онЪ образуютъ инволющюонный рядъ, коего двойныя точки суть вершины 
и точка пересЖченая прямой съ противулежащей стороной. 


Предложене. Если черезъ, какую-нибудь, точку на сторонЪф общего 
полярнаго треугольника системы коническихъ с$чей, проходящихъ че- 
резъ четыре данныя точки, проведемъ пару касательныхъ къ каждому изъ 
коническихъ сЗченмй системы, то онф образуютъь инволющюонную связку, 
коей двойные лучи суть: взятая сторона общаго полярнаго треугольника 
и прямая, проходящая черезь взятую на ней точку и ея полюсь, т. е. 
противулежащую вершину полярнаго анна единое. взаимное 
предъидущему). 

Доказательство основано на евойств$ полярнаго треугольника ($ 212). 


Фокусы коняческихъ сЪченй. 


У 375. Выше мы видфли ($ 350) изъ уравневня коническаго с$чешя 
отнесеннаго къ фокусу какъ началу, выражающаго основное свойство фо- 
куса и директрисы: 

д-р у? = А, (49) 


что коническое сЪчеше можно разсматривать, какъ виисанное въ четы- 
реугольникъ, коего стороны пересЗкаются въ двухъ циклическихь безко- 
нечно удаленныхъ точкахъ, въ двухъ_ дъйствительныхь и ВЪ двухъ мни- 
МЫхЪ фокусаль. 


Разсмотримъ ближе характерь и свойства этихъ замфчательныхъ 
точекъ: 
Пусть: 
= и [ =0 о (50) 
будуть два коничеекля сЗчеюя въ линейныхъ координатахъ. 


Уравнение: 


Р-Р = (51) 


будетъ представлять систему коническихь сЪченй, имфющихь четыре об-_ 
ия касательныя съ двумя коническими сфченями. Между коническими 
сЗчешями системы (51) есть три пары точекъ, принадлежащихь этой еи- 
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стем% въ качеств коническихъ сЗченй. Если предположимъ, что одна изъ 
этихъ паръ есть пара циклическихъ точекъ, то (51) будеть система кони- 
ческихъ сзчешй, въ которой въ качеств коническихъ сЪчевй будетъ и 
пара циклическихь точекъ. _ 


Такъ какъ въ систем% (51) можно, вм%ето коническихъ сЪчевнийй`(49), 
выбрать какую - угодно пару другихъ изъ системы, а мы предположили, _ 
что въ системЪ (51) находятся И пара циклическихъ точекъ, то вмзето 
[1=0 можемъ взять циклическ1я точки: &2-[- 1? ==0. Въ. силу этого сис- 
тема (51) приметъ форму: 


ре) 0 (52) 


ИЗЪ которой яено видно, что между коническими с$ченями (51) нахо- 
дится и пара циклическихъ точекъ, именно, когда ^ == со. Если за коор- 
динатныя оси возьмемъ оси а и Ь коническаго сфченя }'=0, то оно 


приметъ форму: | 
С 022 -- 621? — | =0 (53) 
слЪдовательно уравнене (52) преобразуется въ слздующее: 
а2Е -|- 6212 — 1—4) =0 
ИЛИ: 


(1) 8-1 6—0 —1=0 59 


Чтобы ‘опреджлить друмя дв№ пары точекъ въ систем коническихъ с}- 
ченй (54), необходимо опредфлить Х изъ уравненя ($ 337): 


а? — 5 0 9 0 
0 бе, 0 =(2—^) (6—№=0 (55) 


0 о ЗО к 1 
откуда: 


Подставляя эти значешя въ уравнене (54), найдемъ: 
ибыеыт. 69 
(62 — а?) 4*=1 _ 67 
Это суть уравненя остальныхь двухъ паръ точек: 


о Уя—й“—1=0 , УИ ‚1—1==0 (58) 
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если а> 6, то первая пара будеть дЪфйствительная, а вторая мнимая. 
Координаты этихъ точекъ, очевидно, суть ($ 64): 


д—= = Уд?—@ ‚ х=0 
(59) 
_у=0 : у=== И — а? 


Первая пара предетавляетъь т точки, которыя мы назвали фокусами ко- 
‘ническихъ сЪченй, а вторая представляеть мнимые фокусы. 


3 376. Такъ какъ выражевя (59) не зависять отъ Х, то изъ этого 
заключаемъ, что система коническихъ. с$ченй: 


(2 — № -- (6—2) 42 = (60) 
или въ декартовой системз (5 214): 


772 | ый... 


та 2—) и (61) 


иметь обще фокусы; тавкя коническя сЪчешя называются софокусными 
(сопюса]ез). Эти общие фокусы принадлежать основному коническому с$- 
ченю /['’=0. 


_$ 3717. Изъ уравнений софокусныхь коническихъ сЪченй: 


р и. 2) Е? 2 


вытекаютъ слвдующя предложения: 


Предложене 1. Черезъ каждую точку на плоскости всегда проходятъ 
два изъ системы софокусныхъ коническихъ сЗченйй. 
Доказательство. Пусть данная система будетъ: 
ее НР =] р. (63) 
а—^’— вт 5, 
& данная точка (219,). Подетавляя координаты точки (211) въ это урав- 


нее, найдемъ: 
2 


т а н— т 
откуда: 
ид уз.) — (у —а4) =0 = = (64) 


‚Изъ этого уравневя видимъ, что ) имо всегда два дайствительныя 
значения, которыя будучи подставлены въ первое изъ ‘уравнен!й (62) да- 
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дутъ два софокусныя коничесмя сЪчешя, проходящя черезъ данную точку 
(2191). Еели въ уравнеши (64) положимъ послЪдовательно Х == 42, А=62 
и ^ = — со, то результаты этихъ подстановлев!й будуть: 


2% (а — 61) ,‚ 6 — а) , о 


если а>6, то будемъ имЪть рядъ знаковъ —— — --, слВдовательно одинъ 
`изъ корней заключается между а? и 6", а другой, очевидно, между -|- 5? 
и — <>. Откуда, замЪчая, что уравнеше (63) будетъ представлять: 


ЭЛЛицСЪ, если < 
гиперболу, если >> 
_ мнимый эллипеъ, если а? < А 9? 


видимъ, что черезъ каждую дЪйствительную точку на плоскости проходить 
всегда два коническая сЗченя: эллипсъ и гипербола, принадлежания ‘одной 
систем софокусныхъ коническихъ сЪченйй. 


Фиг. 133. — Пуедложене. Показать, что 

Ку о два софокусныя коничесвя сЪче- 

Е р \ _ я, проходящля черезъ данную 
точку (219,) на плоскости, пере- 

Е д Д\ сЪкаются подъ прямымъ угломъ? 

ыы и. \Е/М _ Доказательство. Въ самомъ 


Т и’ ДВлЛЪ, пусть А,\› будуть корни 
6 уравнения (64), то уравнея: 


о 2 с 2 
х Ея т в у : 


| а — М ть | а? — №2 58—\. ” 


будуть представлять одно эллипсъ, а другое гиперболу. 
Въ точкЗ (119:) касательныя къ нимъ будуть: | 


НИИ 


А р де о т У 


62— А, р. 2 —^№ + 


откуда, вычитая, найдемъ, отбрасывая множитель Х, — №: 


ПО. - ЗВ ЗА — 5 
(а —\1) (а —№) ' (62—\) (62—^.) — 


а это есть услове перпендикулярноети прямыхъ (65). 

На чертежЪ видно’ (фиг. 133) положене этихъ двухъ кривыхъ. 
Предложене 2. Къ каждой прямой на плоскости касается одно изъ 

системы софокусныхъ коническихъ сЪченй, -- 
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Доказательство. Пусть данная система будетъ: 
(а — № (6 — № = (66) 


& данная прямая (&',). Если коническое сЪфчеше (66) касается прямой 
(т,), то имъемъ: | 


(а — №) 5%, Е (6—1) =1 


откуда для Х имЪемъ одно только значене, а слФдовательно и одно ко- 
ническое сЗчене изъ системы (66) касается прямой (&*1). 


Предложене 3. Въ системЪ софокусныхъ коническихъь сЪчевй не 
существуетъь ни одного, которое бы распадалось на пару прямыхъ лин. 


Доказательство. Это легко видфть изъ формы уравневя (63). 


Предложене 4. Въ систем софокусныхъ коническихъ сЪчевй су- 
ществуютъ три. коническля с$чен1я распадающляся на пару точекъ: пара 
циклическихъ точекъ, пара дЪйствительныхъ и пара мнимыхъ фокусовъ. 


Доказательство. Это было показано выше. 


Пфедложене 5. ВеЪ софокусныя коническля с$чешя имЪють обпая 
оси, которыя съ безконечно - удаленною прямою образуютъ полярный, 06б- 
ший всей системЪ, треугольникъ. 


Доказательство. Это очевидно ($ 338). 


$ 378. Эллиитическля координаты. Свойства, софокусныхъ коническихъ 
сзченй даютъ систему координатъ, съ помощью которой опред$ляется по- 
ложен1е точки на плоскости перес$ченемъ. двухъ софокусныхъ кониче- 
скихъ сБченй. Эти координаты называютъ эллиптическими. 

Пусть: 

о 9 

будетъ уравневе коническаго сЪченя. Пусть его фокусное разстояне бу- 
детъ с, то оно можеть быть написано въ форм: 


в а= 

ИзмЪняя д получимъ систему софокусныхъ коническихъ с5ченй, изъ ко- 

торыхъ два будуть проходить черезъ каждую изъ точекъ на плоскости. 

Найдемъ то изъ нихъ, которое проходить. черезъ точку. (21/1). Коорди- 
наты этой точки должны удовлетворять уравнение: 


т 
2” п ока 1] 
ие. : 
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ИЛИ. . 


а* — (2-9 -—- 63) а? - сх, = 0 (67) 


Точно такое же уравнев!е получимъ, если пожелаемъ опредФлить ось $, 
именно: 


6 — (и у -- с) 6 — ву =0 (68) 


Если назовемъ корни уравнен!я (67) черезь и, %, & корни уравненя 
(68) черезъ В, 6.5, то найдемъ: 


сы. . 1 = о 
а? == сай ; 9862. = — 674% 
откуда: 
о 72 
о _ @1@2 И 
а рее о 
| С С 
ИЛИ: 
8 а’. а и? = 6°, 5% 
1 а2— 0? ' 1 22 — д? 


Такимъ образомъ выражаются координаты Декарта. въ функщи осей двухъ 
софокусныхъ, коническихъ сЪчешй, пересфкающихся подъ прямымъ угломъ. 
Это и суть эллиптическля координаты. 


ГЛАВА ХХП. 
Геометрическое значенте инваргантовъ системы коническихъ сфченй. 


$ 379. Если коническля сЪченя: 


Хх 


Г=0 , д=0 _ (1) 


преобразуемъ къ другимъ координатамъ декартовымъ или трилинейнымъ, 
то если Ги В. сдЪлаются Фи Ф,, уравневше г— А/, = 0, очевидно, сдЪлается 
ФФ — \Ф, —=0. Изъ этого слфдуетъ, что значен1я ), для которыхъ: 


Е =0 (2) 


распадается на пару прямыхъ линй, должно остаться неизивннымъ къ 
какимъ бы координатамъ не были отнесены коническая сфчешя {#=0 и 
д =0. СлЪдовательно отношене между двумя, какими-нибудь, корнями 
кубическаго уравненя ($ 344, 46): 


дз — 9,1-- д— А =0 (3) 
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неизм$няется, если перейдемъ отъ одной системы координатъ къ другой. 
Въ силу этого свойства ДА, ©; Ду, © названы инварлантами. Легко про- 
върить, что если въ ри / подставимъ вмЪето х, у, г выражевя: 


= ол 0х3 , У= В -- В -- Ваз , = Ул -Е 72 -Е Уз 


то выражетя С, 9; А., @ для преобразованныхъ ри А равны прежнимъ 
умноженнымъ на квадратъ опредзлителя: 


и ‚д № ,; (3 


в ) Ве ) Вз 
Т 3 2 , Уз 


Поэтому, если два коническ1я сЪчен!я, будучи преобразованы Еъ другой 
системЪ координатъ, получаютъ простзйшую форму и въ этой простёйшей 
форм вычислимъ выраженя Л, 0; Ду, О, и найдемъ, что между ними 
существуеть однородная зависимость, то эта зависимость будетъь суще- 
ствовать, между тЪми же выражетями, какая бы ни была выбрана коор- 
динатная система. 


Такимъ образомъ можемъ выразить въ функщи этихъ четырехъ ко- 
личествъ всф тЪ зависимости между коническими сФченями, которыя не 
зависятъ отъ координатной системы, къ которой он$: отнесены. Таково 
наприм$рь услове (19) $3 351, что два коническая сФченя касаются. По- 
яенимъ выше сказанное примфрами. | 


$ 380. Если въ коническомь с®чени: | 
ГМ =о | (4) 

Й распадается на пару прямыхъ лишй д = 4..4», то: 
ГАА. =0 = ух (5) 


есть коническое сфчен!е, проходящее черезъ точки пересфченя /=0 съ 
прямыми А =0, А. = 0. При этомъ условии А1==0; посмотримъ значеше 
инвар1антовъ 4 и (1? 

Для этого возьмемъ прямыя А=0 И у —0 за координатныя оси, 
тогда уравнеше (5) сд$лается: 


Г— Ату = 0 . (6) 


Въ силу свойства инвар1антовъ, найденная между ними зависимость для 
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формы (6) будетъ оставаться и вообще. Призначную (915стпошатё) формы 
(6) найдемъ, паписавъ въ призначной ДА, значене иа— А вмЪето си, 
что даетъ: 

А — 2 (за: — и2@зз) Х — аззА? (7) 


Если азз==0, то точка (х,у) находится на кривой }==0. Если аз@з — 
— @1›азз =0, то прямыя хи у суть сопряженныя поляры относительно 
коническаго сЪченля /—=0. СлЪдовательно, если д==0 есть пара прямыхъ 
ливй, то Л, =0, а О =0 даетъ услове, что точка пересЪчен1я прямыхъ 
лин д ==0, у=0 находится на [=0, и наконець О =0 есть условие, 
что двз прямыя суть сопряженныя поляры коническаго сЪчевшя [==0. 


Если уравнение: 


012 — ОХ А=0 _ (8) 


есть полный квадратъ, то: 
0? = 4%. А 


это есть услов!е, что одна изъ прямыхъ [1==0 касается коническаго сЪче- 
ня }=0. Въ выбранномъ примЪ$рЪ легко чайдемъ: 


(7 — 4% А = (422@з3 = або) (би 1@33 —— а? 3) 


3 381. Задача. Найти уравнене пары касательныхь лин1Й въ точ- 
кахъ перес$чевя прямой: 


5 1 н соо -|-- 2378 —=0 


съ коническимъ сфчешемъ [== 0? 


Рьшене. Если въ уравнени (5) положимъ: 


Ар = А = (м Но -- 633) (9) 
то: оно сдълается: 


Г — Л + оо —- 32) = 0 ь (10) 


и представляеть, очевидно, систему коническихъ сЪчешй, имзющихъ двой- 
ное соприкосновене съ коническимъ сЪчешемъ {==0, коихъ общая хор- 
да соприкосновен1я будеть А, ==0 (8 347, фиг. 125). Всея система имфетъ 
общия касательныя ВвЪ ТОЧкахъ перес$ченя „41 =0 и [=0. 

_Дегко видъЪть, что въ этомъ случаЪ не только А! =0, но и () ==0 
($333, 32), а @ будетъ: 


= = Аи, -- 452Е2, + АззЁь 2 Ао 2 Аз 8 -- 2.42365 
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при такомъ услови два корня уравненмя (5 336, 7) равны нулю, а третий 
дается уравнешемъ: | | 

О.А — А=оО или [. А = А 


подставляя это значен!е ^ въ уравнеше (10) найдемъ искомое уравнеше: 


Г.Г = А ба На На ин 


Еели прямая &х, —-&л - 65. ==0 касается коническаго сфчешя == 0, 


то пара касательныхъ совпадаетъь съ этой прямой, и услове для этого, 


какъ намъ извЪжетно, есть р =0. Если и Г разбивается на линейные мно- 
жители, то А —=0 и уравнене (11) будетъь {=0, какъ и сл$дуетъ. 


/ 


3 382. Раземотримъ геометрическое значете 09 =0. 


_Возьмемъ за координатный треугольникъ одинъ изъ полярныхъ тре- 
угольниковъ относительно коническаго сЪченшя /==0. Его уравнеше бу- 


деть: | 
12, -- а222?. -- @аззЯ2: = | (12) 


слЪдовательно @. ==0, из ==0 и а: =0. При этихъ значеняхъ: 


@ = азоаззв 1 -- азз@и 16а Е 1 99263 (13) 


и обращается въ нуль при В ==0, 65. =0, В: =0, т.е. когда коническое 
счете д.=0, ‚отнесенное къ тому же полярному треугольнику, будетъ 
имфть форму: в 

й =6221 22 Е В за з -- 6535223 =0 


Сл$довательно © тогда равно нулю, когда какой-нибудь треугольникъ, 
вписанный въ коническое сЗчете } =0, есть. полярный относительно ко- 
ническаго сЪчешя Г =0. 


Если за координатный треугольникъ возьмемъ какой-нибудь полаяр- 
ный, относительно коническаго сЪчен1я д=0, то 6. =0, 6. =0, р: — 0, 
сл ховательно: ., а 
9 = Ан, -- 422652 -- Аззбзз (14) 


выражене, которое обратится въ нуль при: 
А =0; Аз; = 0, 4зз =0. 


но это суть условя, при которыхъ коническое сфчеше /==0 вписано въ 
координатный треугольникъ, слЪдовательно О равно нулю и въ томъ слу- 
ча, если треугольникъ, описанный около коническаго сФчешя Г = 0, есть 
полярный относительно 1 =0. 
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Точно также можно показать, что © =0 есть услове возможности 
вписать въ р=0 треугольникъ, который бы былъ полярнымъ для | =0, 


или описать около г=0 треугольникъ, который бы былъ полярнымъ. 


К = 0. Если одно изъ этихъ предложен!й возможно, то возможно и другое. 


Пара коническихъ сЪченй, связанныхъ условемъ 0 =0, имЪеть 
еще другое слЗдующее свойство. Если точку перес$чен1я прямыхъ, соеди- 
няющихъ вершины какого-нибудь треугольника съ соотвЪтетвенными вер- 
шинами его полярнаго треугольника относительно коническаго сЪченля, 
назовемъ полюсомъ этого треугольника относительно коническаго с#че- 
ня, а прямую, соединяющую точки пересЗчешя соотвзтетвенныхъ сторонъ 
треугольниковъ, назовемъ ихъ осью, то услове @==0 показываетъ, что 
полюсъ относительно коническаго сЪчен1я /==0 находится на р =0; 
_И что ось, относительно коническаго сЪчентя р = 0, какого-нибудь опи- 
саннаго около Г==0 треугольника, касается коническаго свчешя {=0 
Въ самомъ дфлЪ, исключая 21, 2, Хз изъ каждыхъ двухъ паръ уравненй: 


1-22 -Р@з==0 , _ 2 -Раояа-Раззйз=0 , изя Газа -Раззаз==0 
получимъ: 
(12013 — @11423) 21 == (912423 — @22@1з) 22 = (аз з — @зз@1 2) 23 


уравнен1я прямыхъ, соединяющихъ вершины треугольника 2 ==0, 2 =0, 
хз —=0 съ соотвЪтетвенными вершинами его полярнаго, относительно ко- 
ническаго сЪченмя }=0. Эти уравнен1я можно написать въ. форм: 


Аэзй = 41325 = 41523 
координаты полюса треугольника будутъ: | 
1 1 1 | 
РР А; р $ й _ ‚ (15) 
Подставляя эти величины въ | =0, въ которомъ ии $ = 0, 
бог = 0, 6: =0, получимъ: 
2 Аззбьз -- 2. Маз з Е 2, 26,2 = @ =0 (16) 


Точно также можно доказать и вторую часть предложен. 


Пр. 1. Если даны два полярные треугольника относительно ноническаго сф- 
чен!я {д =0, то можно описать одно коническое сфчеюе, проходящее черезъ шесть 
‘вершинъ данныхъ треугольниковъ, а другое касающееся шести ихъ сторонъ. 


_ Доказательство. Опишемъ коническое сфчене ‘чрезъ три вершины одного 
треугольника, и черезъ двЪф другаго, коего стороны пусть будуть :=0, д, =0, м; =0. 


5 
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Такъ какъ искомое коническое с$чене описано около перваго треугольника, то 
0: =0 или а, + а, + а: =0 (8 346 пр. 3), но оно проходить и чрезъ дв ‘вершины 
втораго треугольника, слФдовалельно @,! =0, а» = 0, откуда и аз =0, т. е. кони- 
ческое сфчеше проходить и черезъ шестую вершину. Вторая часть этого предложения 
доказывается точно также. 


Пр. 2. Ввадрать касательной, проведенной изъ центра коническаго сЗченя 
къ кругу описанному около полярнаго треугольника, есть величина постоянная. 


Доказательство. Это слЗдуеть изъ пр. 5. $8 8346, гдф @ =0 или: 
д? -- 6 — т? = а? 6? 

$ 383. Если имфемъ два произвольно взятыя коническ1я сЪченИя, 
то вообще нельзя вписать въ одно изъ нихъ треугольникъ, который бы 
былъ описанъ около другаго, но можно построить безчисленное множеетво 
такихъ треугольниковъ, если коэфищенты данныхъ двухъ коническихь 
сфчен! связаны нзкоторымъ условемъ,. которое мы и разыщем»в. Поло- 
жимъ, что такой треугольникъ построенъ, возьмемъ его за координатный, 
то уравнен1я коническихъ сЪчен!й будутъ: 


[= + 2, -- 23 — 222. -- 22123 -- 250% =0 
й = 26122125 -- зд -- 26532223 —=0 
ихъ инвар!анты будуть: 


А = —4, 9=4(6. НЫ: .), Я —= — (©. БЫ з- 6,3) 2, Дт = 226, 30оз 


(17) 


выражен1я, которыя, очевидно связаны уравнешемъ: 
к 4АО т (18) 


о уравнеше составлено изъ инварантовъ, а слфдовательно неизм?- 
няется преобразованемъ координатъ и въ какой бы форм$.-ни были даны 
коническля сЪчемя, услове (18) должно оставаться, когда коническля с$- 
чешя преобразуются въ форму (17). Обратно, легко показать, что если усло-_ 
ве (18) существуетъ, то треугольникъ описанный около {=0 и котораго 
дв$ вершины находятся на | ==0, то и третяя вершина будетъ на этомъ 
-коническомъ сёчени. 
| Пр. 1. Найти таюме два круга, чтобы треугольникъ, вписанный въ одинъ изъ 
нихъ, быль бы описанъ около другаго? 
Рищете Пусть 4 —т? — т, =, то ‘слове (ем. пр. з. $ 346): 

| ( — #2)? -{- 41? (Е — т?) =0 или е - 72)? = 4 72г?, 

откуда: 
4? — 72, -Е Эт, | 

Это извстное выражеше Эйлера для разстоян1я между центрами круга описаннаго. 
и одного изъ круговъ касающагося трехъ сторонъ треугольника. 
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Пр. 2; Найти услове при которомъ бы стороны треугольника, вписаннаго въ 
коничеекое счене р =0, касались коническихъ сБченй: 


КА =0 , Г-ыН=0 , РУ =0 
ея 


= &\ - 2%, - 2%, 3 — -2 (1 -Н уд, 2) 212. — 2 (1 -- ваз) 212; —2 ы -- Лаз) дд: =0 
[1 = 24205, -- 24: -- Заз; = 0 


очевидно, коническое сЪ$чеше Г--ЛА=оО касается сторонъ треугольника 5, =0, 
х, =0, х, =0. Но мы имЪемъ: 


А =- (2 Лаз -- ра, - уа:2)? — 2Ару . азиз 
@ =2 (а, -Е 43 из) (2 -- Ла, -- паз —- Уал2) -Е 204обиз@з (ру --У^- Л) - 
©, = — (а, + аз 3) —2 (0-Е в -Р У) алазаз , ДА: = 201203 


откуда: 


9—А, И и [9 + А О ь- У} 


$ 384. Въ 208 иб 221 мы налили уравневя касательныхь, про- 
веденныхъ изъ данной точки къ коническому сЪЗченю, и двухъ точекъ пе- 
рес$чен!я данной прямой съ коническимъ сзченемъ. Эти уравнеюмн суть: 


— 0*=0 и ГМИ— М*=0 и 


какъ видно изъ значенй Р, В, О; Г, №, М, развернуть ихъ, относительно 
перемённыхъ, весьма трудно, но ихъ можно Получить въ развернутой форм 
слЪдующимъ образомъ. 


ЗамЪтимъ сначала, что уравнене коническаго сЗчетя: 
Г= а -- 922%, -- аз: Е 2.2 аа -- зал аз -Ё Заззазхз == 0 (20) 


Г АА - Да, АЛЕ, 2 -ОАНЬЬ 0 (1) 


И 


первое выражаетъ, что точка данная координатами (1215223) лежить на 
коническомъ сфченши, а второе, что прямая данная координатами (#83) 
касается коническаго сЪченля. 


Задача 1. Найти уравнене касательныхъ проводенныхь къ кониче- 
скому сЗченю (20) изъ данной точки? 


Рующензе. Возьмемъ уравнение прямой проходной черезъ точки (914/54) 
и (212223) (5 74): 


| Я 4 т 
У’ №: 3 =0 (22) 


|. 28 23 
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ея координаты будуть ($ 187): 


р — 223 — Уз22 ‚ ба==3 — 23 ‚ & = — 92 (23) 


Если прямая (22) касается коническаго сфченя (20), то ея коорди- 
наты (23) должны удовлетворять уравнен!ю (21), что даеть: 


Аз (223 — Уз2о 2 -- 4. (уз! — 123 )* -- ..... РЕ 0, (24) 


или разлагая вторую часть относительно 2 и замфщая 2 черезъ х, най- 
демъ уравнение: 


(Алу? -- Аззу?, — 2 Аззузуз) 22, |. 
++ (Ау -Г 4337 — 24, 3: Уз) 52°. 
Е (41. -Е 4.273 — 2. А: 21 уз) 223 
Ее 2 (Аозут Уз и А1зУ2Уз — Аззу Уз — 4: 273) 2142 -Р 
—- 2 (Алзузуз -|- Абу У — Ау уз — А! 323) 2173 —- 
+2 (Аузу у -- 41291 Уз — 411 У2Уз — 42331 ) хохз == 0 


Если фиксируемъ точку (9,243), а 21, 22,2 сдфлаемъ перемЪнными, 
удовлетворяющими уравнене (25), то это уравнен1е будетъ выражать, что 
прямая, проходящая черезъ точки (9153) и (112553), касается коническато 
сЪченя (20). Но какъ это уравнен1е относительно 7 ,4.,23 второй сте- 
пени, то оно и предетавляеть искомыя касательныя и легко убЪфдиться, 
что критерлумъ Л ==0 удовлетворяется. о 

Задача 2. Найти уравнен1е точекъ пересвчен1я данной прямой съ 
коническимъ сЪченемъ (20)?.. # 

Рьшене. Возьмемъ уравнене точки пересфчешя двухъ прямыхъ 
(1123) и (66263) (5 187, 15'): ’ у 


(25) 


вы 


0 №. 13|=0_ (26) 
5% 


координаты этой точки будутъ ($ 187): 
ИН — 36 › № = — 18 ‚, = - 129 (27) 


Если эта точка лежитъ на коническомъ сЗчени (20), то ея координаты 
должны удовлетворять уравнентю (20), что даетъ: 


ал (13 — зб)? -Е аз (13 ба)... =0 (28) 


АНАЧИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЛЯ. | . 26 
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разлагая по 6 и замфняя 5 чрезъ & найдемъ, очевидно, уравневе подобное 
уравненю (25), въ которомъ Ак, 9, х замнены чрезъ (ик, 1, 6. 

Если въ уравнени (28) фиксируемъ м, а $ будемъ измФнять такъ 
что &, ЗВ: удовлетворять это уравнене, то это будетъ представлять вра- 
щающуюся прямую около точки на коническомъ сЪчени, а такъ какъ оно 
второй степени, то ‘и будетъ представлять двЪф точки перес$ченя прямой 
(112) съ коническимъ сЪченемъ. Изъ этого сл$дуетъ, что уразнен!я (25) 
и (28) суть ничто иное какъ уравнения (19) въ развернутой форм%. 


СдЪлавъ эти преобразования уравневй (19) можно легко рЪшить сел*- 
дующая двЪ задачи. 

Задача 3. Найти геометрическое мЪсто точекъ, касательныя прове- 
денныя изъ которыхъ къ двумъ даннымъ коническимъ сЗченямъ, состав- 
ляли-бы гармоническую связку? 


Риюшете. Пусть данныя два коническихъ сЪчен!я будуть: 


Г = 12°, 4322° - азз2з [210212 -- Заза 2з -- 2аоз7айз == 0 


| (29) 
д == 611251 - 6525° -- 6337°3 Е 261 22122 НЕ 2613212 -Е 2бозт: =0 = 


ИХЪ ВЗзаимныя.: 


р’ = А Ао, -- Азз6% | ЗА + ЗА. 2 Азов во 
(30) 
лы т. Г Вых, м Ваз —- 28, 365. & - 2. Вуз р 2 Бузбёз = 0 


Если гармоническую связку вии какою - нибудь прямою, то полу- 
чимъ четыре гармоническля точки ($ 93). СдЪлаемъ въ уравнев!и (25) и 
въ уравнен!и полученномъ изъ (25), измВняя А: на В:к, д: =0, то най- 
демъ два слфдующая уравнен1я четырехъ точекъ перес$чен1я стороны 23 
координатнаго треугольника съ четырьмя касательными, проведенными къ 


коническимъ сфченямъ (29) изъ точки (у: уз): 


( Доу? —- 2-й › — 2.453293) 2. -- (4ту" 3 ре Аззу : — 2.41391 ы 2% р 
Е 2 (Аззу уз -- 4, 3у2Уз — 433 У — 29) :, 215 == 0 1 
и: 
(Ву 3 -- Вззу" аи 2.Вузуз Уз) 2 И (Вии 3 ей Взу? в — м зв) 4%. -- 


-- о Вых Уз -- В 3У2Уз — Бзз\И! Уз — В!2у 23) 2122 — 0 


‚ Если четыре точки представляемыя этими двумя уравневшями будутъ гар- 
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моническля, то услове (26) ` 177 должно быть удовлетворено, т. е. должны 
имЪтьЬ: 


(45223 -- Аззу“о 2 2. Аззу2з) (Ву -- Бззу^ — 2.56, з1 уз) = 
НЕ (Бу? -- Вззу”, в” 2 Бозузуз) (411973 -- Аз“, — 2.4134 уз) = (32) 
==. 2 (Аозу уз -- А, 3/2Уз— Аз Л 3—1) 5/23 )( Без! 93 —- В 3/2 Уз— Бз 3/1 /3— ВБ! 2423) 


Развертывая и раздЪляя на у?., найдемъ искомое геометрическое мъето: 


Е = (4.›Бзз-- АззВ—2 А, В, 2) 2“. -- (4Азз3Ви -- Ан Взз—24, Виз) 2 -- 


(4, ] Бо -- АБ 1 —2А„зБ,з) 2°8-- 2( А, 3Воз- Аз В, 3—4; ] В 2—1 2.В1 1 де да-- 


(33) 
-- 2 (43 Ви + А» Вьз — А Вз — А, Во) 


| -- 2 (412 Вы Е АВ. — АззБез — АозВзз) ох; == 0 


какъ видно это коническое сфчен1е, которое. имЪетъ важную зависимость 
съ данными двумя коническими сЪфченями. Если бы ‚ангармоническое отно- 
шене четырехъ касательныхъ было дано, то ыы мЪето будетъ 
кривая четвертой степени: 
р? 2 — ДГ. (34) 
гдЪ Г’ есть уравнене (33), а Ги | коническля сЪчен1я (29). 

Задача 4. Найти геометрическое м%Ъсто.(обвертку) прямой, которая бы 
пересЪ$кала два данныя коническ1я сЪчен1я (29) въ четырехъ гармониче- 
скихъ точкахъ? 

Рьшене. Это задача взаимная предъидущей, и, разсуждая. надъ урав- 
нен1ями . (28) и (21), какъ выше, легко найдемъ слфдующее геометрическое 
мЪето, которое получится изъ (33), замъняя А;ь, В;ь, х чрезь нь, Мы, Е: 


(422633 —- @ззбаз — 291 261 а) 52. -- (аззб1 -- а11633 — Залзв1 з) 62. 
-- (а 162 —- 423011 — 2аэзбэз) 3 -- 
(35) 


= (а 623-Г 2361 3—0 101 2 @1 2611 )=1 6 Е 2 (аз а--а! ВН 3 @1 з6ео )51 8-Е 
-|- 2 (@1 2652 ч аб — @ззбоз — 423033) $5 —=0=—Ф 


какъ видно коническое сЪчене. 
Еесли` ангармоническое отношене дано, То’ обвертка будетъ четвер- 


той степени: 

И к ь (36) 
Функщи (33) и (35) будем всегда обозначать. символами. Е и $. 
26* 


^` у 
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$ 385. Задача. Найти уравнев1е четырехъ общихъ касательныхъь къ 
двумъ даннымъ коническимъ сЪченямъ? | 


Ришене. Пусть уравневн!я въ линейныхъ координатахъ данныхъ ко- 
ническихъ сЗченй будуть: 


’=0 , д =0 (37) 


КЕ! = 0 (38) 


представляетъ систему коническихъ сЪчешй, ииЗющихъ четыре общая ка- 
сательныя съ данными двумя. Если это уравнен!е Пр Луни къ три- 
линейной Декартовой системЪ, то найдемъ: 


АУЧЕАЕ-- ий — (39) 


Уравнение: 


ГД Е есть выражение (33). 


` Уравнене (39) представляетъь ее коническихъ сЪчевй, коей 


фир есть: не 
м АА. | г (40) 


Но обвертка системы коническихъ сЪчевшй (38) есть четыре общая каса- 
тельныя къ коническимъ оБченямть Е 7), И з и есть ихъ 
уравнен!е. | 

Уравнене (40) по форм: представляетъ геометрическое м$ето, ка- 
сающееся коническихъ сБчешй (39), а кривая Е==0 проходить черезъ 
точки .касан1я. Откуда видимъ, что восемь точекъ касан1я двухъ кониче- 
екихъ сЪчешй съ общими ихъ касательными находятся на коническомъ 
сзчени Е==0. Взаимно, восемь касательныхъ въ точкахъ пересвченя 
двухъ коническихъ сЪчевй, касаются коническаго оЪчен1я Ф= 0. 

Если =0 есть пара прямыхъ лий, то Е—=0 есть пара касатель- 
ныхъ, проведенныхъ изъ точки пересечения прямыхъ п=0, къ кониче- 
скому сЗчемю [=0. 

_ Пр. Найти уравнене общихъ касательныхъ къ коническимъ с$чен1ямъ: 
ды. + сх —=0 , а’? Их, и 
Ришеще. ЗдЪеь: А! 
Ан =06 , Аю=са , Аз = аб 
откуда: 
ее Е = аи (6е с) 2*, -+- 5 (ва + ва) 7, -- се (аб! а’5) х°. 


слфдовательно искомое уравнене будет: 
[© (бе -- Ис) =*, [5 (са’ + га): д?, - се (аб' а 'ъ) хз: М 
_ 24 абса' с (а, Е Ч сд 9 @ 27°. Ча, их 6'22?,) 
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которое легко разлатается на четыре линейные множителя: 


О ОИ ини пришел ньжеь. Пра ии 


$ 386. Если коническя сченя р —=Ои о касаются, то кони-_ 
ческое сЪчеше Е касается каждаго въ точкЪ ихъ касаня. Это сл$дуетъ 
изъ того, что Ё==0 проходить чрезъ точки касаня общихъ касательныхъ 
къ /=0и д=0. Если [| =0 и /=0 имЪють двойное соприкосновение, 
тои ЕЁ==0 имзетъ двойное соприкосноветше сь ними въ точкахъ ихъ со- 


прикосновен!я. Это можно провзрить, ‘составляя Е==0 для коническихъ 
сЪчений: | 
сд? -- Эх хо =0 и с. 2 =0 


которое будетъ той же формы: 
дес 2 Е ЭРА (сс) хо =0 


Замфтивъ, что если Г=0 и [=0 имЗють двойное соприкоеновене, то 
Е=0 имфетъ форму !-- тр, найдемъ систему усломй, при которыхъ 
коническая сЗчешя [= 0 и р=0 имзють двойное соприкосновеше. Для 
этого напишемъ Ё==0 въ форм%: | 


_ аа ож -Е са Е яв то -- 295123 -- ЗЁхотз == 0 


г а, Ъ, с.... ИмМЗють значеюя коэфищентовъ при Е въ (33). Эти усло- 
вя очевидно суть рядъ опредФлителей, выраженныхьъ символомт: 


(1 425 @33 412 Из 93 
9: 652 653 2 М3 0 || =0 (41) 


а 6 с й 9 Г 
значене котораго извЪетно изъ теори опредЗлителей. т 


Что {=0 и д==0 имЗютъ линейную зависимость съ Ё, если (9: 
имфють двойное соприкосновене, можно показать слЗдующимъ образомъ.. 
Если Г—=0 и /=0 имфють двойное соприкосновене, то въ выраженш 
[— \\.==06 величина ^ имЪетъ такое значеше, при. которомъ это уравне- 
не прехставляетъ двЪ совпадающия прямыя. Но если коническое сЖчене 
есть дв совпадаюц!я прямыя, то его взаимное тождественно равно: нулю, 
слфдовательно мы должны имЪть тождественно: 


Пи .Ф. АР =о (42) 


Но значеше \, при которомъ это имЗеть исто, есть двойной. корень урав- 


ой АЗ № 
дйз— Чл д = д, ео 
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исключая Х изъ предъидущаго уравнен!я и двухъ дифференталовъ настоя- 
щаго, найдемъ: 


В 
© } 20 ) ЗА 


Если два коническля сфчеюмя имфютъ двойное соприкосновене, то ихъ 
взаимныя имЪють его также, и легко видЪть, что предъидущая завиеи- 
мость между /', Фи Д' даетъ слфдующую между р Кий: 


ГЕ 
ЗА 2^090 9 |=0 (45) 
У 24 () ЗА 


$ 387. Задача. Найти услове, при которомъ прямая: 
12 -Е вхо -Е 6323 =0 
проходить черезъ одну изъ точекъ пересВченя двухъ коническихъ сЪче- 
шй Р=о0 и д=0? 

Рьшеве. Другими словами, требуется найти уравнен1е четырехъ то- 
чекъ перес$ченя данныхъ коническихъ с$ченй. Уравнен!е въ линейныхъ 
координатахъ одного изъ системы коническихъ сЪченй {РАД =0 най- 
демъ, подставивъ въ линейное уравнеше /'—= 0 коническаго с$чешя {=0 
вмЪсто 01, @22,..., выраженя а!--», а -Р^.... 

Но 

Г — Ан 5-Е 4225, -- 335% НА & -- 2.4, 366 -- 2 Аозбрез == 0 


откуда, подставляя, найдемъ: 


Г-ЕАФ-Е МА =0 (46) 
гдЪ Ф есть выражене (35). Обвертка этой системы коническихъ сЪчешй 
и Е ф? Бы. 4Ё'р' (47) 


Но такъ какъ обвертка системы коническихъ сЪчен!й суть четыре точки 
ихъ перес$чен1я, то уравнеше (47) и есть искомое, т. е. прямая, которой 
координаты удовлетворяютъ уравненю (47), проходить чрезъ одну изъ 
точекъ перес$чен1я данныхъ коническихъ сЪчений. 

3 388. Аоварлантиы и контравартанты. Въ глав5 ХШ мы опред$лили,. 
что такое инваранть и коварантъ формы или системы формъ. Въ настоя- 
щемъ параграфЪ мы пояснимъ примЪрами данное опредфлене и скажемъ, что 
такое контраваранть. Инварантъ и коварантъ имфютъ то. свойство, что 
ихъ геометрическое значен1е не зависить отъ координатныхь осей, къ ко- 
торымъ отнесено уравнен!е ИЛИ уравнен1я; но инваранты, какъ мы вил\- 
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ли, суть функщи только коэфищентовъ уравненшя, а коваранты содержать 
и перемзнныя. Если намъ дана кривая или система кривыхъ и мы най- 
демъ изъ ихъ общихъ уравненй такое геометрическое мёсто 0=0, коего 
связь съ данными кривыми не зависитъ отъ координатныхъ осей, къ ко- 
торымъ отнесены уравневн!я, то кривая (==0 называетея коволантомь 
данной системы кривыхъ. Если мы желаемъ имЪть уравнен!е кривой 0=0, 
отнесенной къ какимъ-нибудь новымъ координатиымъ осямъ, то’ мы оче- 
видно получимъ одинъ и тотъ же результатъ, преобразуя уравнеше (И==0 
кь новымъ осямъ, или преобразуя данную кривую или кривыя и изъ пре- 
образованныхъ уравненй составляемъ 0 такъ, какъ оно было составлено 
изъ начальныхьъ. 

Такъ напримёръ, если преобразуемъ уравнен!я двухъ коническихъ 
сБченй къ новому координатному треугольнику, то должны подставить 
вто 21, 2, 23 выражения: 


1121 -- 0122 -- 4 373 ‚ бил - ооо | воза, ода Е овожь | аз 


Если теперь подетавимъ эти выражен!я въ уравнеше Е=4 А АГА, а по- 
томъ составимъ тоже уравневше изъ преобразованныхъ коническихъ с$че- 
вый, то очевидно, что эти два уравненйя будутъ отличаться только посто- 
яннымъ множителемъ зависящимъ отъ коэфищентовъ о;к: Это происходить 
вел®детве того, что уравнене Е? =4 Л А.ГЁ представляеть четыре об- 
шпя касательныя къ коническимъ сЪчешямъ /=0 и д =0. 

Точно` такое же свойство имфетъ и кривая Ё==0, которая есть гео- 
метрическое м$ето точекъ, изъ коихъ четыре касательныя, проведенныя 
къ двумъ даннымъ коническимъ сЗчешямь [=0 и /==0, составляють 
гармоническую связку (33). Поляра данной точки относительно даннаго 
коническато сЪчешя [==0 есть коварантъ. На этихъ свойствахъ оено- 
вано аналитическое опредзлеве коварантовъ. Функц я, составленная изъ 
одной или нЪсколькихь данныхъ функщй по извЪетному правилу, назы- 
вается коварзантомь, если она будетъ такого свойства, что результатъ, по- 


лученный линейнымъ преобразованемъ перемфнныхъ въ ней, будетъ от- 


личаться отьъ результата, полученнаго. составляя ту же функщю изъ дан- 
ной или данныхъ функция линейно о рнииЫк только постояннымъ 
_ множителемъ. | 

Есть еще другой  родъ коварантовъ, которые называются контрава- 
‚раантами. Контраваранты суть ничто иное какъ коваранты формъ въ 
‘линейныхъ координатахъ & , &, Ё и въ 10 время, когда перемФиныя 27, 25, 2з 
преобразуются линейно, перем нныя &,, 62, 3 преобразуются обратно С 186). 
Пусть еж координатнаго треугольника будуть: _ 


и=0 , и=0 ‚ Уз =0 


# 


оЗТ 


408 ГЛАВА ХХП.— ГЕОМЕТР. ЗНАЧ. ИНВАРТАН. СИСТЕМЫ КОНИЧ. СЪЧЕНТЙ. 


Если черезъ 1, 12, }з назовемъ коо’динаты какой-нибудь прямой, отне- 
сенной къ этому треугольнику, то ея уравнеше будетъ: 


11 У -- 722 -- 3% —=0 (48) 


Если ПолоЖимМъЪ, ЧТо 21, 19, 73 суть стороны другаго треугольника, то 
у; Уо, Уз будутъ линейныя функщи перемЪ$нныхЪ 421, 45, 23; пусть онЪ 
будутъ: 


Л — м! 2 970 - а 3бз о. 1/2 =“ -- ярожо -- 05373 , 


(49). 


уз — Я —- 033.3 


подставляя эти выражен1я въ уравнеше (48) и означая коэфищенты при 
21, 2, 73, чрезъ &, &, &3, найдемъ: 


Я = 01111 -- 92 Гб: , @& =, Е базе -- азот , (50) 
53 = 013" -- 99312 -[ 9333 
откуда, означая черезь Л опредфлитель элемента о», найдемъ: 
Дт В: НВ 262 -- #1363 
Ат = Ва, -- Возба -Г Возбз (51) 
Ат = Вата: - Взоб» -Г Взз6 


Слфдовательно, если перем нныя 21, 25, хз преобразуются уравнешями (51), 


ТО 11, 12, 1з Должны преобразоваться уравневями (50). Если теперь функ- 


щя, составленная изъ коэфищентовъ уравнешя кривой или системы кри- 
выхъ и перем нныхъ 8, Е2, &з, будетъ имЪть свойство коваранта отно- 
сительно линейнаго преобразования (50), то она называется контраваилан- 


„томь данной кривой или системы кривыхъ. Такъ, наприм$ръ, уравнение: 


\ 


г’ — ди ды... =0 


или услов1е, что прямая, данная’ координатами (ЕЕ, касается вониче- 
скаго сченя: 


Гб а ет т Ао =0 
есть его контравар!антъ. 


Уравнене Ф =0 (35) геометрическаго. мета прямыхъ, которыя пе- 
рееЪкають два коническихь сЗчешя /=0 и д==0 въ четырехъ гармони- 


_ческихъ точкахъ, есть контраваранть этой системы. 
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3 389. Каждое коническое сзчене, коварантъ съ коническими сф- 
чен!ями /=0 и д==0, можеть быть выражено въ функции Кий и юо- 
варланта Ё==0, а контравартанть можетъ быть выраженъ въ функщи 
Г В Г :. и Ф. 

Пр. 1. Выразить въ функцш р В и РЕ нолярное коническое сЪчен!е кони-. 
ческаго сЗченая Г = 0 относительно р = 0? 


`, 


Риьиенще. Изъ свойствъ инвар1антовъ и ковар1антовь ‘мы знаемъ, что всякая 
найденная зависимость между ними, при какой-нибудь сиетем$ координатныхъ осей _ 
нифеть мфето и тогда, когда координаты будуть преобразованны. Ся$довательно 
можно отнести коническая сфчешя [=0и [1 =0 къ ихъ общему полярвому тре- 
угольнику, тогда ихъ форма будетъ: 


[= а? -- 62 - в? , р=ж-у- 2? 
при этомъ найдемъ, что ихь ковалланть Е будетъ: 
= (с) 2 6 (с Рау? с(а-Н О г? . (52) 


Но услове, что прямая &, , С касается коническаго сфчешя /=0, очевидно, есть: 


СЕ? -- са? - аб? =0 
Геометрическое м%сто полюса относительно й =0 касательной КЪ /—=0 есть: 
6сх? -|- сау? -- аб2? = 0 
но его можно написать въ форм: 
(беса + 46) (пу =Р 
слфдовательно искомое геометрическое м%Ъсто будетъ: 
9 = 


Точно также, можно показать, что полярное коническое сфчене коническаго сфче- 
я [} относительно [ есть: 
УР =К 


‚По. 2. Выразить въ функши } /1, Е обвертку прямой; которая перес$кается 
коническими ` сЗчен1ями /=0Ои ДА =0 въ четырехъ гармоническихъ точкахъ? 


Риюшеше. Мы видфли, что уравнеше этой обвертки есть коническое сЗчене 
(33) Ф =0, въ этомъ случа$: 
Ф=6-ое-(е-+ат-+ ао =0 = (53) 
лфдовательно ея уравнене въ координатахъ 2, 9, 2 есть: 
(са) а-+ 92+ а 6-+9ду-+е-+40--9л= 
(с са + 46) (2? у? + 2) + (аъ + 9 (а? + ей) — Ро 


Пр. 3. Найти услове, и которомъ ковар!анть К распадается 1 на двЪ пря- 
мыя линии? 


Рииеще. Инварантъ А коваранта ЕЁ = 0 (52) долженъ быть равенъ ну 
что даетъ: 


— 


сы ©) са (а--)=0 
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ИЛИ: 
афе [ (а-НЫ- с) (6с -- са + а5) -- а] =0. 
откуда: | | ых 

А. (А (9%; - АД\) = 0 

искомое услове. Уравнеше 9%, — АД, =0 есть также услов1о распадевя ковар1- 
анта Ф на два линейные множителя. Это услов1е будеть удовлетворяться, когда, два 
круга ‘пересЪкаются подъ прямымъ угломъ; вь этомъ случаЪ, каждая изъ. праямыхъ, 
проходящихъ чрезъь одинъ изъ центровъ, перескается кругами въ четырехь. гармо- 
ническихь точкахъ, а геометрическое м$сто точекъ, изъ конхъ четыре касалельныя 
къ кругамъ образуютъ гармоническую связку, есть дв$ прямыл лин. Геометричес- 
кое м$ето и обвертка будуть такя же, если 42 = 2 (7? + т?,). 


Пр. 4. Преобразовать два коническая сЪчеюмя въ формы: 


д у 22 =0 , аз? в? - сё? =0 _ (54) 
Руьшене. Количества а, 6, с опредфляются пзъ уравненя: 
Диз — 98+ 9 — А =0 (55) 


какъ въ $ 346 пр. 2. Если изъ уравненай: Е 
у, а ел р ,аф-о-5(е- а) ’-+ «(а и=Е 
‚ опредфлимъ 27, у?, 22, то найдемъ эти величины въ функщи К, Ё, Е. 

Пр. 5. Преобразоваль уравненя: | 

323 — бу -Е 952 — 2% + 4у=0 , 522 — 14жу -|- 842? — 6х —2=0 

въ форму (54)? о 

Рюшене. Отыщемъ опредфлители Ди А, и ихъ миноры: 

А=-9 , 9=—54 ,‚ 9=—99, Л =— 54, 

откуда корни уравненя (55) будуть 1, 2, 3. Вычиеляя Г, найдемъ: 


Е = —9 (235? — 50ту -- 44? — 15х 4 12у — 4) 


Полагая: к 
| ‚ Х?-- У?- 2? — 342 — бху | 9у? — 9х — 49 
Х?-- 2У?-- 32? — 54? — 14ху -Е 8у? — 6х —2 
5Х* - 87? -- 92? == 232 — Блу -| 44у? — 18х + 12у —4 
Найдемъ: | а 
Х* = (ЗУ 1} 
ИЗЪ 
6+А-—Е 
У? = (2х — чу 
_ИЗЪ и 
| Е— 3—2} 
и: 
а == — (#--уе 1" 
изъ | 


3—2 
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Пр. 6. Найти уравнен!е четырехъ касательныхь въ точкахъ пересфчен1я ко- 
ническихъ сфчешй [=0Ои р =0? 


Отв. : 
(@Р — А)? - 4АГ (РГ — РГ) 

Пр. 7. Найти обвертку основав!я треугольника, виисаннаго въ коническое сф- 
чен1е /=0, и коего дв$ остальныя стороны касаются коническаго сЪчемя / = 0? 


Рьщенае. Возьмемъ за координатный треугольникъ,. ри вписанный 
въ [=0 въ извфетномъ положени, и пусть: | 


= 2 (уг чугх -- 2ху) 
Ё = 2? у2- 22 — 292 — 2ху — 2Айху 
гдф, очевидно, прямыя х = 0, у = 0 касаются коническаго сфченя / =0. Очевидно, 


что А-В =0 коническое сфчене, коего касается третяя сторона треугольника, 
2 = 0; мы покажемъ, что это коническое сфчене опред$ленное. 


Въ самомъ дЪлЪ, имЪемъ: 
А —- 210Р, 0 а (Р-Я 1)? — ЗАО, =2 (Р-Р (2 - №), А > (2 а Ай): 


откуда: 


(), — 40, = 4^АД. 
слфдовательно уравнене ^Ё-- р =0 можетъ быть написано въ форм$: 


(62, —49/\,) Г-- 4 ЛАГ, 0 


какъ видно опредфленное коническое с$чевнле, коего касается третяя сторона тре- 
угольника. Если 4), =4/Л/Л\,, то очевидно третяя ронВ р всегда ка- 
сается коническато сБчемя |} =0. 


Пр. 8. Найти геометрическое мЪ$сто вершины треугольника, коего стороны 
касаются коническаго сБченя /.—=0, а двЪ остальныя вершины находятел на кони- 
ческомъ с$чеши р = 0? 


Рищеще. Означимъ черезъ /(1) и № (1) результатъ подстановлен1я 2’, у’, 2’ вЪ 
данныя коническя сЪчешя гри /. Рёшеюше будетъ состоять въ слБдующемъ: соста- 
вить уравнене двухъ касательныхь къ коническому сфченю '/=0, проведенныхъ 
изъ точки (219121), за тВмъ составимъ уравнеюе прямыхъ, соединяющихъ точки пе- 
ресфчен1я касательныхь съ коническимъ сфченемъ [1 =0, и наконецъ составимъ 
услове, при которомъ одна изъ этихъ прямыхъ (которая должна быть третяя сторо- 
на искомаго треугольника) касается коническаго сфчевая /=0. Если чрезъ Р на- 
зовемъ поляру точки (2.9.2!) коническаго сЪченля {= 0, то пара касательныхъ ИЗЪ 
этой точки къ / = 0 будеть {# (1) — Р? = 0. Чтобы найти хорды перес$чен1я этихъ каса- 
тельныхъ съ / =0, надобно опредБлить ^ такъ, чтобы уравнеше //(1)— Р2-НАХ =0 
представляло пару. прямыхъ линй. Призначная (@15сгпатапф) этого уравненя есть 
слёдующее квадратное уравнене: ро 


А№-+ЕО). о -А га) в) = 


‚ для опредфлевя Х Наконець, чтобы найти услове касав1я одной изъ этихь хордь 
коническаго сБчетя /=0, составимъ призначную уравнения: 


ви-- (Га) — 2+4) =0 
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н приравнявъ ее нулю, соетавимъ условие, чтобы это урана, относительно |, 
зо равные корни. Эта призначная есть: 


Ди? -- АГА) -- 9) и + [АР О -^ (АА, =0 
искомое условае равенства корней будетъ: 
^ (4/0, — 9) 4 А (0 =0 
нодставляя, нолученное отсюда значене Х въ: 
— М-+Е(Х- ДАРА). Ё (1) =0 
найдемъ искомое геометрическое м$ето: 
16 ЛИЛ. Л — 4А (49, — 9) ЕЕ, — 977 =0 
которое, прн @? = 4 0,, обращается въ р =0. 
Пр. 9. Найти геометрическое м$сто вершины треугольника, коего двЪ стороны 


касаются коническаго сБчешя }=0, а третяя касается коническаго сфчещя 
а + 61, =0, а дв$ остальныя вершины находятся на коннческомъ сфчеши в = 0? 


Ризценае. Какъ въ предъидущемъь примфрЪ найдемт, что искомое м%$сто есть 
одно изъ коническихъ сфчевй, касающихся четырехъ общихъ касательныхъ къ ко- 
ническимъ сБчешямъ =0и р =0: 


АД, ВА - ИЕ. А и =0 
тд$ Л: дано квадратнымъ уравнентемъ: 


а (5 — Ва) \? + а (аа + 206) и — у? =0. 
въ которомъ: | | 
х=4АЛ ‚ а В= 9—4, 
Пр. 10. Найти геометрическое мфето вершины многоугольника, коего стороны 


касаются ето сфченя #=0, а остальныя вершины скользятъ по коничес- 
кому сфчен1ю Д -= 


_Рьшете. Этотъ рвы ба сводится на предъидупий. Въ самомъ Вы. прямая, 
сосдиняющая смежныя вершины съ вершиною геометрическое м$ста, которое ищется, 


касается коническаго  сфченя формы аГ-- ар =0. Найдемъ, если Л в; ^, в; 
А ыы величины для многоугольниковъ п—1, пил--1 сторонъ, что 
А” в = ААА (р — Д.В ^"). Для треугольника имфемъ № =, и = Дб; 
для четыреугольника ^” = 82 и" = и (4/Ла + «068), и подобнымъ образомъ, послфдо- 
вательно, найдемъ для всякаго многоугольника. 

$ 390. Якобаевекая кривая. Даны три коническ1я сБчен1я. Найти гео- 
метрическое мЪета точки, коей три поляры ‘относительно трехъ данныхъ 
коническихъ сфченй пересЪкаются Въ одной тТОчЧкКЪ. 


Руьшенте. от данныя коническля офченыя будуть: 


[==0 ;. й=0 , ро . _ (6) 
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три иИхъ поляры относительно ТОЧКИ (#2) будутъ: 2 
— = () о 0 
х Г у + т Г Я 7 д | 
ый (57) 
до о А 1. 
не в и, 


Если эти поляры проходятъ Е одну точку, то будемъ имЪть ($ 68): 


и 4 д 

д ° би ’ да 
1 м А _ 
а 0х1 Оу 021 ея (58) 


07 ( 1 д Я 


Такому уравнению олЖжны удовлетворять координаты точки (д ул) нЕ 
трехъ поляръ. Какъ видно это кривая третей степени, _воторая_ назы- 
вается якобзевскою кривою трехъ коническихь  сЪченйй. 


Легко ВИДЗТЬ, что если три поляры, какой- нибудь точки. относи- 
тельно коническихъ сЪчен!й (56) пересВкаются въ одной точкЪ, то поляра 
той же точки относительно всЪхъ коническихъ с$чешй системы: 

в Ув =0 — (59) 
пройдетъ также чрезъ точку перес®чен:я трехъ поляръ (57). 

Если поляры точки А, лежащей на якоб1евской кривой, вс%хъ ко- 
ническихъ сфченй` (59), проходять чрезъ точку В, то прямая АВ ‘пере- 
сЪкается гармонически каждымъ коническимъ сЗченемъ изъ системы (59), 
аа слЪдовательно поляры точки В пройдуть вс% чрезъ точку А, поэтому 
и точка В находится на якобевской кривой и называется соотвьтственной 
точк$ 4. Очевидно, прямая АБ перескается системою коническихъ с%- 
ченй (59) въ точкахъ образующихъ _инволющонный рядъ, коего двой- 
_ныя точки суть Аи В. Такъ какъ двойныя точки суть совпадающ!я 
соотв тственныя инволюц!юннаго ряда, то изъ этого елфдуеть, что если 
какое-нибудь изъ коническихъ сфчен!й системы (59) касается прямой АБВ, 
то оно можетъ ее коснуться только въ точкахъ А или В. Еели одно изъ 
коническихъ ‘сёченй системы (59) распадаетея`на дв прямыя ливи,  ме- 
ресфкаюцияся на прямой АБ, то точки ихъ перес%чен!я должны быть 
или А или В, исключая того случая, въ которомъ. сама лишя АВ есть 
одна изъ распавшагося коническаго съченя на двЪ прямыя. _ 
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Впрочемъ можно прямо доказать, что если коническое сЗчеше: 


М-Н НУВ =0 (60) 


распадается на пару прямыхъ лин, то точки ихъ пересВчен1я нахо- 
дятся на якобевской кривой. Въ самомъ дЪлЪ, если (60) есть прямая ли- 
ня, то координаты точки перес$ченя должны удовлетворить уравнене: 


и В меб 
0х '’ 02 


О1 ий йе 
тв и, ие (61) 


. р = -|- ь т 2 ео 
ет и 
Исключая ИЗЪ ЭТИХЪ уравнен!й Л, №, у найдемъ якоб1евскую кривую. (58). 
Прямая. АВ пересфкаетъ якобевскую кривую еще въ третей точк$, 
а изъ того, что было сказано выше, слфдуеть что сама лишя АВ есть 
одна изъ пары прямыхъ линй, проходящихъ чрезъ эту точку, и нахо- 
`дится въ систем коническихъ сЪчевй (59). 
Если три данныя коническ1я сзченя будутъ: 
(их! -- 4222 -- азтз)? =0, 
(641 -— 652 -- 6323)? =0, (62) 
(о т) + 6222 -Е 6323)? =0 
въ символической формЪ (5 199), то очевидно ихъ якобевская кривая бу- 


детъ: 
| (@1ь: 391 а) 2, к (226! сз) 1°. -- (аззбозс! 3) 273 


м: [(@л1 боб 3) —- (ав 263) 27, 12 — | (аззб1С1э) -- (@11бае, 3) 1 хз — 
—1| (11 Вэбэз) -- (аэ261612)] м 27. = [(@926зз1э) ы (азаблзС! 37] 2223 — 
ЕР [зави аз) Е (аз 513) т и [(а22Фззс з) -- (3361 262з)] изо — 


— [(аи16озсзз) 2 (аз) 36 )] 2 тах: == 0 


(68) 


‘Символъ, напримЪръ, (01161 з61з) означаетъ опредвлитель полученный изъ 
члена я зс12, перем щая буквы а, 6, с. 


Пр. 1. Описать коническое еЗчеше, проходящее чрезъ четыре данныя точки 
_ и касающееся даннаго коничеекаго с$ченя р = 02. 
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Рюшене. Пусть четыре данныя точки будуть пересфчен1я двухъ коническихъ 
сфчешй /=0и р =0. Легко видЪть, что задача имфетъ шесть рфшевй Въ самомъ 
ДЪлВ, если въ услов!е ($ 351) касамя двухъ коническихъ сфчешй /=0 и № =0 под- 
ставимъ 41 -|- АБ,1, а. -- ^6,.,... ВМФсто а,1, @1.,.., ТО ^ войдетъ въ это услове въ 
шестой степени. Якобевская кривая трехъ коническихъ сЗчешй /=0, д =0, р =о0 
пересфкаеть А, =0 въ шести искомыхъ точкахъ касаня. Такъ какъ поляра точки 
касаня съ № =0 будеть. поляра той же точки относительно коническато сЪчевля 
ЛЕ- &Г, = 0, то она проходитъ чрезъ точку пересъчен!я поляръ относнтельно кони- 
ческихъ с5чешй =би р =0. 


Пр. 2. Если три коническля сЗченя имЪютъ обнай полярный АНЯ 
то ихъ якобевская кривая обращается въ три прямыя лин!и. 


Рьшенще. Въ самомъ дфлЪ, если три коническля сЗчен1я отнесены къ общему 
ихь полярному треугольнику, то онЪ имБютъ формы: 


очевидно, ихъ якобевская кривая есть хуг = 0. 


Пр. 3. Если коническая сБчен1я имфютъ цвЪф общия точки, то ихъ якоб1евская 
кривая распадается на коническое сфчене, проходящее чрезъ двф обия точки, и 
на, прямую лин1ю. Геометрически, очевидно, что А: 
ки, удовлетворяеть. условю. Тоже легко показать аналитически. Въ частномъ случаф, 
якоб1евская кривая трехъ круговъ есть кругт, пересфкающий три данные круга ПОДЪ 
прямымь угломъ. 


Пр. 4. Якобевская кривая состоить изъ коническаго сфчен1я н прямой и въ 
томъ случа$, когда одно изъ коническихъ сфчеюй будетъ полный квадратъ, т.е. двЪ 
совпадающ1я прямыя / = Г? =0. Въ этомъ случа, изъ формы (58) якобевской кри- 
вой видно, что прямая Г =0 будеть въ ней множителемъ. Слфдовательно можно 
описать четыре коническля с$чемя касаюцияся даннаго коническаго сфченя } =0 
ВЪ двухъ точкахъ перес$чевця /, =0 съ ЁБ =0, и касающееся в = О вь точкахъ пе- 
ресфчен1я его ‘съ якоб1евскимъ коническимъ сфчешемъ. 


/ 


| Если три коническая сфчен1я суть: коническое сфченше, кругъ и квадрать без- 
конечно удаленной прямой, то ихъ якобевская кривая проходить чрезь основан 
нормалей, которыя МОЖНО. провести изъ центра круга къ коническому сфчен1ю. 


$ 391. Выше мы видфли, что два коническля съчен1я: 
ф=0 и А=0 


имфютъ четыре инваранта Л, 0; Д:, @ и одинъ коварантъ Ё=0, ко- 
торый есть также коническое сЗчеше (33); но кромЪ этого ееть еще куби- 
чесюй ковар1антъ,—это якобевская кривая трехъ коническихъ с$чешй /—=0, 
=0 и Е=0.. Мы видфли выше ($ 390, пр. 2), что коничеекое сЪчене 
Е==0 имЪетъ обий полярный ‘треугольникъ съ коническими сБчетями 
Т=0О и В==0, слЪдовательно если составимъ якобевекую кривую кониче- 
скихъ сЪчЧенй }=0, д=0, Н==0; то ‘найдемъ кубичесый коварантъ, ко- 
торый будеть ‘ни что иное, какъ стороны общаго ‘полярнаго треугольника 
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коническихъ сЪченй Г=0 и {==0. Изь 5 389 также видно, что яко- 
б1евская / тождественно уничтожается, если {=0 и Д=0 имЗютъ двой- 
ное соприкосновене. Въ $ 389, пр. 4 мы показали, какъ найти уравнене 
сторонъ общаго полярнаго треугольника, и если сравнимъ эти два, метода, 
то найдемъ: 


= Е*— ЕЛЕ Е ет АФй + 29 ЗААЙ— 
(64) 


— А АР — АЗ АА — 99+ АА 9— 9)? 


Изъ этого видимъ, Что система изъ двухъ коническихъ сЪченй иметь, 
кром$. четырехъ инварантовъ, четыре коварланта: 


Г, ПЖ ЕИжУу 


‘которые связаны зависимост!ю (64). Точно также имфемъ четыре контра- 
вар1анта: 
ОЕ , Е 

‘изъ воихъ послЪдь представляетъь вершины общаго полярнаго треуголь- 
ника въ линейныхъ координатахъ. Эти коваранты связаны зависимостью 
подобною (64) между /', /', Ф, Г и инварантами. 


Пр. Написаль для коническихъ сЪченлй: 


2 у =0 , а 6 ^=0 
_вЪ ВВнадцать формъ: 

А, А: 3 9, ©, 3 Г, Г 3 г, В: , т ‚№ Г? 
Отв. _ 


А=!, А =ае , 9=а-Ь-е , ео 
ии , мые ой , Раб мьадуе@ 0 
—_ 7=6-90@(-9@-Бам 
РР РЕ УЖ = $5? -- сат? - а, Ф= а 6 + (© а) ие («5 
Г=6—6)(«—а)(@—5) 16 


$ 392. Кром инварантовъ, ковар!антовь и контраварантовъ, есть 
ене см$шанные коваранты: это так1я функии отъ коэфищентовъ, пере- 
МЪнныхъЪ 2), 2, 2. и перемЪнныхь &, №, 3, которыя имЪютьъ характеръ 
коварантовъ, когда, 2), 1х2, 2. преобразовываются подстановлетями $ 388 
.(49), а В, &, 6 подетановленями (50). Эти смфшанные коваранты можно 
`разематривать, какъ коваранты системы двухъ коническихъ сЪчешй /=0, 
‘д==0 ‘и прямой: 52--у —-2==0. Наприм$ръ, мы можемъ составить якобев- 
‘кую кривую этой системы, или геометрическое м%сто. точекъ, коихь по- 
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ляры относительно Ги р пересЗкаются на прямой Е ту --&2=0. Эта 
якобевская функщя, очевидно, есть: 


С 5 
{ 9 9 
№=| 9х ду 902 
дп дп Оп 
дх 9у 92 


а для уравнен!й въ канонической формф: 
5 (6 — с) уг Е (с — а) 2х @—Бзу=о 


соотв тетвующая взаимная форма этой послЗдней относительно ри р 1 
будетъ: 
аб (® — с) +5 ((— а у--с(а—2==0 

Это Уравнезе представляетъ прямую, проходящую черезь полюсы прямой 
Е-Н му + (2 ==0, относительно Г=0 и А==0; Мы можемъ взять полюсъ, 
какой-нибудь, прямой чу =0 относительно {==0 и поляру этого 
полюса относительно ==0 и получить линю К, которой уравнен!е, если 
Ги даны въ канонической формЪ, будетъ:. 


К = ах -- фу - сё2 =0 


мы получимъ другую прямую К! ‚ если возьмемъ полюсъ прямой х--чу--б2==0 
относительно д ==0 и поляру этого полюса относительно Г=0. Если / 
и | будуть въ канонической форм$Ъ, то: 


К! = 6е6х -- сах -- аб = 


Вс№хъ смзшанныхъ ковар!антовъ системы, состоящей изъ двухъ кониче- 
скихъ чей, есть восемь, изъ нихъ четыре мы нашли, а четыре суть 
слздующуя: 


якобевская функшя оть к Ки ту въ канонической форм: 
6—2 (—Фу Ем (@а—0: 
якобтевская. функшя оть д, Ю и чу: 
ба? (Ь — с) ж-- веду а 5; 
и ДВ ИХЪ взаимныя: 
Зауг ($ —с) ыы чех а — 58) —- бежу (а — 5) 
_ Ве —с)уг т уса(с—а) 2-Е 36 (а— 5) ху 
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Построеше коническихъ сфченй. 


3 393. Задача. 1. По даннымъ пяти точкамъ на коническомъ сЪче- 
ши построить шестую? 

Фиг. 184. Рюшенс 1. Пусть а, 6, с, 4, е (фиг. 134) 
будутъ данныя точки на коническомъ с}- 
чени. Возьмемъ дв изъ нихъ, наприм$ръ, 
а и 6 за вершины двухъ связокъ. Прове- 
демъ лучи ас, аа, ае и 6с, 64, Ве; эти двз 
связки устанавливають ($ 230) ихъ про- 
ЭЕТИВНОСТЬ, если теперь возьмемъ, какой-нибудь лучь аГ и построимъ ему 
соотвфтственный 6/, то точка пересзченя ихъ [ будеть на коническомъ 
сЗчени, проходящемъ черезъ пять данныхъ точекъ. 





Въ самомъ дЪфлЪ, имЪемъ; 


Е 


Такимъ. ‚образомъ_ можемъ построить СЕОЛЬКО угодно точекъ на данномъ 
коническомъ офчеши. 


Если вместо луча аГ возьмемъ лучь аб, то  ботефтотвонный уч 
БГ’ будетъ касательная въ точкЪ 6 къ коническому сЪченю. 


Ришене 8. Пусть (фиг. 135) данныя пять точекъ будуть 1, 2, З, 4, 5. 
Соединимъ точки |1 и о, 2 и 3, Ё3и4 4 и 5 прямыми 12, 23, 34, 45, 
Черезъ пятую точку проведемъ, какую-нибудь прямую 56, которая встр%- 
чаетъ данное пятью точками коническое счете въ ‘неизвЪстной точкЪ, 
которую означимъ черезъ 6. 


Фиг. 135. | Такимъ образомъ бу- 
| демъ имБть, вписанный въ 
коническое сВчене шестиу- 
гольникъ 123456, коего 
противуположныя стороны 
будуть 12 и 45, 23 и 56, 
34 и 61. По предложеню 
Паскаля точки перес$чен1я этихъ сторонъ лежатъ на одной прямой линии. 
Пусть точки встрфчи 12 и 45; 23 и 56 будуть а и Ь. Продолжимъ пря- 
мую аб до ветрЪчи въ точкЪ с съ прямою 34. Очевидно, искомая точка 6 
должна находится на прямой 1с, но она находится и на 56, сл5довательно 
искомая точка будеть перес5чене произвольно проведенной прямой 56 съ 
1с. Проводя черезъ точку 5 прямыя въ произвольномъ направлеши мо- 
щемъ построить сколько угодно точекъ на `коническомъ сфчеви, коего 
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пять точекъ даны. Если произвольную прямую 56 проведемъ черезъ точ- 
ку 1, то 51 перес$четъ 23 въ точкВ 6', прямая аб’ пересЁчется съ 34 въ 
точкЪ с. Если теперь проведемъ прямую 1с, то это, очевидно, будеть ка- 
сательная къ коническому сЪченшю въ точкз 1. И въ самомъ ДЪЛЬ, ВЪ 
этомъ построеши искомая шестая точка совпадаетъ съ 1, слЪдовалельно 
шестая сторона с'1 шестиугольника проходить черезъ совпадающАя двъ 
точки. Это самое простое рзшенте. 

$ 394. Задача 2. По даннымъ пяти касательнымъ къ коническому 
с$чентю построить шестую? | > ще 

Рьшенае 1. Пусть (фиг. 136) данныя касательныя будуть АД’ АА", 
аа’, %', сс’. Пуеть а, а; 6, 0; с, с будуть точки пересФченя трехъ изъ 
пяти касательныхь а’, 69', сс’ съ двумя АЛ, АД. 

Фиг. 136. 







©’ 


ё 
`Д’ 
Изв$стно, что ангармоническля отношеня точекъ пересВченя четырехъ 
постоянныхъ касательныхъ съ пятою перем$нною равны ($ 230), слЪдо- 
вательно, если на касательной АА’ возьмемъ, какую-нибудь четвертую 
точку 4 и опред$лимъ на касательной А.А’ точку Ф, такъ чтобы им$ли; 


-- 


(ас) = («9 с'а’) 


то прямая 44’ будетъ- искомая шестая касательная. Такимъ образомъ мо- 
жемъ построить сколько угодно касательныхь къ коническому сЪчению, 
котораго пять касательныхъ даны. 

Если вмфето точки Я взята точка А и опредФлена на АА” точка а" 
такъ, чтобы (а6с.А) = (а0'с'0’), то очевидно точка а’ будетъ точка касатя 
касательной АА". Если бы точку А разсматривали, какъ находящуюся 
на касательной АА” и опреджлили точку а" на касательной АА’ такъ, 
чтобы (аса") = (аЪ'А), то точка а" будетъ точка касан!я касательной 
АА'. Это легко видЪть изъ того, что по м®рЪ приближеня точки Я въ 4, 


47" 
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точка Я будетъ приближатся къ точкЪ касашя а’ и совпадаетъ съ нею, 


когда 4 совпадеть съ А. 


Руьшене 2. Пусть данныя касательныя будуть КА, АВ, ВС, СУ, РЕ 
(фиг. 137). Если на касательной ДЕ возьмемъ произвольную точку Ен 
положимъ, что ЕЁ есть искомая шестая касательная, то по предложеню 
Браншона д1агонали АД, ВЕ, СЕ пересЪкутся въ одной точкЪ. 


Фиг. 137. 
7. Р/_ х А 


. с 


Такъ какъ д1агонали Ари ВЕ из- 
вЪетны и перескаются въ точк$ 0, то 
прямая СО встр&титъ касательную ЕА 
вЪ точкЪ ИА, которая будетъ вершина 
описаннаго шестиугольника, противу- 
лежащая вершинф (С; сл$довательно 
ЕЕбудетъ шестая искомая касательная. 


Если бы точку Е на касательной ДЕ взяли на перес$чени ея съ 
касательной АГ, то построенная, такимъ образомъ, точка а будетъ точка 
касан1я касательной АГ. Въ самомъ дЪл$, по мЪр$ приближеюя произ- 
вольно взятой точки Ё къ точкз Е', точка Е приближается къ а и когда 
Еи Е совпадутъ, то ЕК совпадетъь съ точкою а. Это самое простое рЗ- 


шене задачи. 


$ 395. Задача 3. По даннымъ четыремъ точкамъ и одной касатель- 


ной построить пятую точку? 


Рьшщензе. Пусть (фиг. 138) а, 6, с, а будуть данныя четыре точки, 
АЛ данная касательная. Точки а, 6, с, 4 образуютъ четыреугольниктъ, 
противуположныя стороны котораго аа и 66, аб и с4 пересЗкаютъ каса- 


Фиг. 138. 


тельную АД въ точкахъ 4, В, С, Ш, 


а _е _ М которыя съ неизвЪфстною точкою каса- 





> 
*.- 
`- 
`` Ра 
а“ --“ 
% - 
© юз © а № Ф => > > 


м 


ня Е касательной АЛ, образуютъ ин- 

волюц1онный рядъ, коего двойная точ- 

ка есть Е. | 
Если эту двойную точку поетро- 


_имъ, то будемъ имфть пятую точку ко- 


ническаго сЪченя, слБдовательно мо- 
жемъ построить, какъ показано выше 
(3 393, зад. 1), сколько угодно точекъ 


на коническомъ сЪчени, проходящемъ чрезъ точки а, 6, с, 4 и касаю- 
щемся прямой АЛ. Но такъ какъ есть двЪ двойныя точки Ни Е’ ©0- 
ставляющихь инволющю еъ точками А, В, С, ), то есть два коничесвя 
сЪчен1я, удовлетворяющ!я данному услов!ю. 


^^ 1 
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3 396. Задача 4. Даны четыре касательныя и одна точка, построить 


пятую касательную?. 
Ришенще. Если данную точку соединимъ прямыми лишями съ вер- 


шинами четыреугольника, образуемаго четырьмя данными касательными, 
то эти прямыя образуютъ инволюц1онную связку, коей двойной лучь будетъ 
искомая пятая касательная. Но есть другой двойной лучь, слфдовательно 
задача имфеть два рьшевя, т. е. сущесчвують два коничесвя сЪченя, 
касающяся четырехъ касательныхъ, и проходяцщия черезъ одну точку. 


$ 397. Задача 5. По даннымъ тремъ точкамъ и двумъ касательнымъ 
построить коническое с$чеше? 


Рьшене. Пусть (фиг. 139) а, 6, с будуть данныя точки, а ОЁи 0 

данныя касательныя. 

Если опредфлимъ точкиеий . Фиг. 139. 
касан!я, то будемъ имЪть пять 
точекъ на коническомъ сЗчевни, 
& слЪдовательно можемъ постро- 
ить сколько угодно другихъ то- 
чекъ. На прямой 4е, каждая изъ 
точекъ фи е представляетъ двз 
безконечно близкля точки на ко- 
ническомъ еЗчени, сл$ довательно 
она представляетъ двЪ противу- 
положныя стороны вписаннаго въ- 
коническое с$чене: четыреуголь- 
ника, коего двЪ другшя противу-. 
положныя стороны суть касательныя Оф и ОХ. 

СлЪдовательно сзкущая 6с пересфкаетъ стороны этого. четыреуголь- 
ника въ точкахъ фи {и кривую въ точкахъ $ и с. Эти четыре точки съ 
пятою Е составляютъ инволюцонный рядъ, коего двойная точка есть. Е. 
‚лЪдовательно, если построимъ точку Е и такую же точку ® на с$кущей 
аф, то прямая Ею опред$литъ на касательныхъь Оф и ОЁ дв$ точки 4 ие, 
которыя будутъ точки касаня. Сл$довательно будемъ имфть пять точекъ 
на коническомъ сЗчен1и, а потому можемъ построить и какое угодно число 
другихъ точекъ. Но такъ какъ есть по двЪ$ двойныя точки на сЗкущихъ 
с и еб, то будемъ имЪть четыре прямыя, соединяюшля ‘двойныя точки 
Е,Е' съ вю’, слдовательно будемъ имфть четыре рфшеня. 

Если замфтимъ, что сфкущая ас даеть также два рёшев!я, т.е. двЪ 
двойныя точки фи Ф', то можно провести дафнадцачь прямыхъ: 


Еь, Ею, Е’, Ею’ ; 2, Еф, Еф, Еф ; 9, оф, оф, оф 
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которыя казалось бы дадуть и двЪнадцать ршенй. Но, если замЪтимЪ, 
что каждая изъ сторонъ треугольника абс дЪлитея въ точкахъ аб, в, о; 
с ЕЕ’; а,с,Ф,Ф', гармонически, то увидимъ, что точки, какъ напри- 
мфръь Е,о,ф лежатъ на одной прямой лиши (5 146), слдовательно р*- 
шей всего четыре. 


9 398. Задача 6. По тремъ даннымъ касательнымъ и двумъ точкамъ 
_ построить коническое ‘сЖчене? 


Риюшенае. Пусть АВ, ВС, СА будуть данныя касательныя, аб дан- 
ныя точки. Касательныя въ этихъ точкахъ пересЪкаютея въ точкз М. ко- 
торую надобно опредЪлить. Легко видЪть, что лучь ВМ есть двойной въ 
инволюц1онной евязкЗ: ВА и ВС, Ва и В, елЪдовательно можно его по- 
строить. Точно также найдемъ, что лучь МСО, пересченше котораго въ ВМ 
даетъ точку М, которую если соединимъ съ аи 6, то будемъ имЪть ка- 
сательныя въ точкахъ хи 6. Но такъ какъ построеше даетъ каждый разъ 
два двойные луча, то будемъ имЪть четыре ршемя, а сл$довательно и 
четыре коническля сЪчеюмя, удовлетворяюцщия услов1ямъ задачи. 


Если между условями длз построен1я коническаго сБчеюя будетъ 
дана одна ассимптота, то она должна считаться за два услов1я, такъ какъ 
ТИ МЪ условемъ дается положене касательной и точка касаня, которая 
находится на безконечности. 


Если будетъ сказано, что коническое с№чене есть парабола, то это 
даеть одно услов!е—именно касательную на безконечности. 


Если сказано, что коническое сЪБчеше есть кругъ, то этимъ дается 
два услов1я— именно двЪ безконечно удаленныя точки. 


Если данъ фокусъ, то этимъ даются два условя, такъ какъ черезъ 
фокусъ проходятъ двф касательныя къ коническому с№ченно. Если даны 
два фокуса, то это тоже что даны четыре касательныя. 

| Если данъ полюсъ данной прямой, то этимъ даны два условя. На- 
конецъ если данъ центръ, то этимъ даны два услов1я, такъ какъ центръ 
есть нолюсъ безконечно - удаленной прямой. 


/ 


ГЛАВА ХХШ. 


Методъ взаимныхъ поляръ. 


+ 


$ 399. Въ $8 227 мы изложили уже главное основаюе метода взаим- 
ныхь полярь, а теперь изложимъ самый методъ. Пусть: 


Ге) =0 пи Г (5)=0 1 (1) 
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будуть уравненмя коническаго сЪчеюя во взаимныхь формахъ; мы его на-. 
звали основнымъ. Если (11243) ееть какая-нибудь точка, то координаты 
поляры этой точки относительно коническаго сЪчеюя (1) будутъ: 


1 0 =. 1 ОЕ Ш 19 
ых 20% к 20 ь И о дз | | (2). 


и обратно: | 
и=59- в ‚ = 59 (3) 
Въ. выше Си параграф» ВиДВли, что если: 
Е(л лох) = 0 д (4) 


есть какое-нибудь коническое сЗченше и полюсъ (у145з) скользитъ по немъ, 
то его координаты должны удовлетворять уравнеше (3): 


Т9Г 19 107 \ _ __ 
Рин) (197 ’9 а о о = — Ф(\1отз) =0 


и видфли, что коническая сЗченя: 
Е(ихол:) =0 и Ф(ЬЕ,) =0 (5) 


находятся въ такой зависимости между собою, что точки одного изъ нихъ 
суть полюсы касательныхъ къ другому и, обратно, касательныя къ одному 
изъ нихъ суть поляры точекъ на другомъ. Таюкя два коничесмя сБченя 
называются взаимными. Это основное свойство служитъ основанемъ мето- 
да изслЪдовав!й свойствъ коническихъ сЪченй и вообще кривыхъ лин. 


3 400. Для сокращеня р$чи, означимъ основное коническое сБчене 
черезъь / =0, данное черезъь д=0, а взаимное, относительно /=—=0, че- 
‘резь Й =0. Мы будемъ говорить, что точка соотвътствуеть прямой, 
если она есть полюсъ этой прямой относительно / ==0, сл$довательно. 
точки. на коническихъ сфчешяхъь д=0 и ДД ==0 суть соотв$тетвенныя 
касательнымъ на д =0и д==0. | 

На основан этихъ свойствъ взаимныхъ коническихь сфченй мо- 
жемъ изъ свойствъ одного изъ нихъ заключить о свойствахъ другаго. Свой- 
ства эти. суть предложеня, относительно положення и, въ исключительныхъ 
случиих», относительно мЪры. | 


8 401. 1. Точка пересВчен1я касательныхъ къ ‘кривой п=0 соотв®т- 
ствуеть прямая, соединяющая соотв®тетвенныя кабательнымъ точки на 
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кривой | =0. Это сл$дуетъ изъ $ 209, что точка пересЪченя двухъ по- 
ляръ есть полюсъ прямой, проходящей черезъ ихъ полюсы. 


2. Если три или болЪе точекъ на кривой } —=0 лежать на одной 
прямой лини, то соотвфтетвенныя касательныя къ кривой / =0 перес$- 
каются въ одной точкВ, и обратно, если три или боле касательных кь 
кривой { —=0 пересЪЗкаются въ одной точкЪ, то соотвЪтетвенныя точки 
‚ на кривой Д'=0 лежатъ на одной прямой лини. Это слЗдуетъ изъ об- 
щихъ свойствь поляры и полюса. 


Пояснимъ теперь приложене этого метода примЪрами. 


< 402. Мы видЪфли въ $ 371, что если шестиугольникъ АВСШЕЕ 
вписанъ въ коническое сЪченме Д =0, то его противуположныя сто- 
роны АВи ЕД, БС и ЕЁ, СШ и ГА пересЪкаютея на одной прямой 
лини. Каждой вершин А, В, С,.... соотвЪтетвуеть касательная къ д'=0, 
сл5довательно вписаяному шестиугольнику АВСШДЕЕ въ коническомъ с3- 
чени р} = О соотвфтствуетъь описанный шестиугольникъ абсаеРг около 
Г —=0. Точкамъ перес$чен1я противуположныхъ сторонъ АВи ЕД, БС 
и ЕЕ, СР и АЕ будуть соотв$тетвовать д1агонали ©4, 6с, еЁ противупо- 
ложныхъ вершинъ и такъ какъ точки перес$ченя АВи ЕО, ВС и ЕЁ, 
С) и АЕ лежать на одной прямой лини, то дагонали аа, бе, сЁ пере- 
сЪкаются въ одной точкЪ. Такимъ образомъ видимъ, что изъ предложеня 
Паскаля вытекаетъь предложене Брланшона, слЗдовательно это два взаим- 
ныя предложешя. Обратно, изъ предложевя Браншона получается пред- 
ложен1е Паскаля. 

Операц1я вывода изъ даннаго предложения его взаимнаго состоитъ въ 


слфдующемъ механическомъ процесс: слова точка и прямая, вписанный и 
описанный замфщаются словами: ярямая и точка, описанный и вписанный. 


Взаимныя предложения. 
Пр.1. Если двЪ стороны треугольни- 


ка проходять черезъ двЪ точки, а три вер- 
шины его скользятъ по тремъ даннымъ 


Пр. 1. Если дв вершины треу- 
гольника, скользять по прямымъ лин!- 
ямъ, а три его стороны проходятъ че- 


резъь три данныя точки, то третяя вер- 


шина опишеть коническое с$чеше (Ма- 


клорень). 

Пр. 2. Если въ предъидущемъ при- 
мфр$ точки, чрезь которыя проходятъ 
три стороны треугольника лежатъ на, од. 
ной прямой лини, то геометрическое 
мфсто вершины будеть прямая линя 
(пр. 14, 8 84). 


прямымъ, то трегяя его сторона  будетъ. 
касаться коническаго сЪченл. 


Пр. 2. Если прямыя, по которымъ 
скользятъ три вершины треугольника, пе- 
рес$каются въ одной точкЪ, то геометри- 
ческое м$сто третей стороны будетъ точка 


(ир. 4. 8 85). 
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Если два коническ1я сЪчевя касаются, то ихъь взаимныя будутъ 
также касаться. Въ самомъ дЪлЪ, первая пара коническихъ сЪчен1й имфетъ 
общую точку и общую касательную въ этой точкЪ, слФдовательно взаим- 
ная пара будетъ имЪть общую касательную и общую точку. 


Пр. 3. Если двЪ вершины, описан- 
наго около коническаго счения, треуголь- 
ника скользятъ по двумъ прамымъ, то 
геометрическое м$сто третей вершины 
есть коническое сфченте, иифющее двой- 
ное соприкосновеве съ даннымъ (пр. 2. 


Ир. 3. Если дв$ стороны вписан- 
наго въ коническое с$ченле треугольни- 
ка проходять черезъ двЪ данныя точки, 
то обвертка третей стороны есть кони- 
ческое сБчеше, им$ющее двойное сопри- 
косновенше съ даннымъ (пр. 3, 8 358). 


$ 358). 

3 403. Мы выше показали, что если двумъ точкамъ Р,, Рь на {1 ==0, 
соотвЪтетвуютъ касательныя РА, Р.5. на }\=0, то касательнымъ въ 
точкахь Р, и Р» будуть соотвЪтетвовать точки 1 и 12, а слфдовательно 
точка () перес$чевая этихъ касательныхъ будеть соотвЪфтствовать хорд% 
р. Откуда заключаемъ, что какой нибудь точкВ О и ея поляр% Р.Р 
относительно ==0, соотвзтствуетъ прямая 112 и ея полюсъ 4 относи- 


тельно взаимнаго коническаго сВченя |’ =0. 


Пр. 4. Если система коническихъ 
сфченй проходитъ черезъ четыре дан- 
ныя точки, то геометрическое мЪсто по- 
ляръ данной точки относительно системы 
коническихъ сфчен1й есть точка ($ 228). 


Пр. 5. Вписаль въ коническое с}- 
чен1е треугольникъ, коего стороны про- 
ходять черезъ три данныя точки? 


Пр. 4. Если система коническихь 
сБченй касается четырехъ данных ка- 
сательныхъ, то геометрическое м$сто по- 
люса данной прямой относительно сис- 
темы коническихъ сфченй есть прямая 
лин1я (5 229). 

Пр. 5. Описать около коническаго 
сфченля треугольникъ, коего вершины на- 
ходились бы на трехъ данныхъ прямыхъ. 


$ 404. Даны -два коническля сЗчемя р=0 и р =0, а ихъ взаим- 
ныя д =0 и р =0; четыремъ точкамъ перес$чешя А, В, С, ) первыхъ 
двухъ соотвЪфтетвуютъ четыре обиия касательныя 4’, В’, С", Г’; шести об- 
щимъ хордамъ коническихъ сБчешй Дир: АБ, Ср; АС, ВУ; АХ, ВС 
соотвЗтетвуютъ шесть точекъ перес$чешя общихъ касательныхъ А’Б’, 
с'р; А’, В’; АГ, В'С' въ Гир. 


Пр. 1. Если три коническая сЁче- | 


шя имфютъ обная касательныя или им?- 
ютъ двойное соприкосновене съ четвер- 
тымъ, то ихъ шесть общихъ хордъ по 
три проходятъ черезъ одну точку ($ 352). 


‚ Пр. 2. Другими словами, если три 
коническая сфченя, имфютъ двойное со- 
прикосновенте съ четвертым, то ихъ 
можно разсматривать, какъ имфющя 
четыре радикальные центра. 


Пр. 1. Если три коничесвля с$че- 
ня имфютъ двф обпия точки пли двой- 
ное соприкосновен1е съ четвертымъ, то 
шесть точекъ перес$чен1я общихъ касз- 
тельныхъ по три лежать на одной пря- 
мой ливи (352). 

Пр. 2. Если три коническля с$че- 
я имфють двойное соприкосновене съ 
четвертымъ, то ихъ можно разсматривать, 
кажъ имфющя четыре оси подобя. 
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Пр. 3. Если черезъ точку касаня Пр. 3. Если изъ какой-нибудь точ- 
двухъ касающихся коническихъ сЪфченй, | ки общей касательной двухъ касающих- 
проведемъ, какую-нибудь, хорду, то ка- | ся коническихъ с$ченй проведемъ каса- 
сательныя въ концахъ этой хорды пере- | тельныя къ каждому изъ нихъ, то пря- 
сфкутся на хорд общей двумъ кони- | мая, соединяющая точки ихъ касаня 
ческимъ с$ченямъ. пройдетъ черезь точку пересченя об- 

щихъ касательныхъ къ даннымъ кони- 
ческимъ сфчешямъ, 


$ 405. Мы брали за основное коническое сЪчен!е какое-нибудь изъ 
коническихъ сЪченй, но всегда почти берутъ въ этомъ метод за основ- 
ное коническое сЪчене кругъ и полюсы прямыхъ ‘и поляры точекъ берутъ 
относительно круга. 


Изъ уравненай круга и поляры точки (249): 


ду ==2 , аа Ну =” 


легко видфть, Что поляра перпендикулярна къ прямой, соединяющей по- 
 люсъ съ центромъ, и что прямоугольникъ, построенный на разстоятяхъ 
Фиг. 140. полюса и поляры отъ центра круга, равенъ 
квадрату построенному на радусВ х. Если 
центръ круга есть О, полюсъ Р, поляра 0, 
то имЪемъ: 


ОР. 09 ==" 


Поэтому говорятъ: если изъ данной точки 
О (фиг. 140) опустимъ перпендикуляръ ОТ 
на какую-нибудь касательную къ кривой / 
и продолжимъ его до точки р такъ, чтобы ОТ.Ор==7?, то геометрическое 
мЪсто точекъ р будетъ кривая /’ взаимная кривой А. Очевидно, что это 
то же, что брать полюсъ р прямой РЕ относительно круга, коего рад1усъ 
ееть т. 





Легко видфть, что величина рад!уса х измфняетъ только размЪръ 
кривой д, но не ея форму. Поэтому елово кругъ можеть быть выброше- 
но, а говорятъ, что кривая Д’ есть взаимная кривой | относительно. 
точки 0, которую назызаютъ началом. 


Выгода употреблевя круга, какъ основнаго коническаго сБчевя, за- 
ключается въ слБдующихъ двухъ предложеняхъ, которыя легко выво- 
дятся изъ того, что было сказано выше и которыя, въ этомъ методЪ, мо- 
гуть преобразовать не только предложеня относительно положення, но и 
относительно мФры лишй и угловъ. 
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Эти предложеня суть слЪдуюния: 


Предложене 1. Разстояще, какой-нибудь, точки Р отъ начала, есть 
взаимное разстояще отъ начала соотвЪтетвующей прямой 2. 


Предложене 2. Уголъ ТОТ' между двумя прямыми ТО и Т'’О равенъ 
углу рОр, такъ какъ Ор [ТО и Ор ТО. 
Пояснимъ сказанное примзрами. 


3 406. Задача. Найти взаимную кривую даннаго круга относительно 
другаго круга? 


Рушеняе. Пусть начало или центръ основнаго круга будетъ 0, пусть 
центръ даннаго круга будетъ С. Проведемъ, какую - нибудь, касательную 
РЕ къ кругу О, изъ цен- Фиг. 141. 
тра или начала О опу- 
стимъ на нее перпенди- 
куляръ ОГ и построимъ 
на этомъ перпендикулярЪ, 
такую точку р, чтобы: 


ОЕ.Ор =? 


ГДЪ х есть радтусъ круга 
О. Наша задача, очевид- 
но, состоитъ въ томъ, что- 
бы найти геометрическое мЪето точки. 

На прямой ОС (фиг. 141) построимъ точку О, такъ чтобы: 





0С.09 = 9? 


и проведемь М'М [ ОС. Изъ точки р ‘проведемъ рМ |1 ММ'. 
Изъ построен1я имЗемъ: 


00.00 =0ОЕ.Ор 
откуда: 
ОС _ОЕ 
Ор 00 


Но легко видЪть изъ этой пропорщи и изъ треугольниковъ КОР, КОР, 
ООГ, МГ, что: 


ОР _СР 
00 № 

откуда: 
: ОС _ Ор 


Е ьсник иьдинииюжисска 


СР № 
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Замфчая, что ОС:РСО есть величина постоянная, видимъ, что отношене 
разстояй точки р отъ прямой ММ’ и отъ точки О есть величина по- 
стоянная, слфдовательно геометрическое мФето точки р есть коническое 
сЁчене, коего фокусъ есть О, директриса ММ’, а эксцентризитеть ОС: СР. 
Откуда видимъ, что коническое сЪчене будетъ эллипсъ, гипербола или 
парабола, смотря потому будетъ-ли начало О внутри, внЪ или на окруж- 
ности круга С. 


$ 407. Принявъ во вниман!е пред. 2, 8 405, имЪемъ слдующйя два 
взаимныя предложения: 


Пр. 1. Дв$ касательныя Кь кругу Пр. 1. Прямая, соединяющая фо- 
составляютъ равные углы съ ихъ хордой | кусъ съ перес5ченемъ двухъ касатель- 
соприкосновенля. ныхъ къ коническому с$чен!1ю, дЪлитъ 


пополамъ уголъ, составляемый радусами 
векторами, проведенными изъ фокуса въ 
точки соприкосновения. 


Въ самомъ дЪлЪ, уголъ между касательной РО и хордою соприкос- 
новен1я РР’ равенъ углу между Ори 04, точно также уголь ОР’.Р равенъ 
углу между Ор’ и 094, но такъ какъ / ОРР'=/ ОРР, то / 009=/ 04. 


Пр. 9. Въ кругЪ касательная пер- | Пр. 2. Рамусы, проведенные изъ 
пендикулярна къ рад!усу проведенному | фокуса коничеекаго сченля въ точку ка- 
ВЪ точку касан1я. = сан1я какой-нибудь касательной и въ точ- 


ку, гдз эта касательная встр$чаеть ди- 
| ректрису, перпендикулярны. 


Это слЪдуеть изъ того, что директриса соотвЪтствуеть центру круга. 


Пр. 4. Прямая, соединяющая точ- _ Пр. 4. Если точку пересЪченля, ка- 
ку пересЪченмя двухъ касательныхъ къ |! кой-нибудь, прямой съ директрисой сое- 
кругу съ центромъ, дфлить пополамъ | динимъ съ фокусомъ прямою, то эта пря- 


Пр. 3. Прямая лин1я перпенди- | Пр. 3. Нрямыя, проведенныя изъ 
кулярна къ прямой, соединяющей ея по- ' фокуса ковическаго сфченя въ какую- 
люсъ съ центромъ круга. нибудь точку и въ точку пересфченя по- 

ляры этой точки съ директрисой, перпен- 
дикулярны. 


уголъ между касательными. мая дЪлитъ пополамъ уголъ между рад1- 
усами проведенными изъ фокуса къ точ- 
камъ встр$чи съ прямой. 


Пр. 5. Обвертка хордъ коническа- 
го сфчен1я, составляющихъ въ фокус$ 
данный уголъ, есть коническое с$чене, 
имфющее общий фокусъ и общую дирек- 
трису съ даннымъ. 


Пр. 5. Геометрическое м%\сто то- 
чекъ пересфчевя касательныхъ къ кругу, 
составляющихъ данный уголъ, есть кругъ 
концентрическай данному. 

Пр. 6. Обвертка хордъ соприкос- 
новешя касательныхь къ кругу, состав- 


Пр. 6. Геометрическое м$ето пере- 
сфчен1я касательныхъ, коихъ хорды со- 
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ляющихъ данный уголъ, есть кругъ кон- 
центрическлй данному. 


Пр. 7. Геометрическое м$ето то- 
Ччекъ касан1я касательныхъ, проведен- 
ныхъ изъ данной точки къ ряду кон- 
центрическихъ круговъ, есть кругъ, про- 
ходящей черезъ нхъ общай центръ и черезъ 
данную точку. 
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прикосновен1я составляютъ данный уголъ 
въ фокусф коническаго сБченя, есть ко- 
ническое сЗчене, ии$ющее общий фокусъ 
и общую директрису съ даннымъ. 

Пр. 7. Обвертка касательныхъ, про- 
веденныхъ въ точкахъ перес$ченля дан- 
ной прямой съ рядомъ коническихъ сф- 
ченлй, ии$ющихъ общий фокусъ и дирек- 
трису, есть коническое сЪчене, иифющее 
тотъ-же фокусъ и касающееся данной 
прямой и общей директрисы. 


Если въ этомъ послЗднемъ примфрЪ, положимъ что данная прямая 
находится на безконечности, то найдемъ, что обвертка ассимитотъ ряда 
гиперболъ, ииБющихъ обший фокусъ и директрису, есть парабола, имю- 
щая тотъ же фокусъ и касающаяся общей директрисы. 


Пр. 8. Обвертка хорды, стягива- 
ющей концы двухъ перпендикулярныхъ 
хордъ, проходящихъ черезъ данную точ- 
ку на круг$ есть центръ круга. 








Пр. 6. Геометрическое м$ето пере- 
с$чеюя двухъ перпендикулярныхъ каса- 
тельныхъ къ параболБ есть директриса. 


Мы говоримъ, вместо коническаго сВчешя, парабола, такъ какъ взяли 
за начало данную точку на круг ($ 406). 
Пр. 9. Если изъ, какой-нибудь, точки на окружности круга, опу- 


стимъ перпендикуляры на стороны вписаннаго въ кругъ треугольника, то 
основан1я этихъ перпендикуляровъ лежатъ на одной прямой линии ($ 300). 


Если данную точку на окружности возьмемъ за начало, то вписан- 
ному въ кругъ треугольнику будетъ соотв тетвовать, описанный около па- 
раболы треугольникъ; основанямъ перпендикуляровъ соотвЪтетвуютъ:. пря- 
мыя, проходяшия черезъ точки соотв$тетвенныя сторонамъ треугольника 
перпендикулярно къ рад1усамъ векторамъ, проведеннымъ черезъ начало въ 
эти точки. СлЗдовательно, если соединимъ фокусъ съ вершинами. описан- 
наго около параболы треугольника и изъ этихъ вершинъ’ возставимъ пер- 
пендикуляры къ этимъ радусамъ, то эти перпендикуляры перес$кутся въ 
одной точкЪ. Изъ этого слЪдуетъ, что кругъ, коего дламетръ есть разетоя- 
н1е фокуса отъ точки перес$чен1я выше упомянутыхъ перпендикуляровъ, 
проходитъ черезъ вершины описаннаго около параболы треугольника. От- 
куда вытекаетъ, что геометрическое мЪето фокусовъ параболъ, касаю- 
щихся трехъ данныхъ прямыхъ, есть кругъ, проходящй черезъ точки пе- 


_ ресЪчен1я трехъ данныхъ прямыхъ. 
$ 408. Если: 


А =0 


5 А =0 } 


А, —^.4. —0 


‚ 4—4. =0 (6) 
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суть уравненя прямыхъ, пряходящихъ черезъ точку пересЪЁченя 4 и 
Ао, то: 


А —=0 ь А —=0 , А —ААЬ =0 , А1— ВА —=0 (7) 


будутъ полюсы прямыхъ (6), находяшиеся на прямой (4,4), если А, 
есть ничто иное какъ А,, въ которое подставлены вместо х выраженте 
1 9. 
— 200). 


Изъ этого вытекаютъ слБдующаля предложеня: 


1. Ангармоническое отношен1е связки прямыхъ (6) равно ангармо- 
ническому отношен1ю ряда ихъ полюсовъ относительно даннаго кониче- 
скаго сЗчения. 


2. Ангармоническое отношен1е ряда точекъ (7) равно ангармониче- 
скому отношен1ю связки ихъ поляръ относительно коническаго сЪчетя. 


3. Если прямыя, прохопяшия черезъ одну точку, составляютъ инво- 
люп1онную связку, то ихъ полюсы относительно даннаго коническаго с3- 
чен1я составляютъ инволюц1онный рядъ. 


4. Если точки, находяштяся на одной прямой лини, составляютъ ин- 
волюцонный рядъ, то ихъ поляры относительно даннаго коническаго с%- 
чен1я образуютъ инволющ1онную связку. 

5. Точки перес$чен1я связки коничес- 5. Васательныя, проведенныя изъ ка- 
кихъ сЪченй, проходящей черезъ четыре ! кой-нибудь точки, къ ряду коническихъ 
данныя точки, съ какою-нибудь ипрямою | с$чевй, касающихся четырехъ данныхъ 
образуютъ инволюцщюонный рядъ. прямыхъ, образуютъ нинволюц1онную связ- 

. Ку. 

Этихъ примфровъ достаточно, чтобы составить ясное поняте о ме- 
тодЪ взаимныхъ поляръ, который принадлежитъ французскому геометру 
Понселе. 


ГЛАВА ХЖУ. 
Методъ проэкций. 


$ 409. Методъ проэкцй, такъ же какъ и методъ взаимныхъ поляръ, 
служитъ вообще къ отыскан!ю свойствъ и предложеншй фигурь относи- 
тельно положеная, но есть предложеня и относительно м$ры, къ которымъ 
эти оба метода могутъ быть приложены. 
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Въ настоящемъ метод$ точкь соотвЪтетвуетъ точка, прямой—пря- 
мая, & въ методЪ взаимныхъ поляръ соотвЪтетве обратное. Вотъ въ чемъ 
состоитъ этотъ методъ. 

Если ве точки фигуры на плоскости соединимъ прямыми лишями 
СЪ точкою О`внЪ плоскости, то образуется пирамида или конуь, коихъ 
вершины будутъ точка О. Перес чете этой пирамиды или конуса, какою- 
нибудь, плоскостью даетъ фигуру, которая называется проэкшей данной 
фигуры. Плоскость, которая пересЗкаетъ пирамиду или конусъ называется 
плоскостью проэкиий. Воть основныя предложен!я этого метода. 


Предложене 1. Какой - нибудь точкЪ одной фигуры соотвЪтствуеть 
точка въ другой. 

Въ самомъ дЪлЪ, если точка А будетъ соединена съ вершиною 0), 
то точка а, въ которой, какая-нибудь, плоскость перес$каетъ О.А, будетъ 
проэкцая точки А на этой плоскости. 


Предложен 2. Проэкщшя прямой лини есть прямая линя. 

_ Въ самомъ дБлЪ, если вс$ точки прямой лини, соединимъ съ вер- 
шиною 0, то образуется плоскость, перес$чене которой съ плоскостью 
проэкщй есть прямая, очевидно, проэкц1я данной. 

Сл$довательно, если несколько точекъ въ одной фигурЪ лежать на 
одной прямой лими, или нЪеколько прямыхъ ливй пересЪкаются въ од- 
ной ТОчк, то проэкщи точекъ также лежатъ на одной прямой, а проэк- 
ци прямыхъ проходятъ черезъ одну точку. 


Предложене 3. Веякая плоская кривая всегда проэктируется кривою 
того же порядка. 

Въ самомъ дЪлЪ, если данная кривая перес$каетея прямою въ точ- 
кахъ А, Б, (,...., то ея проэкщя пересЗчетея проэкшей сЗкущей въ 
столькихъ же точкахъ а, 6,с,...., но степень кривой опредЗляется числомъ 
точекъ пересчен1я прямой съ кривою, а это число одно я то же въ обЪ- 
ихъ кривыхъ. Если прямая АБВ перес$каетъ кривую въ дфйствительныхъ 
_и мнимыхъ точкахъ, то проэеця аб пересЪчетъ проэкщю кривой въ столь- 
кихъ же дЪиствительныхъ и мнимыхъ точкахъ. 

Точно также, если двф кривыя пересЖкаются, то ихъ проэкщи пере- 
сЪкутся въ столькихъ же точкахъ и точка общая одной пар$ кривыхъ 
есть проэкцая общей точки другой пары. 


Предложензе 4. Проэкщя касательной къ кривой есть касательная 
къ проэкщи кривой. 

Въ самомъ дЪлЪ, если какая-нибудь прямая АВ перес$каетъь ври- 
вую въ точкахъ Аи В, то ея проэкщя аб перес$четъь проэкщю кривой 
въ точкахъ аи. Если точки 4 и Б совпадутъ, то совпадутъ и точки 
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аи Ь, слдовательно, когда прямая АБ д%лается касательной къ данной 
кривой, то аб дЪлается касательной къ ея проэкщи. 

И вообще, если двЪ кривыя соприкасаются въ нзеколькихЪ точкахъ, 
то соприкасаются и ихъ проэкщи въ столькихъ же точкахъ. 


Предложенае 5. Если черезъ вершину О конуса проведемъ плоскость, 
параллельно плоскости проэкщй, которая пересЗчетъ первоначальную плос- 
кость по прямой АВ, то всякая связка прямыхъ линй, имъющая свою 
вершину на АВ будетъь проэктироваться на плоскости проэкщй рядомъ па- 
раллельныхъ линй. Въ самомъ дЪлЪ, если двЗ прямыя пересЗкаются на 
АБВ, то точка ихъ пересЪчен1я проэктируется на безконечности, слздова- 
тельно проэкши такихъ прямыхъ параллельны. 

Обратно, система параллельныхъ лин на начальной плоскости про- 
эктируетея связкой прямыхъ, коихъ точки пересЪченя находятея на пря- 
мой АБ перес$ченя плоскости проэкщшй съ плоскостью проходящею че- 
резъ вершину О параллельно начальной плоскости. Это даетъ намъ право 
разсматривать систему параллельныхъ лин, какъ связку, коей точка пе- 
ресЪчеюя находится на безконечности, такъ какъ ихъ проэкщи вообще 
проходять черезъ одну точку въ конечномъ разстояни. Точно также 
всЪ точки на безконечности можно разсматривать, какъ образуюцйя пря- 
мую лин!ю, такъ какъ ихъ проэкщи кнаходятся на прямой АВ пересЗче- 
н1я плоскости проэкй съ плоскостью, проходящею черезъ вершину 0 
параллельно начальной плоскости. 


$ 410. Это суть основныя предложен1я настоящаго метода, изъ ко- 
торыхъ видимъ, что если какое-нибудь свойство кривой относится только 
къ положению, а не къ мЪр$, то это свойство сохраняетъ и проэкщя кри- 
вой. Такъ, напримЪръ, увидимъ ниже, что всякое коническое сЪчене мо- 
жетьъ быть проэктировано кругомъ, слЪдовательно изъ свойствъ круга мы 
можемъ выводить свойства коническихъ с$ченй. Всяюй четыреугольникъ 
можетъ быть проэктированъ параллелограммомъ, слЪдовательно можемъ изъ 
свойствъ параллелограмма выводить свойства четыреугольника. 


Пр. 1. Если изъ концовъ хорды въ круг, проходящей черезъ одну 
точку, проведемъ касательныя, то геометрическое м$сто точки пересЪче- 
ня этихъ касательныхъ есть кругъ. 

Такъ какъ всякое коническое сЪченше можетъ быть проэктировано 
кругомъ, то это свойство принадлежитъ и коническому сЪченю. 


Пр. 2. Если теоремы Паскаля или Браншона доказаны для круга, 
то он имЪютъ м$ето и для всякаго коническаго сЗчезя. 

Изъ этого слдуетъ, что если мы желаемъ доказать, какое - нибудь, 
проэктивное свойство фигуры, то достаточно доказать это свойство для 
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простфйшей фигуры, которая можетъ быть проэкщей данной, а фигура 
дълается въ проэкщи простЪйшей, если н$Фкоторыя изъ ея точекъ или 
прямыхъ проэктируются на безконечности. 

Пр. 38. Если желаемъ доказать гармоническля свойства полнаго че- 
тыреугольника АБС, коего противуположныя стороны пересЪкаются въ 
точкахъ Еи Е, а дмагонали въ точкЪ (С, то мы должны всЪ точки фи- 
гуры соединить съ какою-пибудь точкою О вн плоскости четыреугольника 
и перес$чь конусъ или пирамиду плоскостью параллельною плоскости ОЕЕ. 
Очевидно проэкця прямой ЕК будетъ на безконечности, слЪдовательно 
проэкцёя абса ханнаго четыреугольника будетъ параллелограмъ, такъ какъ 
точка е перес$четя оф и с4 будеть находится на безконечности, а слф- 
довательно противуположныя стороны аб и с4 будуть параллельны. Сл$- 
довательно всяюй четыреугольникъ можеть быть проэктированъ паралле- 
лограмомъ. 


Такъ какъ дагонали въ параллелограмЪ взаимно дфлятся пополамъ, 
то длагональ ас дфлитея гармонически въ точкахъ а, 9, сие, находя- 
щейся на со; сл$довательно (О.адсе) =(0.АССЕ), откуда вытекаетъ из- 
въстное гармоническое свойство полнаго четыреугольника. 


< 411. Мы сказали, что коническое сЪчеюме можетъ быть проэкти- 
ровано всегда кругомъ, но при этомъ мы можемъ выбрать вершину про- 
экщй О и плоскость проэкщй такъ, что одна изъ прямыхъ въ фигурЪ 
будеть проэктироватся на безконечности, какъ выше уже видЪли. Дону- 
стивши это будемъ имфть слЗдуюпия предложевя: 

Предложене 1. Если дано коническое сЪчен!е и точка въ его плос- 
кости, то оно можеть быть проэктировано - кругомъ, коего центръ есть 
проэкщя данной точки. 

Доказательство. Для этого надобно его проэктировать такъ, чтобы 
поляра проэкщи данной точки была на безконечности ($ 233). 

Предложене 8. Два коничесвля сфченя могутъ быть всегда проэкти- 
рованы кругами. 

Доказательство. Пля этого надобно одно изъ нихъ проэктировать 
кругомъ и притомъ такъ, чтобы одна изъ ихъ общихъ хордъ проэктиро- 


валась на безконечности, слЪдовательно ($ 306) проэкля втораго кони- 
ческаго сЪченя пройдетъ черезъ дв безконечно удаленныя точки на пер-. 


вомъ кругЪ, а сл$довательно сама будетъ кругъ. 
Предложене 3. Два коническля сЗченя, им$ющая двойное соприко- 
сновене, могутъ быть проэктированы концентрическими кругами. 
Доказательство. Для этого. надобно одно изъ нихъ проэктировать 
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кругомъ и притомъ такъ, чтобы ихъ общая хорда проэктировалась на без- 
конечности ($ 306). 


$ 412. Теперь предложимъ нЪсколько примЪровъ, какъ изъ свойствъ 
круга выводить свойства коническихъ с$ченй или изъ чаетнаго предло- 
жен1я коническаго сЗчен1я выводить боле общее. 


ПФ. 1. Прямая, проходящая черезъ какую-нибудь точку дЪлится 
гармонически этой точкой, ея полярой и коническимъ сЗчешемъ. 


Это свойство и ого взаимное суть проэктивныя и 0ба имЪя м%ето 
ДЛЯ круга, будуть имЪть мЪето и для веякаго коническаго сфчевя. 


Пр. 2. Ангармоническля свойства точекъ на коническомъ сЪчени и 
касательныхъ къ нему, им$я м$ето для круга, будуть имЪть мЪето и для 
всякаго коническаго сЪчеря. 


| Пр. 3. Хорда одного изъ двухъ Пр. 3. Хорда одного изъ коничес- 
концентрическихъ круговъ, касающаяся | кихъ сфчешй, им$ющихъ двойное сопри- 
другаго, длится пополамъ въ точкф ка- | косновене, касающаяся другаго, въ точ- 
саня. КЪф касаня дфлится гармонически и въ 
| точк$ перес$четя ея съ хордою сопри- 

косновенля. | 
Пр. 4. Касательная къ одному изъ По. 4. Два изъ трехъ коническихъ 
трехъ концентрическихъ круговъ, длится ‘| сфченй, имфющихь двойное соприкосно- 
другими двумя гармонически. вене въ двухъ общихъ точкахъ, дЪфлятъ 
гармонически касательную къ одному 

ИЗЪ НИХЪ. 


3 413. Замчая, что если Е есть фокусъ, а А и В суть цикличес- 
юля точки, то АЁи БЕ суть касательныя къ коническому сфчевлю, най- 
демъ нзкоторыя интересныя свойства фокуса. 


Пр. 5. Геометрическое м$ето цен- Пр. 5. Геометрическое м?Ъето по- 
тра круга, касающагося двухъ данныхъ | люса прямой АБВ относительно коничес- 
круговъ, есть гипербола, коей фокусы | каго сфчев1я проходящаго черезъь двЪ 
суть центры данныхъ круговъ. данныя точки АВ’и касающагося двухъ 

данныхъ коническихъ сБчений, также про- 
ходящнхъ черезъ точки Аи В, есть ко- 
ническое сфчев!е, касающееся четырехъ 
прямыхь АС, СВ, С’А, С’В, тд СиС' 
суть полюсы 4.В относительно двухъ дан- 
ныхъ коническихь офченай. 


Въ этомъ прим$рЪ мы замЪнили слово крут словами коническое съ- 
чене проходящее через точки А и В, слово центръ замфнили словами: 
полюс прямой АБ. | 


Пр. 6. Данъ фокусъ и дв$ точки Пр. 6. Даны двЪ касательныя и 
ва коничесвомъ сфчевщи, геометрическое двВЪ точки на коническомъ сфчени, тео- 
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м$сто перес$чешя касательныхъ въ этихъ 
точкахъ есть прямая лия. 


Пр. 7. Данъ фокусъ и двЪ каса- 
тельныя къ коническому сЪчению, геомет- 
рическое м$ето другаго фокуса, есть пря- 
мая линля. 


Пр. 8. Еругь, описанный около 
треугольника, описаннаго около параболы, 
проходитъ черезъ фокусъ (8 285). 


Надобно зам$тить, что второй 
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метрическое м$сто пересЪченя касатель- 
ныхъ въ этихъ точкахъ есть прямая ли- 
НИЯ. 

Пр. 7. Даны дв точки 4, В и 
дв касательныя ГА и ЕВ, проходящя, 
каждая, черезъ одну изъ точекъ А, Ви 


ДВ друйя касательныя; геометрическое 


мфето перес$чен1я касательныхъ КА и 
ГВ есть ирямая линя. 

Пр. 8. Если два, треугольника оли- 
саны около коническаго сЪчен1я, то ихъ 
шесть вершинъ находятся на.одномъ ко-. 


’ническомъ сЗчении. 


описанный около параболы треуголь- 


викъ есть треугольникъ, коего вершины суть: фокусъ и дв% циклическ!я 


ТОЧКИ. 

Пр. 9. Геометрическое м$сто цен- 
тра круга, проходящато черезъ данную 
точку и касающатося данной прямой, 
есть парабола, коей фокусъ есть данная 
точка. 


Пр. 10. Геометрическое м$сго цен- 
тра коническаго сЪчевя, касающагося 
четырехъ данныхъ касалельныхъ, есть 
прямая лин1я, проходящая черезъ сере- 
днны дагоналей, образуемаго касатсль- 
ными четыреугольника. 





Пр. 9. Даны касательная и три 
точки на коническомъ сЗчени, геомет- 
рическое м$сто перес$чевия касательныхъ 
въ двухъ изъ трехъ данныхъ точекъ, есть 
коническое сБчене, вписанное въ тре- 
угольникъ, коего вершины суть три дан-. 
НЫЯ ТОЧКИ. 

Пр. 10. Геометрическое м$Ъсто по- 
люса, какой-нибудь прямой, относитель- 
но коническаго сЪчеюшя, касающахгося 
четырехъ данныхъ касательныхъ, есть 
прямая, соединяющая точки четвертыя 


гармоническая, въ которыхъ данная пря- 


мая перес$каетъ д1агонали четыреуголь- 
ника. | 


Изъ опредЪлен1я фокуса слдуетъ, что если два коническля сЪченя 
имфютъ обиий фокусъ, то онъ есть точка пересЗчен1я общихъ касатель- 
ннхъ, а сл-довательно коническя сЪченя имфютъ свойства изложенныя 


ВЪ $ 356. 


Если два коническля сзчешя имфютъ обшай фокусъ и общую дирек- 
трису, то ихъ можно разсматривать, какъ имфюпия двойное соприкосно- 
вене, а слЗдовательно онЪ могутъ быть проэктированы концентрическими 


кругами. 


$ 414. Перейдемъ къ изсл%дован!ю свойствъ угловъ съ помощью 


метода проэкщй. ЗамЪтимъ при этомъ, что уголъ будучи постояннымъ въ 
извЪстной фигурЪ не остаетсл постояннымъ въ проэкщи этой фигуры, по- 
этому свойства угловъ относительно величины не могутъ быть получены 


изъ свойствъ угловъ-въ проэкши фигуры. 
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Пусть х==0, у=0 будуть уравнешя двухъ перпендикулярныхь 
прямыхъ, то уравнемя прямыхъ, проходящихъ черезъ точку перес$ченя 
цанныхъ прямыхъ и черезъ циклическ1я точки будутъ ($ 307): 


ву =0 , х— и =0 


которыя съ х=0 и у==0 составляютъ гармоническую связку. Пусть 
А, БВ, С, Ш) будуть четыре гармоничеекя точки на одной прямой, А и В 
могуть быть дЪйствительными и мнимыми, если эти четыре точки могутъ 
быть такъ проэктированы, что А и В едЪлаютея въ проэкщи цикличес- 
кими точками, то проэкщи прямыхъ, проходящихъ черезъ точки Си ХЛ, 
будуть перпендикулярны. 

Обратно, двЪ как1я-нибудь перчендикулярныя прямыя проэктируются 
прямыми, которыя дЪлятъ гармонически прямую, соединяющую проэкщи 
циклическихъ точекъ. 


Пр. 1. Касательная въ круг пер- | Пр. 1. Вакая-нибудь хорда въ ко- 
пендикухлярна къ рад1усу проведенному | ническомъ сЪчени перес$каетея гармо- 
въ точку касания. нически, какою-нибудь касательною и 


прямою соединяющею точку касан1я съ 
полюсомъ хорды (8 208). 


Это слЪдуеть изъ предложешя, что хорда проэктируется на плос- 
кости круга прямою на безконечности, точки перес5ченя хорды съ ко- 
ническимъ сЪчешемъ проэктируются циклическими точками, а полюсъ 
хорды—центромъ круга. 

Пр. 9. Вакая-нибудь прямая, про- Пр. 9. Вакая-нибудь прямая, про- 
веденная черезъ фокусъ коническаго сЪ- | ходящая черезъ данную точку, прямая 
чен1я, перпендикулярна къ прямой, сое- | соедивающая ея полюсъ съ этой точкой 
диняющей фокусъ еъ полюсомъ данной | и двЪ касательныя черезъь эту точку, 
прямой. | составляютъ гармоническую связку. 


Пр. 3. Найти геометрическое мЪето полюса данной прямой относи- 
тельно системы софокусныхъ коническихъ сЪченй? 


Рьшене. Если даны два фокуса, то данъ и четыреугольникъ, въ 
который вписано коническое сченше, поэтому можемъ приложить пр. 10 
8 413. Одна изъ длагоналей этого четыреугольника, есть прямая, соединяю- 
щая фокусы, слФдовательно одна изъ точекъ искомаго м}ста есть четвер- 
тая гармоническая къ точкЪ, гдВ данная прямая дЪлитъ разстоян1е между 
фокусами. Другая дагональ четыреугольника есть безконечно удаленная 
прямая и, такъ какъ концы д!агонали суть циклическ1я точки, то геомет- 
рическое мЪсто есть прямая перпендикулярная къ данной прямой. Такимъ 
образомъ геометрическое мфето вполи опредФлено. 
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Пр. 4. Софокусныя коническая с}- 


чен1я перес5каются подъ прямымъ уг- 


ДОМЪ. 


Пр. 5. Геометрическое м$ето, пер- 
нендикулярныхь касательных къ цен- 
тральному коническому сЗченшо, есть 
кругъ. 


Пр. 6. Если черезъ данную точку 
на, коническомь с$чени проведемъ двЪ 
перпендикулярныя хорды, то геометри- 
ческое мЪето прямой, соединяющей ихъ 
концы, есть точка. 


$ 415. Пары прямыхъ лин, 
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Пр. 4. Если два коническая сЪче- 
ня внисаны въ одинъ четыреугольникт, 
то двф касательныя въ одной изъ точекъ 
нихъ пересфчензя пересфкаютъ гармони- 
чески, какую-небудь изъ д1агоналей че- 
тыреугольника. 

Пр. 5. Геометрическое м$ето то- 
чекъ пересЪченя касательныхъ къ ко- 
ническому с$ченю, которыя дЪфлятъь гар- 
монически отрфзокъ АВ, есть коничес- 
кое сЪфчевше, проходящее черезъ точки. 
Аи В. | 
Пр. 6. Если черезъ какую-нибудь 
точку на коническомъ с$ченли проведемъ_ 
гармоническую связку, коей два луча 
постоянны, то геометрическое м$ето хор- 
ды, соединяющей точки перес$ченя двухъ 
остальныхъ лучей, есть точка. 


проходящихъ черезъ одну точку и 


при томъ такъ, что каждая пара составляеть равные углы съ данной пря- 
мой, перес$каютъ безконечно удаленную прямую въ точкахъ, составляющихъ 
инволюц1онный рядъ, коему принадлежать циклическая точки, какъ со- 
пряженныя. Въ самомъ дЪфлЪ, эти пары пересЪкаютъ какую-нибудь пря- 
мую въ точкахъ, образующихъ инволющонный рядъ, коего двойныя точки 
суть пересЗченме прямой внутреннею и вн$шнею равнод$лящими углы 
между прямыми. Изъ этого очевидно, что циклическя точки принадле- 
жать систем, такъ какъ прямыя, направленныя къ нимъ, суть сопряженно 
гармоническ1я съ каждой парой перпендикулярных прямыхъ (Пред. 2 
$ 307). 

Пр. Касалельныя, проведенныя ИЗЪ 
какой-нибудь точки къ систем софокус- 


ныхъ коническихь сфченй, составляють 
равные углы съ двумя данными прямыми. 


Пр. Касэтельныя изъ какой-нибудь 
точки къ систем коническихъ сфчешй, 
внисанныхЪ въ данный четыреугольникъ, 
пересБкаютъ какую-нибудь изъ датона- 
лей этого четыреугольника въ точкахъ, 
образующихъ инволюцщонный рядъ, коего 
сопряженныя точки суть концы д1ато- 
нали.. 
$ 416. ЛвЪ прямыя, составляющая постоянный уголъ, пересЪкаютъ 

безконечно удаленную прямую въ точкахъ, коихъ ангармоническое отно- 
шене съ циклическими точками есть величина постоянная. 

Если х=0, у==0 суть двз прямыя, составляюшля уголь ©, то на- 
правлене кь циклическимъ точкамъ дается уравнентемъ: 


д? -- у? -|- 254 ©0$ 6 = 0 
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разлагая это уравнене на линейные множители, легко видФть, что ангар- 
моническое отношенле четырехъ ливШ будетъ постоянно, если уголъ 6 
есть. величина постоянная. 


Пр. Предложеве, что уголъ вписанный въ сегментъ круга есть ве- 
личина постоянная, есть ничто иное какъ предложеше, что ангармони- 
ческое отношене четырехъ точекъ на кругЪ, изъ коихъ двЪ суть цикли- 
ческая, есть величина постоянная. Сказаннаго достаточно для составлетя 
яенаго поняття о методЪ проэкшй. 


3 417. Таковы два геометричесме метода для изелЪдованя свойствъ 
кривыхъ лин; въ одномъ изъ нихъ координаты двухъ системъ точекъ 
такъ связаны между собою, что каждой точкЪ въ одной систем соотвЪт- 
ствуетъ точка въ другой, каждой прямой соотв тствуетъь прямая—это ме- 
тодъ проэкщй. Во второмъ, каждой точкЪ въ одной системЪ соотвЪтетвуетъ 
прямая въ другомъ и обратно—это методъ взаимныхъ поляръ. 


Эти два метода можно обобщить и изложить аналитически слЪдую- 
щимъ образомъ. 


Пусть будуть двЪ системы точекъ въ одной плоскости или въ раз- 
личныхъ плоскостяхъ, пусть каждая изъ системъ будетъ отнесена къ ко- 
ординатнымъ треугольникамъ 2\==0, х5==0, 7. ==0 въ первой систем и 
д ==0, у =0, у. =0 во второй. Если координаты точекъ этихъ двухъ 
системъ будутъ всегда связаны уравненемъ: 


Е(2%, 25, з, Ч, Ч2, уз) = 0. 


то, принимая 7,1, хз за постоянныя величины, & 9,9, уз за перемЗн- 
ныя, будемъ имфть кривую во второй систем, соотв$тетвующую точкъ 
въ первой и обратно: Слдовательно каждой точкЪ въ одной системЪ бу- 
детъ соотвЪтетвовать кривая въ другой. Но если координаты точекъ пер- 
вой системы будутъ линейныя функции другой, то обратно координаты 
точекъ второй системы будутъ линейныя функщи координатъ первой. При 
такой зависимости, очевидно, каждой точкЪ въ одной систем будетъ со- 
отвЪтетвовать точка въ другой и обратно; каждой прямой въ одной си- 
стемЪ будетъ соотвЪтствовать прямая въ другой и т. д. 


Если координаты точекъ въ одной системЪ будутъ связаны линейно 
съ координатами прямой въ другой системЪ, то, очевидно, точкЪ въ одной 
системЪ будетъь соотвфтствовать прямая въ другой и обратно. Такова об- 
щая мысль обобщеюня двухъ теометрическихъ порн: метода проэкщй 
и метода взаимныхЪ поляръ, 
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СЪченмя конуса плоскостью. 


$ 418. ВЁривыя втораго порядка называютъ коническими съчемями, 
потому что веЪ он могутъь быть получены пересЪченемъ конуса плос- 
костью въ различныхъ направленяхъ. 


Открыте коническихъ сБчевй древн!е геометры приписываютъ уче- 
нику Платона Менайхму и поэтому часто называють эти кривыя „7р1адой 
Менайхма." НЪкоторыя же геометры ихъ открыте приписываютъ самому 
Платону, но это мне едва-ли справедливо. Первый изъ геометровъ ис- 
черпавший до малЗйшихъ подробностей свойства коническихъ сБченй быль 
Апполовй Пергеюмй (во П в. до Р. Х..);. ему приписываютъ и назвая: 
эллипеъ, гипербола и парабола— недостайнокъ, избытокь и равенство. Сна- 
чала геометры получали эти кривыя, пересЪкая конусъ плоскосью, перпен- 
дикулярною къ образующей или ребру, и, такимъ образомъ, получали эллипсъ, 
если конусъ былъ остроугольный, параболу, если онъ былъ прямоуголь- 
ный и гиперболу если конусъ былъ тупоугольный. Евтоюй (въ \1Т в. поелъ 
Р. Х.) говорить, Что и назваюмя эти произошли по этой причинЪ, т, е. 
если конусъ былъ остроугольный, то недоставало до прямаго угла—эллипсъ, 
если конусъ былъ прямоугольный, то было равенство—парабола, если 
уголъ быль тупой, то быль избытокъ надъ прямымъ угломъ-—-гипербола, 
Но Папуеъ, живпий равьше Евток1я, говоритъ, что назватя эти произо- 
шли оть слЪдующихъ свойствъ этихъ трехъ кривыхъ. 


Если эти кривыя будуть отнесены къ ихъ вершинамъ, то ихъ урав- 
нен!я будутъ: 
6? Ь" 
= 2—3 , Ур , у= а 


СлЪдовательно въ эллипс противъ параболы недостаетъ того, что является 
избыткомъ въ гиперболЪ. - 


Апполовй Пергеклй показалъ, что всЪ коническя сЪчеюмя могутъ по- 
лучится изъ одного и того-же конуса, пересЪкая его плоскостью въ раз- 
личныхъ направлеюмяхъ. Въ заключеюте покажемъ это. 


$ 419. 1/редложене. Кривыя, полученныя пересфченемъ конуса па-. 
раллельными плоскостями, подобны. 


Доказательство. Пусть О (фиг. 142) будетъ вершина конуса, пусть 
прямая ОА, соединяющая какую-нибудь точку А въ плоскости сЪчения; 
встр$чаетъ параллельную ей другую плоскость въ точк№ а, проведемъ ра- 
длусы векторы изъ точекъ 4 и а къ соотвЪтствующимъ двумъ точкамъ В 
и о на кривыхъ. 
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Изъ подоб1я треугольниковъ Л АОВ и Л а0Ь им\емъ: 


Фнг. 142. АБ _ АО 
я  @0 


и такъ какъ такая зависимость существуетъ 
для всЪхъ радлусовъ векторовъ, проведенныхъ 
изъ точекъ А и а, ко ве$мъ соотвЪътетвеннымъ 
точкамъ на кривыхъ, то эти кривыя подобны 
($ 287). 

Слъьдстве. ВеЪ сБчешя конуса, имъющаго 
основантемъ кругъ, плоскостями параллельными 
основаню, суть круги. 

У 420. Опредьлеме. Конусъ, коего оено- 
ван1е есть кругъ, называется ирямимь, если 
основате перпендикуляра, опущеннаго изъ вер- 
шины на основан1е есть центръ основан!я, въ противномъ случаЪ конусъ 
называется косымъ. Разсмотримъ сначала сВЗчеюнме прямого конуса. 





Предложене. Перес$чене прямого конуса плоскостью можеть быть: 
эллипсъ, гипербола и парабола. 

Фиг. 143. — Доказательство. Пусть (фиг. 143) ОАВ 
будетъ плоскость, проходящая по оси ОС пер- 
пендикулярно къ плоскости ИЗМ счеюмя ко- 
нуса, пусть плоскости основамя АФВ и сЪче- 
ня МОМ будуть 0бЪ перпендикулярны къ 
ее плоскости АОВ. Пусть Аб будетъ пересЪчене 
о 7 основан1я АБВ съ М5М, очевидно Аб также 
и и \ р перпендикулярна къ плоскости АОБ. 
ие. @ Случай 1. Положимъ, что прямая ММ, 
м по которой пересЪкаются плоскости АОВ и 

ИЗМ, пересЗкаеть об стороны ОД и ОВ 

треугольника АОБ, съ одной стороны верши- 
ны О. Проведемъ плоскость «55, параллельно основаню АБВ, черезъ ка- 
кую-нибудь изъ точекъ 5 с5чемя МЮМ. 


д 


«= = < 
..> 
„.”” 
+= 
„ 


Такъ какъ сфчене АБВ и аз$6 суть круги, то имфемъ: 
5? = АР.ЕВ , 372= 0х. 


Но изъ подоб{я треугольниковь А АВМ и АаМ; АЗВЕМ и АМ 
можно показать, что: 


_АВ.ВВ: ВМ.ВМ == аг.т®: Мх.7М№М 
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откуда: 
Е": 75? = МА.ЕМ: Ми." М 


а такая зависимость показываетъ, что сВчене М5зМ№ есть эллипсъ. 


Случай 2. Прямая ММ ветр$чаетъ продолжене одной изъ сторонъ, 
наприм$ръ ОА (фиг. 144). Поступая, какъ выше, найдемъ ту же завиеи- 
мость, но только точка М будетъ Фиг. 144. 
лежать на продолжении ребра ОА. 
Легко видЪть изъ этой зависимо- 
сти, что это будетъ гипербола. — М 

Случай 3. Пусть (фиг. 145) =” 
прямая №М | ОЛ. Въ этомъ слу- 
чаЪ, такъ какъ: 






РР. 
АВ-=а 
И 
| ВБ: 76 = МВ: № 
то имВемъ: | 
Е5*=АВ.ЕВ , 13? = АВ. 
откуда; 
78° == ее . 76 
Но: 
25?: АВ 
есть величина постоянная, слдовательно это евой- Фиг. 145. 


ство параболы. 

Проэкщи касательныхъ въ точкахъ Аи Б къ 
кругамъ суть касательныя въ точкахь М и М к 
коническимъ сВченямъ. Если коническое сЗчене бу- 
детъ парабола, то точка М и касательная будутъ на 
безконечности, сл$довательно опять приходимъ къ 
тому заключен, что каждая парабола имЪетъ ка- 
сательной безконечно-удаленную прямую. 





_8 421. Теперь положимъ, что конусъ косой. Пусть основане конуса 
есть кругъ; сФчене конуса плоскостями параллельными основан, какъ 
мы выше видЪли, будуть круги. Пусть МЗМО будетъ пересЪчене конуса 
съ какой-нибудь плоскостью, пусть АОБВГ будетъ кругъ, полученный отъ 
перес$чен1я конуса плоскостью параллельною основаню и при томъ про-. 
веденною такъ, чтобы кривая и кругъ имфли общую хорду, пусть эта 
хорда будетъ 05. 
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Проведемъ (фиг. 146) даметръь КГ, дфляшЙ хорду Об пополамъ, 
проведемъ прямыя ОК и ОГ; эти прямыя пересЗкутъ кривую ММО въ 
Фиг. 146. _ точкахь Ши М прямая КГ будемъ, очевидно, 
проэкшя ИМ. 
Изъ построевя имЪемъ: 


852 = КВ.ВГ ,‚ т9?= Кх.7б 


если 75 есть хорда пересВчевя кривой другой вру- 
говою плоскостью. Изъ подобя треугольниковъ 
КЕМ и М: ГВМ и ИМ въ плоскости ОГК 
найдемъ, что: 


25:16? = МВ. ВМ: Му.7М 


а это показываетъ, что кривая Л/5.М№) есть коническое сфчеве, въ кото- 
ромъ ММ есть д1аметръ сопряженный хорд 05. Кривая будетъ эллипсъ, 
если ММ перес$каетъ ОГ, и ОК по одну сторону вершины 0. Гипербола, 
если ИМ пересЪкаетъ эти прямыя съ различныхъ сторонъ точки 0, и на- 
конецъ парабола, если ММ параллельна одной изъ прямыхъ ОЁ и ОК. 





3 422. Пуедложене. Если плоскость круговаго сЗчевнля конуса пере- 
сЗчется, какою-нибудь, плоскостью, то сопряженный д1аметръ общей хор- 
ды @5 въ этомъ сБчевши и въ круг пересЪкутъ Об въ одной точкф. , 

Фиг. 147. Это предложене очевидно, если коническое 


7 0 сЪчеше и кругъ пересЪкаются въ дЪйствительныхЪъ 
точкахъ, но требуетъ доказательства, если @5 пе- 
т 
ресЗкаетъ обЪ кривыя въ мнимыхъ точкахъ. 


Доказательство. Пусть (фиг. 147) ОБ будеть 
пересЖчен1е плоскостей: коническаго сфченя 9459 
и круговаго ДЕР. 

Пусть ОЕ будеть дламетръ перпендикуляр- 
0 ный къ 5, проведемъ такую плоскость 447 кру- 

говаго с5ченя, въ которой-бы перес$кались кругъ 

и коническое сЪчеше въ дЪйствительныхъ точкахъ 
Чи $, очевидно 93 | 05, черезъ средину х хорды 49$ проведемъ Вх, мы го- 
воримъ, что Ах есть сопряженный д1аметръ направленю 4$ или @6. 

Въ самомъ дфлЪ, даметрь @/, перпендикулярный къ 0$ въ круг%. дар, 
очевидно, есть проэкщя даметра ХЕ, слЪдовательно геометрическое мЪето 
срединъ хордъ параллельныхъ 45 и 95 будетъ плоскость ОаГ. Откуда сл%- 
дуеть, что даметръ, сопряженный 05 въ какомъ-нибудь сЪчени есть пе- 
рееЪчеве плоскости Од! съ плоскостью сфчен1я, слдовательно Вх и есть 
этотъ д1аметръ. 





ы 
> 
г 
= 
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Легко видЪть, что: 
ду.7Г—=—75° , 9".ТК == квад. дам. парал. 43 


Но изъ подобля треугольниковъ, какъ выше, имЪемъ: 


аг.7|1: ОЕ. ВЕ== ди.тк: 9.8. ВЕ 
откуда: 
ОВ.ВЕ:9В.ЁКЕ = 7$?: квад. мам. парал. 95 
а потому, если дано коническое сЪчене 09, то можно опред$лить прямо- 
угольникъ ОВ. В Г, т. е. квадратъ касательной проведенной изъ точки В 
къ кругу ДЕР. 

$ 423. Остается показать, какъ выше упомянули. ($ 410), что всякое 
коническое сБченле можно проэктировать кругомъ. 

Пусть 95№4а будетъ, какое-нибудь коническое сБчеше и ТС какая-ни- 
будь прямая въ его плоскости (фиг. 147), очевидно, надобно найти вершину 
конуса, коего основане есть данное коническое с$чене 03Ка, и притомъ такъ 
чтобы кривая перес$ченая этого конуса плоскостью параллельною плос- 
кости ОРГ, былъ вкругъ. Тогда ве сЗченая конуса плоскостями парал- 
лельными плоскости ОТЁ будутъ круги 

‚ Если Г, есть точка перес$чен1я прямой Г.Г. съ сопряженнымъ ей 
д1аметромъ #0, то изь предъидущаго параграфа слфдуетъ, что разстояне 
ОГ будетъ извЪстно, такъ какь вершину О можно разематривать, какъ 
безконечно малый кругъ и мы имЪемъ: 


ОТР: 9 Г: 3Г, = 78?: квадр. Мам. парал. ТГ 


ОГ находится въ перпендикулярной плоскости къ ГГ. Такъ какъ отноеси- 
тельно разстоян1я ОЁ мы не имемъ другихъ условй, то изъ этого заклю- 
чаемъ, что вершина искомаго конуса находится на окружности круга въ 
плоскости перпендикулярной къ ГГ, коего радлусъ есть ОБ. 

С 424. Пр+дложене. Если въ прямой конусъ перес$ченный, какою- | 
нибудь, плоскостью впишемъ шаръ, который бы касалея плоскости сЪче- 
н1я, то точка прикосновеня его съ плоскостью сЪфчев1я будетъ фокусъ 
коническаго сЪчен1я, получен- Фиг. 148. 
наго перес$ченемъ плоскости 
съ конусомъ. | 





Доказательство. Возьмемъ, 
какую-нибудь точку Р(фиг.148) 0 
на Коническомъ сЗченли, соеди- 
нимъ ее съ вершиною О пря-. 
мою ОР, которая пересЗчетъ плоскости соприкосновения шаровъ съ кону- 

сомъ въ точкахъ Ди 4. 
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Если шаръ касается плоскости с$ченя въ точк$ Е, то очевидно 
Рр=РЕ, такъ какъ РО и РЕ суть касательныя къ шару, точно также, 
если Ё' есть точка прикосновеня другаго шара, то Ра== РЕ’; откуда: 


РО + Ра= ра=РЕ-Е'Р 


Но отрфзокъ Да есть величина постоянная, слфдовательно точки Ки Ё' 
суть фокусы коническаго сЪченя. Это интересное предложеше было уже 
извЪстно Апполоню Пергскому. 


Ортогональная проэкщя. 


_5 425. Если изъ веЪхъ точекъ фигуры опустимъ перпендикуляры на 
какую-нибудь плоскость, То основаюя перпендикуляровъ образуютъ на 
плоскости фигуру, которая называется ортозональной проэкщей данной 


фигуры. 
СлЪдовательно ортогональная проэкиая фигуры есть перпендикуляр- 
ное сЗчене къ оси цилиндра, проходящаго черезъ данную фигуру. 


Легко доказать слБдующия свойства ортогональной проэкщи: 

1. Веб параллельные отр$зки находятся въ постоянномъ отношени 
къ ихъ проэкщи. 

2. Ве отрфзки параллельные пересЪченю плоскости фигуры съ 
плоскостью проэкцй равны ихъ ортогональнымъь проэкщямъ. 


3. Члощадь фигуры въ дачной плоскости находится въ постоявнномъ 
отношени къ площади ея ортогональной проэкши въ другой плоскости. 
1 


4. Эллипеъ можетъ быть ортогонально проэктированъ кругомъ. ° 


Конецъ первой части. 


‚ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 


Аналитическая Геометрия трехь изифрелй. 


————„^—>——../Ь)— 


ГЛАВА ХХУ. 


Методъ координатъ въ пространствф. 


3 426. Въ Аналитической Геометри двухъ изм$ренй положене точки 
на илоскоети, какъ мы видЪли, опредЪляется разетоятями ея отъ двухъ 
пернендикулярныхъ между собою прямыхъ. Чтобы опредфлить положеше 
точки въ пространетвЪ, возьмемъ три прямыя ОХ, ОТ, ОЙ, проходяшля 
черезъ одну точку О (фиг. 149) перпендикулярныя между собою. Эти пря- 
мыя называются координатными осями, ось Х, Фиг. 149. 
ось У, ось й. Точка ихъ перес$чен1я О называется 
началомъ координатъ. 






Плоскости, опредЪленныя осями ОХ и ОУ, 
ОХ и 04, ОУ и 01, называются координатними 
плоскостями. Обыкновенно плоскость (ОХ ОУ) — 
‘представляется горизонтальною, слЗдовательно ось з & 
Й будетъ перпендикулярна къ ней. 


- >... >>.- 


$ аи 9 че зы вы вы в ср > чар = = 


$ 427. Если знаемъ разстоявше точки Р (фиг. 150) въ пространств% 
отъ координатныхъ плоскостей (07,07); (0ОХ,07); (ОХ, ОУ), то положе- 
н1е точки относительно координатныхъ плоскостей вполнф опред$ляется. 


Пусть разстояня отъ плоскостей (07,07), (0Х,07) и (0Х,ОУ) 
будутъ: 


д=—=а ‚, у=6 ‚, 8==с 


т.е. Од=а, ОВ =, ОС==с. Черезъ точки А, В, С проведемъ плоско- 
сти, перпендикулярныя къ осямъ Х, Уи Й, Ве точки плоскости перлен- 
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дикулярной къ оси Х будутъ находится на разстояи а отъ плоскости 
(ОУ, 07); всЪ точки плоскости перпендикулярной къ оси У будутъ нахо- 
дится на разстоян1и 6 отъ плоскости (0Х,07), 
и наконецъ всЪ точки плоскости перпенди- 
кулярной къ оси Й будутъ находится на 
разстояви с отъ плоскости (ОХ, ОТ), сл$- 
довательно точка Р находится на перес$- 
чени этихъ трехъ плоскостей и вполн$ опре- 
ДЪляется. Числа а, 6, с называются коорди- 
‘натами точки Р. Изъ этого видимъ, что 
| положеве точки въ ‘пространствЪ опредЪ- 
‚ ляется тремя уравнен1ями: 


Фиг. 150. 





которыя пишутъ въ символической форм%, для сокращеюмя, въ видЪ сим- 
вола (а, 6, с). 


—--—- 


Три перпендикулярныя плоскости дЪфлятъ все пространство на во- 
семь тождественныхъ частей, которыя суть трегранные прямые углы. Въ 


каждомъ изъ этихъ угловъ находится точка, которой положеше опредз- 
ляется тЪми же числами а, В, с. 


Въ самомъ дЁлЪ, если ОА =ОА' =а (фиг. 151); ОВ=оОВ' =; 

00 = 00'==с, то восемь точекъ Ре. Вх зы а РРР 0 

Фиг. 151. дуть опред$лятьея числами а, В, с, елЪдова- 

тельно не отличаются одна отъ другой эти- 

ми числовыми значен1ями. Чтобы отличать 

эти точки одна отъ другой необходимо сдЪ- 

лать услов1е относительно знаковъ, указы- 

вающихъ направлеше, по которому чиела 

а, 6, с отечитываются отъ точки 0 по осямъ 
Х, У, 7. 


Для этого условились отъ начала 0, 
по оси Х, откладывать вправо числа поло- 
жительныя, а влЪво отрицательныя; по оси У въ направленши ОВ положи- 
тельныя, а по ОВ! отрицательныя, и наконецъ по оси Й въ верхъ поло- 
жительныя, а внизъ отрицательныя. Такое услове даетъ возможность от- 
личать одну отъ другой’ всЪ восемь точекъ Р, точно также какъ отли- 
чали четнре точки въ геометрли на плоскости, 
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Так: 

х=-ра = --а х==— а == —а 
Р у==-Ь ; Р у=-—® ; РБ у=-—6 ; РВ у=-Ьь 

= -Нс = с = с = с 

д=-На = а = —а У фейьный 
Р'’ у=-ь ;’Р" уж ; Р" у=-—Ь ; Р" у=-Ь 

= — с ао 1 == —с _ = —С 


Точки. Р, Р Р (фиг. 150) называются проэкщями точки Р на коорди- 
натныхъ илоскостяхъ (0Х, 07); (07,07); (ОХ,ОУТ). Эти точки на соот- 
вЪтственныхъ координатныхъ плоскостяхъ опредфляются уравнен!ями: 


< 

3 
| 
я 


2 —= [1 у == 
2 —=с 2 =е у=6 


Мы’ предположили, что координатныя оси’ перпендикулярны между собою} 
но он могуть быть наклонены подъ извфстными углами одна къ другой! 
Тогда, за координаты точки принимаются разстоявя точки Р отъ коорди- 
натныхъ плоскостей, отечитываемыя параллельно координатнымъ осямъ. ; 


? 
$ 


“ 


. Сл$довательно, если даны координаты точки, то ея положене отно- 
сительно координатныхъ плоскостей вполнЪ$ опред$ляется. 

Обратно, если положене точки относительно координатныхъ плос- 
костей дано, то легко опредЪлить ея координаты. Для этого надобно че- 
резъ данную точку Р (фиг. 150) провести три плоскости перпендикуляр- 
ныя къ координатнымъ осямъ; разетояня точекъ встр$чи этихъ плоскостей 
съ осями отъ начала координатъ и будуть искомыя координаты точки. 

( Легко видЪть, что координаты точекъ Р/, Р», Рз (фиг. 150), лежа- 
щихъ на плоскостяхь (ОХ, 02); (ОТ, 02); (ОХ, ОУ), суть: 

а 


% =а т =0 д — 4 
Р и=—=0 ; Р у=б ; Р. у=Ь 
== 8 ==С & =0 


Координаты точекъ А, Ви (С, лежащихъ на осяхъ, суть: 
д =—а — д =0 ы я —=0 

А у=0 ; В у=б,; С у=0 

#==0 | 0 28 = 
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Наконецъ координаты начала О суть: 


е —0 


3 `„ 


х=0 , у=0 


Геометрическое представлеше уравненя между координатами точки въ пространствф$. 


. 9 498. ВеЪ точки плоскости, проведенной на разстояи х==а отъ 
начала координатъ перпендикулярно къ оси Х, находятся на разстоян1и 
а отъ координатной плоскости (ОТ, 07), слЗдовалельно уравнене: 


д — @ 


$ 
; 


и предетавляеть эту‘илоскость. Координаты у и 2 могутъ получать ве%- 
возможныя значеня, т. е. остаются неопредЪленными. 
Если будутъ даны совокупно два уравневия: 


& 2 остается неопред$леннымъ, то легко видЪть, что этимъ уравненшямъ 
будуть удовлетворять всЪ точки прамой перес$ченя плоскостей х ==аи 
у —= 6. Эта, прямая перпендикулярна къ плоскости (ОХ, ОУ) и ветръчаеть 
эту плоскость въ точкЪ Рз (фиг. 150). Изъь этихъ двухъ проетыхъ при- 
мБровъ ВИДИМЪ, | Что 0 одно. „хрелнено. представляетъ поверхность, _ 5 |ВЪ раз- 
сматриваемомъ случа плоскость, а) два, уравнентя представляють лин!Ю 
ВЪ настоящемъ случа прямую. Наконедь видфли, _Что три уравноня.. 


представляютъ. точку. 
"7$ 429. аа теперь, что представляетъ уравнеюме между ко- 
ординатами х, у, 2 
Е(х, у, 2) =0 (р 


\ 


РЪ®шимъ это уравнене относительно 2, пусть это рьшеше будетъ: 


2==[(х, 9) | (2) 


! 


Такъ какъ координаты х, у, 2 связаны только однимъ уравненемъ, 
то дв$ изъ координатъ, наприм$рь хи уч, могуть получать совершенно 
произвольныя зиаченя, а 2 будетъ опред$лятея съ помощью предъиду- 
щаго уравнемя и получить одно или нЪеколько значенй, для каждой па- 
ры значенй 5х, у, смотря по свойству уравненя (1). Возьмемъ, какую-ни- 
будь, точку на плоскости (ОХ, ОУ), пусть ея координаты будутъ а и , 
подставимъ эти числа въ уравнени (2) и опред%лимъ 2; Пусть #=с. ^ 
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_ Изъ точки (а,6) на плоскости (ОХ, ОУ) возставимъ перпендику- 
Я ръ и отложимъ на немъ отрЪзокъ равный с, получимъ точку въ прост- 
ранствф, координаты которой (а,6,с) будуть удовлетворять уравненямъ 
(1) или (2). ДЪлая подобныя построеная для всЪхъ точекъ плоскости 
(ОХ, ОУ), получимъ соотвЪтетвенныя точки на перпендикулярахъ воз- 
ставленныхъ изъ точекъ плоскости (ОХ, ОТ). Концы этихъ перпенди- 
куляровъ образуютъ непрерывную поверхность, которая и будетъ геомет- 
рическое представлене алгебраическаго уравнен1я (1) съ тремя перемн- 
ными. Можетъ случится, при построении, что для извфетныхъ точекъ плос- 
кости (ОХ, ОУ) значене для 2 будетъ мнимое, тогда въ этомъ мъет% 
нфтъ поверхности; а иногда изв$етнымъ точкамъ на плоскости соотвЪт- 
ствуютъ, каждой, два и боле значен1я для 2, тогда поверхность можеть 
имЪть нзеколько вътвей. 

Вообще форма поверхности зависитъ отъ уравневя. Обратно, если 
знаемъ, какое-нибудь свойство извЪетной поверхности, принадлежащее 
каждой ея точк$, то выражая это свойство уравнешемъ между координа- 
тами точекъ, это уравнен1е и будетъ алгебраическое представлен1е геомет- 
рической поверхности. НапримЪръ, мы знаемъ, что всЪ точки поверхности 
шара равно удалены отъ его центра; выражая это свойство уравнешемъ 
между координатами точекъ его поверхности, это уравнеше и будетъ его 
алгебраическое представлене. 


3 430. Мы видфли въ Аналитической Геометри двухъ измфренйй, 
что уравнение: 
Г(х, у} = 0 Фиг, 155. 


представляеть кривую на плоскости 
(ОХ,ОТ). Пусть эта кривая будеть АВО 
(фиг. 152). 

Черезъ каждую точку этой кривой 
возставимъ перпендикуляры къ плоскости 
(ОХОТУ), эти перпендикуляры образуютъ 
цилиндрическую поверхность, которая и. 
будетъ геометрическимъ представлешемъ 


Уравнения Те, 4) =0. 


есче ати 3 


Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ въ урав- 
нен1е не входить 2, то всякая, произ- 
вольно взятая, точка на построенной цилиндрической поверхности, будетъ 
имЪть координаты на плоскости (ОХ, ОУ), которыя удовлетворяютъ урав- 
нен!ю /(х,у) =0, слЪдовалельно_ это уравненге и и представляетъ цилиндри- 
ческую поверхность, 1 коей кенератрисы перпендикулярны ЕЪ плоскости 





2 
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(ОХ,ОТ). Уравневая р(5,2)=0 и р(у,2)==0 будуть представлять так1я-же 
цилиндрическ1я поверхности, коихъ женератрисы будуть, одна перпенди- 
`кулярна къ плоскости (ОХ, 07), а другая къ плоскости (ОУ, 07). Напри- 
мфръ, уравнене: 


у= ах -- $ (3) 


представляеть прямую на плоскости (ОХ, ОУ), а въ пространств$ плос- 
кость ‘перпендикулярную къ плоскости (ОХ, ОУ) ‘и коей пересЪчене съ 
этой послфдней есть прямая (3). 


Уравнения: 
= аг-Ь , у==с2-а | (4) 


предетавляютъ, первое плоскость перпендикулярную къ плоскости (0Х,07), 
& второе плоскость перпендикулярную къ плоскости (ОУ, ОЙ). Совокупно 
_же онъ будуть представлять, прямую въ пространств —перес$чеве двухь 
плоскостей (4), такъ какъ координаты всфхъ точекъ этой прямой будуть 
удовлетворять обфимъ предъидущимъ уравнешямъ. 


Мы уже выше видЪли, что уравненя: 


предетавляютъь прямую, перпендикулярную къ плоскости (ОХ, ОТ). 


-$ 431. Возьмемъ два уравнения: 
[(х, у,2) =0 и 1П(2,у,2) =0_ _ (5) 


каждое изъ нихъ представляетъ, какъ видфли, поверхность, совокупно-же 
онЪ представляють точки общия обЪимъ поверхностямъ, т. е. _Еривую, по 
которой эти поверхности _перескаются, такъ какъ координаты каждой 
точки ЭТОЙ кривой должны удовлетворять обфимъ уравненямъ (5) поверх- 
ностей. Слфдовательно дв% поверхности, совокупно_ взятыя, представляеть 


кривую въ пространетв$. 
орк ния теснина нете Ач ЛМ 


Иеключимъ изъ уравневй (5) перем$нное 2, то получимъ уравнение: 


(2, у) =0 (6) 


это уравнене, какъ видфли выше, представляетъ цилиндрическую поверх- 
ность, коей женератрисы перпендикулярны къ плоскости (ОХ, ОУ). Эта 
цилиндрическая поверхность, очевидно, проходитъ черезъ кривую перес%- 
чен1я поверхностей (5), такъ какъ координаты всЪхъ точекъ этой кривой 
удовлетворяютъ уравненю (6), Слфдовательно кривая представляется на- 
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дЪзтою на цилиндръ 9(х, у) =0. Исключая у изъ уравнешй (5), найдемъ 
цилиндрическую поверхность: 

91 (т, 2) =0 


на которую надЪта та же кривая. Сл$довательно, кривую, перес$чене по- 
верхностей (5), можно представить пересЪченемь_ двухъ цилиндровъ: 


*?-«г 





Ф(1, у) =0 , 41(52,2) =0 


коихъ уравненя получаются исключенемъ сначала 2, а послЪ у, между 
уравненйями поверхностей (5). Очевидно, что третй цилиндръ: 


ф2 (у, 2) —=0 


полученный исключен1емъ х, пройдетъ также черезъ ту же кривую, но 
двухъ цилиндровъ достаточно для представлен1я кривой въ пространств. 
Слздовательно кривая представляется надфтою на три цилиндра, коихъ 
женератрисы перпендикулярны къ координатнымъ плоскостямъ. 


Возьмемъ уравненя двухъ поверхностей: 
Р(х, 9$, 8) бя 0 у 2 — Ц 


первое изъ этихъ уравнен!й представляетъ, какую-то поверхность, а вто- 
рое плоскость параллельную плоскости (ОХ, ОУ) на разстояи а. Сово- 
купно эти уравнешя представляють кривую пересфчешя поверхности 
Г(х, у, 2)=0 съ плоскостью И=а; исключене 2 изъ этихъ уравнений даетъ ' 
цилиндрическую поверхность: 


Г(х, у, а) = 0 


ИЛИ кривую на плоскости (ОХ, ОУ). Давая всевозможныя значен!я коли- 


др", —-—--^ >=. 


честву а получимъ рядъ нь коихь форма даетъ нЪкоторое понят!е 
о формЗ поверхности: 


[(х, у, г) = 0 (7) 


тоже можно сдЪлать относительно координатъ х, у, что даетъ еще опре- 
двленнфе поняте о форм$ поверхности. 


Очевидно уравнен!я: 
Г(х,у,0)=0 , [(%,0,2)=0 , [(0,у,2) =0 


полученныя, полатая послздовательно въ уравневи (7) #=0, у=0, х=0 
29* 
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будуть. представлять кривыя пересЪченя поверхности [(х,у,2) =0 съ ко- 
а плоскостями (ОХ, ОУ), (ОХ, 027), (ОУ, 02). 
$ 432. Если будутъ даны три поверхности: 


В (2, 9, 2) = 0 ) [2(%, у, 2) = 0 з [3(х, 4,2) ==0 (8) 
то изъ этихъ трехъ уравненй можно опред$лить х, у и 2; пусть: 
 д=а , у=6б , #=с (9) 


эти величины представляютъ координаты точки общей тремъ поверхно- 
стямъ. Данныя уравневня могутъ им$ть такую форму, что дадутъ нзеколь- 
ко системъ: 


х=а ,‚ у=6 , &=6 
= ‚, у=И , 2=а (10) 
Х=02 ‚, У=фб , ВЕС 


Въ этомъ случаЪ уравнен1я представляютъь н$Ъеколько общихъ точекъ 
тремъ поверхностямъ. Первыя два изъ уравневй (8) представляютъ кри- 
вую, первое и послЪднее также кривую, слБдовательно эти кривыя объ 
находятся на поверхности /(х, у,2) = 0, точки ихъ пересзчен1я даны ко- 
ординатами (9) или (10). 

Этихь объяснен!й достаточно для составлен1я отчетливаго представ- 
лен1я о метод$ координатъ въ пространств%. 


Р-шене нфкоторыхъ вопросовъ. 


У 433, Теперь р»шимъ н$Феколько вопросовъ, которые намъ будуть 
необходимы во вс$хъ послфздующихъ изелЪдованяхъ. 
Задача 1. Даны координаты точки, найти ея 
растояне отъ начала координатъ: 
Г Ришене. Пусть координаты данной точки Р 
(фиг. 153) будуть дж, и,21, а разетояще ея отъ на- 
. Чала пусть будетъ г. А: 


Координаты точки Р, очевидно, суть етороны, 


Фиг. 153. 


ссы 


РЕЕ о ‚ коего сто- 


роны суть: ОВ =, ОС=и, ОЕ=а. 
Длагональ ОР ==. Но извЪетно, что квадратъ построенный на д1э- 
гонали прямаго параллелепипеда равенъ суммЪ квадратовъ, построенныхъ 


на его сторонахъ, т. е.: 
ОР? = 0В?-- 00*-- ОЕ? 


построеннаго параллелепипеда 
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ИЛИ: 

ЕН 2 

== 21 Е У Г 2 (11) 
Слльдствае. Если бы точка Р перемЪщалась такъ, чтобы ея координа- 


ты удовлетворяли во всЪхъ ея положеюяхъ предъидущему уравнен!ю, & 
” было бы постоянно, то уравнене: 


ии я (2) 


будеть представлять поверхность шара, коего радтусь. есть 7, а центръ 
находится въ началЪ координат. ака 


Задача. 2. Даны ‘координаты двухъ точекъ, найти разстояше между 
НИМИ? Фиг. 154. 
Ришене. Пусть данныя точки будутъ 7 






Ри Ро; ихъ координаты 2, \, 21; 2%, Чо, 2 
(фиг. 154). Построимъ параллелепипедъ, коего 
длатональю было бы разетояше РР. =, а 
стороны были-бы параллельны координатнымъ 
ОСямЪ. 

Пусть этоть параллелепипедь  будетъ 
си \ 


РР, Е} стороны его суть Р.Е, Р.О и. Р.В; 


очевидно, имЪемъ: 


ЧР Зы вр ча о ке сле де чая с че 22 Фр ча 5 0 


> > =— >>> 3 чар иаь Фр» ФР чо ша 


РЕ=—= и — 2 ь РЭ = и — 4 ь Р.Б = — 2 
но: 

РР*% = РЕ? -- Р.]*- Р.В? 
сл$довательно: 


7” Е (д СЕ 2) (д тата». (13) 


Если въ этомъ уравневши будемъ изм®нять д, и, а, али 142, №, га \ 
оставимъ постоянными, то это уравнене будетъ представлять поверхность 
шара, коего рад1усъ есть х, а центръ находится въ точкВ (20, у, 25). 

Если координатныя оси будутъ косоугольныя и составляютъ углы 
а, В, \ между собою, то разетоявле выразится формулой: 


Р, Р.? == (2 —2%)--(л — 4) -- (2 — 25} —- 2 (2 — 25) (у — 92) с08 у -Е 
-Н 2 (21 — 12) (а — 22) воз ВН 2 (% — 92) (А — 25) са = (14) 


полагая 2х==0, у. =0, 22 =0, найдемъ разстояне 8 начала '‘координатъ 
отъ точки (242): 


02—22, -{- 92, | 27, Е 2491 6087-Е 2 аа созВ "2 уа с08 @ (15) 
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Задача. 3. Найти радусъ шара, который проходитъ черезь точки 
(0,0,0), (0,2,0), (1,0,0), (0,0,3)? 


Риюзшенае. Надобно ршить три уравпенйя: 


д уз (г — 3) = (#— п -Ну- 2 

де (2—3) = --(у— 2-7 

2 уаз у 
откуда координаты центра будуть: 


обе нный › ай 
о ) у ) 


52 | © 


а радлусъ: 


14 
2 
а 


Задача 4. Выразить, что разстоян1е точки (1,у,г) отъ точки (2—1, 1) 
равно 3. 
Отв. 


=— 


(х— 2) -|- (у-- 1--@—1=9. 


$ 434. Если разстояне точки, коей координаты суть (1719/12), отъ на- 
чала координатъ, означимъ черезъ т, а углы которые х составляетъ съ 
координатными осями Х, У, 7 означимъ черезъ о, В, у, то будемъ имфть (12): 


7? =" У“ Е 27 


у 


ИЛИ. 


Но, очевидно: 


д ==76083% ‚, Щ==7608В , А=00$7 
слЪдовательно: | 
05а -- ©0878 —- с08*у =1 — (16) 








такимъ уравненмемъ связаны углы, которые, какая-нибудь ‘прямая, про- 
ходящая черезъ начало координатъ, составляетъ съ координатными осями. 

Вели прямая не проходитъ черезъ начало координзтъ, то для опре- 
дфлетя угловъ, которые она составляетъь съ координатными осями, на- 
д05но провесть’ черезъ начало координать прямую параллельную данной 
прямой; углы, которые эта, послёдняя прямая составляеть съ координа“- 
ными осями и суть углы, составляемые съ тфми-же осями данной прямой 
‚ въ пространствЪ. 
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< 435. Задача. Найти уголь между двумя прямыми, проходящими 
черезъ начало ‘координатъ? 


имечь и чер 


Ре Пусть данныя прямыя будуть _ Фиг. 155. 
ОР и ОР (фиг. 155); пуеть углы; которые й 
он составляютъ съ координатными осями 
будуть и, В, 11; ча, Ва, 12. 


Возьмемъ на данныхъ прямыхъ, кая 
нибудь, точки Р, и Р›; пусть координаты / 
этихъ точекъ будуть (му); (229025), сое- ‘У 
динимъ точки Р и Р› прямою РРЬ и разстояюме означимъ черезъ .%. 
Означимъ разстоян1я точекъ Р, и Ро отъ начала координатъь через т, и 7», 

а уголь между этими прямыми черезъ ф. 





ак. 


Выше видзли ($ 433), что: 


° = (я — 25) Е (и — Уз3)*-- (а ев 22)* = 
Е 2 у 2 = 25°, РУз 2 22 — 2 (212 му аль) 


° ИЛИ: И? у 
0" == и — 2 (2145 -- уу» -- 2125) 





но изъ А ОРРо имЪемъ: 


08—75 — 2172 608 ф 
подставляя, найдемъ: 


7 7о 608 ф = 2122 -- муз -- 220 


откуда: 
Я о 1/2, А & 
совр. 28|. 9. 21 
7 7 ПП 7” п 2 
НО; | 
д == 7, 608 ,‚ У ==”, 608 , ди 603 
1 ==7о 608% ,‚ У==75 008 № ,‚ 20 = `2 СОБ 1 
слфдовательно: 
08 ‘р = 6084; 608 0 | 605, с08 В, -|- с08 7 608 (17) 


Если прямыя ОР и ОР. перпендикулярны, то имфемъ: 
605 04 608 аз -- 608 В, 608 Ва -[- 6087; е08 а ==0 (18) 


Если двЪ прямыя не проходятъ черезь начало координатъ, то за угодъ 


456 ГЛАВА ХХУ.—МЕТОДЪ КООРДИНАТЪ ВЪ ПРОСТРАНСТВ®. 


между ними принимается уголъ, который прямыя, проведенныя черезъ 
начало координатъ параллельно даннымъ, составляютъ между собою, Слф- 
Ховательно уголъ между прямыми, не проходящими черезъ начало коор- 
‚динаТъ, ‘выразится тою-же формулой (17). 


Легко вид%ть, что: 


3102 ф == (с05 9; 605 В — с08 @5 с08 В; 2 -- 
(19) 


-|- (©0891 608 ‘/2 — ©0$ ао с08 "7! )? -- (с0$8, с08 2 — 08 Ве 0$" 


$ 436. Задача. Найти косинусы угловъ, которые прямая, перпенди- 
кулярная къ двумъ даннымъ прямымъ, составляетъ съ координатными 

Рьшенле. Пусть углы, которые двЪ данныя прямыя составляють съ 
координатными осями будутъ 0,61, \!; @2, Ве, 2; означимъ углы искомой 
прямой съ координатными осями черезъ а, В, 1. 


Такъ какъ искомая прямая перпендикулярна къ двумъ даннымъ пря- 
мымъ, то имЪемъ (16 и 18): 


60$ 01 603 -- с05 В, с05 В -- с08*/; ©08 у = 0 


608 @› 605 & -- с0$ в с0з В --- с08 Уз с08 у == 0 


6082 —- с0528 —- с088у =1 


27) 
< 


. 


Изъ первыхъ двухъ найдемъ: (“ 


605 9 2. с0$ В м 608 \ 


сы ия Зин ереси 


038 6052 — с08 8608, — 605416089» — 6081260804 — ©0809; 058» — созаз созВ 


Возвышая въ квадратъ, складывая числители и знаменатели, и извлекая 
корень, найдемъ: 


311 ф 608 & = 603 В! 608 12 — 608 В» с08 71 
$11 ф с08 В == 608“ 608 94 — 608 [2 608 @; (20) 
$ Ф 05 == 608 а; с08 В, — 03 @з 08 В 


ГД» зшф есть выражение (19), т.е. синусъ угла между данными прямыми. 


_ Если данныя прямыя пересЪкаются, то искомая прямая будетъ пер- 
пендикулярна къ плоскости двухъ данныхъ прямыхъ. 
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$ 437. Задача. Даны координаты двухъ точекъ, найти координаты 
точки, дхълящей разстоян1е между данными точками въ данномъ отношен!и? 


| Ришене. Пусть координаты Фит. 156. 
ланныхъ точекъ Р, и Р› (фиг. 156) и 
—— в 
будутъ (29121), (22225), данное м 
1 


отношене т: я. 
Пусть координаты искомой 


/ 
точки Р будутъ х,4,2. Опуетимъ 0 2 т г х 
изъ точекъ Р,Ри Р, перпен- — ии Ра 
дикуляры РА, РБ, Р.С на плос- Я Л. т я 
кость (ОХ, ОТ). С 


По условю, имЪемъ: 
ВЕ _АБ_АВ т 
РР. ВС В! 0> 7 





Но: 
А'В'=—фдН , В'О'=жр—х 
слфдовательно: | | 
4 _ т 
0—я п 
откуда: 
их —- то 
м (21) 
и-—- т 
точно также найдемъ: 
__ у. ту? __ па Е то 
ИЕ, р (22) 
п-т ют 
Если ПОоЛОожЖимЪ: 
т 
БЕТ 
п 


то три координаты искомой точки выразятся слфдующимъ образомъ: 


2 -- Аж == и №2 ры и-- №2 
Е К ет © 


>> 
* 





чедикои"т пеяче пимчеи тети 


Если отношен1е ^ будетъь количествомъ отрицательнымъ, то точка Р ле- 
жить вн отрфзка РР, и дУлить разетоявле между точками В и Ро 
внЪшне въ томъ же отношевни. 








Давая отношению Х всевозможныя вбличины оть — © до - со по- 
лучимъ вс точки на прямой, проходящей черезъ точки Р и Ру; изъ 
всЪхъ величинъ Х единственная есть —1, при которой вс три коорди- 
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наты (23) обращаются въ со, слЗдовательно на прямой Р, Ро есть Только 
одна точка на безконечности. 


Пр. Если ^=1, то точка Р дфлить разстояве РР, пополамъ и ея коорди- 
наты суть: 


7 ) 


= Са у ИЕ ЕЯ 


ГЛАВА ХХУГ. 
Плоскость. 


- $ 438. Мы видфли въ 5 428, что плоскость параллельная плоскости 
(ОУ, 07) на разстоями а отъ начала координатъ представляется уравне- 


немъ первой степени: 
| | $ —=а 


> ь 
ее у...’ . 


а плоскость перпендикулярная къ плоскости (ОХ, ОУ) выражается урав- 
нен!емъ первой степени (5 430): 


еее кыеср 
пелртывы ЧЕН 
ры А А лет 


Плоскости въ этихъ двухъ случаяхь имфютьъ исключительное положение 
относительно координатныхъ осей. Посмотримъ какимъ уравневшемъ вы- 
ражается плоскость, имВющая какое нибудь положен!е относительно ко- 
ординатныхъ осей. 

Чтобы представить плоскость уравнен1емъ надобно одно изъ ея 
свойствъ, принадлежащее каждой изъ ея точекъ, выразить уравнешемъ 
между координатами точекъ на плоскости. Такихъ свойствъ плоскость имъетъ 
нфеколько, возьмемъ одно изъ нихъ, наприм$ръ, слздующее. 

Если изъ какой-нибудь точки на плоскости возставимъ къ ней пер- 
пендикуляръ и продолжимъ его въ обЪ$ стороны плоскости, то каждая точ- 
ка на плоскости будетъ равно-удалена отъ двухъ точекъ взятыхъ на пер- 
пендикулярЪ въ равномъ разстоянии отъ его основания. 

Изъ начала координатъ опустимъ на плоскость перпендикуляръ и 
продлолжимъ его по другую сторону плоскости такъ, чтобы это продолже- 
н!е было равно разстоянию начала координатъ отъ точки встрЪчи съ пер- 
пендикуляромъ. Пусть координаты, такимъ`образомъ, построенной точки 
будутъ м,и,2. Возьмемъ какую-нибудь точку на плоскости, пусть ея ко- 
ординаты будуть х, у, 2. Квадратъ разстояня этой послдней точки отъ 


“начала будетъ: 
122 —- у? —- 22 


` сниЙ 
ны = 
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а отъ точки (219121): 


(2—3) [Фи @-—я я 
Слфдовательно, по свойству плоскости, будемъ имфть: 


дну 2 = — жа (уф и -Н(2— а) 
откуда: 


2: | 2. | ра 
пела РАУНЕ = 0 (1) 


Изъ этого видимъ, что плоскость выражается уравнешемъ первой сте- 
пени межлу координатами произвольно взятой на ней точки. СлФдуеть_ 
только показать, обратно, что всякое уравневе первой степени: . 


Ах-—- ВУ-- О Ф=о (2) 


есть аналитическое выражене плоскости въ пространствф. 


Для этого надобно только показать, что уравненю (2) можно дать 
форму уравневя (1); слфдовательно уравнене (2) въ формЪ (1) будеть 
выражать свойство плоскости, выраженное этимъ посл$днимъ уравнешемъ. 

Помножимъ уравнеше (2) на неопредзленный множитель Л и при- 
равняемъ, коэфищенты при одинаковыхъ перем$нныхъ, что дасть слЪдую- 
ш1я уравненя: 


2 2 2 
Аи, Ви, 0=я , РЕН (3) 


изъ этихъ уравненй найдемъ: 


АЗ -- В - 0? › '_ 4А8- В2- 0? ) 
(4) 
—2ОБ —20С 


21 


И Аа В --08 '’ “ 42- В 08 


откуда видимъ, что уравнеше (2), умноженное на Х, принимаетъ форму (1), 
въ которомъ х, у, 2, опредфляются предъидущими уравненями (4), даю- 
ими ДЛЯ д, и, 2, величины всегда дЪйствительныя. 


Изъ этого видимъ, что уравнене (2) съ произвольными коэфищен- 
тами 4, В, С, ) есть самое общее алгебраическое представлене плоскости. 


$ 439. Общее уравнен1е плоскости: 


Ах-Р Ву 08 О ==0 (5) 
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содержитъ четыре коэфищента А, Б, С, Л, но по разд$лени на одинъ изъ 
нихъ будемъ имЪть уравнене только съ тремя коэфищентами, которыми 
опредЪляется, какъ увидимъ ниже, положен1е плоскости, поэтому ихъ на- 
зываютъ координатами плоскости. Ри 

Чтобы найти точки пересЪчен1я плоскости съ координатными осями 
х, Ч И = надобно, посл$довательно, положить въ уравнен!и (5): 


что даетъ: 
Аа=— р) ‚, Б=—П ‚, (е=- п 


---`-— 


подставляя эти величины въ уравнеше (5) вмЪето А, В, С, оно сдЪлается: 
д у, 8 
Е -- =] 6 
т а Зал (6) 


гдЪ а, 6, с суть отрЗзки, которые плоскость дфлаетъ на координатныхъ 
осяхъ. Форму уравневя (6) называютъ канонической формой уравненя 
плоскости. ы 

$ 440. Изъ начала координатъ опустимъ перпендикуляръ на плос- 
кость (6), пусть длина этого перпендикуляра будетъ р. 

Очевидно, что косинусы угловъ а, В, 1, которые этотъ перпендику- 


ляръ составляетъ съ координатными осями, будутъ: 


р р р 
а ' зР 5 * г С 
Помножая уравнене (6) на р и подставляя предъидущ!я выражения, урав- 


нене (6) примемъ форму: 
260зи у созВ - 260811 = р (7) 


которая называется нормальной формой уравнешя. плоскости. 

9 441. Если уравнеше (2) сравнимъ съ уравнешемъ (7), т. е. помно- 
жимЪ это послзднее ина неопредЗленный коэфищентъ Х и приравняемъ 
коэфищенты при х, 4, 2, то найдемъ: 


608 &= 4 , №0088=В ‚, Асовт=0О ‚ р=—)) (8) 


т Анны +. 


откуда, возвышая первыя три уравнен1я въ квадратъ и складывая, най- 
демъ: 


= 42 -- В-|- С (9) 
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откуда: 
ивы а ад а Фа В = —— в 
У 43 В- 0?’ ву, 
(10) 
сааб. 
Иж 0: 
и: 
= (11) 


Ив 08 


знакъ передъ радикаломъ опред®ляется слдующимъ ‘образомъ: условимся 
разъ на всегда принимать перпендикуляръ, опущенный изъ начала коор- 
динать на плоскость за величину положительную, а также и всЪ перпен- 
дикуляры, опущенные на плоскость изъ точекъ, лежащихъ съ той-же сто- 
роны плоскости съ какой лежитъ и начало координатъ; вс перпендику- 
ляры, опущенные на плоскость изъ точекъ, лежащихъ съ противуполож- 
ной стороны плоскости принимаются за величины отрицательныя. При 
такомъ услови легко опредфлить знакъ радикала въ выражевяхъ (10). 
Для этого возьмемъ выражене (11), въ этомъ выражени р, по условю, 
есть величина положительная, слФдовательно, если`въ уравнеши (5) р 
есть величина положительная, то радикалъ надобно взять съ знакомъ—, 
въ противномъ случаЪ съ знакомь --. 

‚Изъ выражен (10) видимъ, что положене плоскости относительно 
координатныхЪ осей опред ляется только коэфищентами 4, В, С, такъ что 
измзняя 1), плоскость будетъ только переносится параллельно сама себЪ. 

Легко перейти отъ общаго уравнен1я плоскости (5) къ нормальной 
ея форм, для этого надобно уравнеше (5) разд$лить только на 
И Аз -- В*-Р 0? то въ силу выраженй (10) форма ея сд$лается нор- 
мальной: 

Ат-- Бу -|- 08-- О _ 


У А? + В с _ 


__ Примтъуъ 1. Найти косинусы угловъ, которые пернендикуляръ къ плоскости: 
| 2% — Зи 5: —3=0 


составляетъ съ координатными осями? 
Отв. Такъ какъ послфдн!й членъ отрицательный, то радикалъ надобно взять 
съ знакомъ —. 


2 —5 
и соз В = —— бб — 


ИЗ Из8 ‘ И38 


И, 


462 ГЛАВА ХХУГ. ПЛОСКОСТЬ. 


Примъръ 2. Найти косинусы угловъ, которые илоскость: 
у — ах — в =0 
составляетъ съ координатными осями и дать ей нормальную форму? 
Отв. 


—3% 1 / — ал — 6 


08 @& —= ———— с08 В = и. сов“ = 0 итиастотерний — < 
— Иа ’ н и” У1{ а? 


= ГЕ а 9 
3 442. Задача. Найти ‚длину перпендикуляра, опущеннаго изъ дан- 
ной точки на, данную. ‘плоскость? 


`Рьшене. Пусть данная точка будеть (дих), данная плоскость въ 
нормальной форм (7): 


д соза -- чсоз8-- 2608 == к (12) 


черезъ данную точку (2м92) проведемъ плоскость параллельно данной 
плоскости. Означимъ черезъ р, длину перпендикуляра, опущеннаго изъ 
начала координатъ на эту посл$днюю плоскость. Очевидно ея уравнене 
будетъ: 

2 603% -- ус0з В -- 2605 =) (13) 


Если означимъ длину искомаго перпендикуляра черезъ 5, то будемъ имть: 


=== (и — р) (14) 


Но точка (2192) лежитъ на плоскости (13), слЪдовательно будемъ имЪть: 


21 = 21608 -- у с0$ В —- 2160$ 


подставляя эту величину въ (14), найдемъ: 
9 — 2 (21608 © -- у 608 В -- 2160$ 1 — 2) (15) 


Откуда видимъ, что если въ уравнен1е плоскости, въ нормальной фор- 
мЪ, подетавимъ координаты точки, лежащей вн плоскости, то получается 
числовая величина, которая будетъ длина перпендикуляра, опущеннаго 
изъ точки (2192) на плоскость. Знакъ -= берется, смотря потому съ ка- 
кой стороны плоскости лежитъ точка (27192) относительно начала коор- 
динатъ (8 441). 

Это свойство плоскости въ формЪ (7) послужило къ назван1ю уравне- 
мя (12) нормальнымъ. 

Если уравнене плоскости дано не въ нормальной форм$, а въ общей, 
то его надобно написать въ нормальной: 


Аз + Ву СШ __ 
Узи 
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и подставить вмЪето 5, у, 2 значешя 2,9,2, Что даетъ: 


ами 
И 48 -- В" --С*. 


Примъръ 1. Найти разстояв1е начала координатъ оть плоскости: 
2 2 
ча 
а 6 с 

Отв. Плоскость эта, написанная въ нормальной формЪ, будеть: 


бех -- асу -- абг -— 2 абс _ О 
И аб? -{- ас? -|- 62с? 





полагая х = 0, у= 0, 2 =0 и замфчая, что перпендикуляръ 6 изъ начала коорди- 
натъь на данную плоскость есть величина положительная, найдемъ: 
х — 2 абс 
аз Ч азсй Е 
Примьръ 9. Найти разстоян!е точки х = 0, у=0, 2 =с оть плоскоети: 


а А 
т нь 


Отв. Въ нормальной форм$ эта плоскость будетъ: 


вех -- аву — аё2 — абе 
И а25? -- а2ся -- 6с? 





полагая х = 0, у =0, 2 = с, найдемъ: 
2абс 


ИЯ 3. Найти разстояше двухъ параллельныхъ плоскостей: 
Ах -- В+ С2-+Ш=о0 , Аа ВСП, =0 

Отв. Въ нормальной форм$ эти плоскости будуть: 

Ах + БУ 0+, = 


Ах -- Ву | 2 -- О _, 
И А? -- В? - 0? И Аз - В? - 0? 
Если назовемъ черезъь ри р, ихъ разстоямя отъ начала координатъ, то будемъ 
_ имфть (11):. 
| р. ВА а. 
до В! = УВЕ 


Е 


откуда разстояше плоскостей будетъ: 
р аа ДГ 


м И А" - В: -- 01 
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3 443. Задача. Найти уравнев!е плоскости, проходящей черезъ дан- 
ную точку? ны 
— Риьшенае. Пусть данная точка будеть (271492). Возьмемъ уравнение 
плоскости въ самой общей форм%: 


Ах -|- Бу 02) =0 
Если эта плоскость проходитъ черезъ точку (219/2:), то должны имЪть: 
Ах, | Ву, -- Са -- р =0 
Вычитая это уравнене изъ предъидущаго, найдемъ: 
_ 4—2) +8040) 9 


Если бы уравнене плоскости было взято въ канонической или нормальной 
формахъ, то уравнеюя плоскостей, проходящихь черезъь точку (мил) 
будутъ: 


2—4 У Я 
НВ 0 (17) 


(2—2) вова + (у— у) сов | (#— д) созт = 0 (18) 


Если плоскость должна проходить черезъ начало координатъ, то д =0, 
у ==0, 21 ==0, слЗдовательно ея уравнене будетъ: 


Ал-- Ву- 0 =0 
3 444, Задача. Найти косинусъ угла между двумя данными плоско- 
стями?. 

Рьшенле. Пусть данныя плоскости будутъ: 


А, -- Ву + Ч-- Г, = 0 
Ах -- Ву Сьё - = 0 


Если назовемъ черезъ в, В, 1; 4, В», \› углы, которые перпендикуляры, 
опущенные изъ начала координатъ на данныя плоскости, составляютъ съ 
координатными осями, то будемъ имЪть (10): 











©0509 — а с058 = О. а 6081 == — а 
`` И 4-3 --02’ " Ув -О — Ув 
| А. Бо (% 
С0895—= =, с05Вь == ——ю—ы—-ыЩщЩ, 05°] — о - 
И 4*,-- В, 051 У А*,-- В*,--С.* И 42, В, С? 
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Если назовемъ черезъ х уголъ между перпендикулярами, опущенными на 
плоскости, то найдемъ ($ 435): 


совет РЕ (19) 


И А?, -- В, + 0% У АЗ - В? + 02 


.--.„’. 


Легко видЪть, что: 


УВ — В - (6 — 4.0 (В 6 -— В, 


И РОУ Аи. ых. 


яп ф == 


Если плоскости перпендикулярны, то 60$ ф = 0, а› если параллельны, то 
3 ф =0. Первое услове даетъ: 


АА, -- В, В» ©: = 0. (21) 


А Бо — АБ, —0 ь А (6 5 АС —0 . БВ (5 ый Вос} =) 


или: 
А: _ В — Сб | ее: с 
И: | [99 


Это посл?днее услов1е показываетъ, что если въ двухъ плоскостяхъ коэ- 


фищенты при перемВнныхъ пропорц1ональны, то плоскости параллельны. 
Это мы уже замЪтили выше ($ 441). 


Изъ формулъ (19) и (20) имЪемъ: 


о ИВ — АВ (6 — 456% (В. 6, — 0% (оз) 
И АА, + ВВ, + ОС, 


По. Найти уголъ между плоскостями: 


ву — 08 =0 ‚, мр—а2=0 
н между плоскостями: 
х—а2—р=0 , у—02—9=0 


Отв. 
аб 


Иа? ие т 


(2 5 ый г Е 


$ 445. Задача. Найти уравнене плоскости, проходящей ‘черезъ три 


- - =... = 55 


609 < — сов ф = 


Ис = с? Ее 


данныя. точки: 


= * 


`Рилщенее. Пусть данныя точки будутъ: 


(мА) , (09022) , (хзузёз) 
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Напишемъ уравнене плоскости въ общей формЪ: 
Ах -- Ву 0+ р=0 


Такъ какъ эта плоскость должна проходить черезъ данныя точки, то 
должны имЪтЬ. 

Аз, -- Ву -- Са + р=0 

Ато -- Ву -- С, | Ш) =0 

Ах: | Вуз С р==0 


Изъ этихъ четырехь уравнен!й можно исключить коэфищенты А, В, 0 
и найдемъ: 


ху @& 1 
д д 1 
Ки" т == 0 (24) 
Хо Ч 85 1 
3 Уз 3 1 


Это уравнеше линейное относительно х, у, 2 и удовлетворяется коорди- 
натами данныхъ трехъ точекъ, слЗдовательно это есть уравнен1е искомой 
плоскости. 


$ 446. Задача. Найти точку пересвчешя трехъ данныхъ плоскостей? 
Рюшене. Пусть данныя плоскости будуть: 
А,2-- Ву Се | ПО, =0 | 
А х-- Беу -- Сэ2-- О, =0 _ (25) 
Аз -- Взу Е Сзё Оз = 
Такъ какъ точка, перес%ченя лежитъ на всЪхъ трехъ. плоскостяхъ, то ея 


‚ координаты найдутся изъ трехъ предъидущихъ уравненй, опредфливъ изъ 
НИХЪ 2, У, 2. 


Легко видЪть, что: 





р В С А ПГ С( |4; В Др 
р. В С» |4 В; 6 |4 В 0» 
О. Вз С: Аз 0% 6. - |443 В В 
в с. Ава МПа 
Аз В, Со Аз В С А. В (> 


4; В; С: |483 В С: Аз ВБ С 
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Если бы случилось, что въ предъидущихъ выраженяхъ знаменатель 
равенъ нулю, то точка пересЪченя плоскостей будетъ на безконечности, 
если же и числители равны нулю, то есть безчисленное множество точекъ 
пересБченя трехъ плоскостей, въ этомъ случаВ веЪ три плоскости пере- 
сЪкаются по одной прямой. Можно дать слЪдуюций признакъ пересечения 
трехъ плоскостей по одной прямой лини. Если три плоскости: 


А=о ‚ В=0 ‚ (=0 


перес$каютея по одной прямой лини, те всегда можно подобрать такля 
три числа /, и, у, для которыхъ будетъ существовать тождество: 


АА--ьВ- УС =0 


Въ самомъ дфлЪ, точки, лежашая на пересЪчени плоскостей А=0 и 
В==0, удовлетворяютъ уравнение: 


ЛА-НЫЬВ =0 


а слЪдовательно для этихъ точекъ и (=0. 
3 447. Зидача. Найти услове, что четыре плоскости проходятъ че- 
резъ одну точку? и мы - 


Рилиене. Пусть данныя плоскости будутъ (25) и четвертая: 
Аза -- Вау Е Саё -- О. = (26) 


услов1е это найдется, если найденныя величины для т, у, # изъ ураз- 
ненй (25) подставимъ въ уравнен!е (26). Но это услове можно выразить 
опредЪлителемъ, исключая х,у,2 между уравненями (25) и (26). что даетъ: 


А Во п 

А. В © , 
2 а О (21) 

Аз Бз С3 ЛД: 

А. В. С: Г 


_Признакъ пересЪчен1я четырехъ плоскостей: 
А — 0 9 В — 0. 9 8 — 0 9 р — 0 


ВЪ одной точкЪ можно еще найти слЗдующимъ образомъ. 


Если можно найти тавя четыре числа А, д, уиф, что: 


ЛА-РЬВ--»О-- 5 =0 
30* 
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то четыре плоскости пересЗкаются въ одной точкЪ. Въ самомъ дЪл», ко- 
ординаты точки пересЗченая плоскостей: 


 А=Оо , В=0 , (=0 


удовлетворяютъь и В=о Въ силу предъидущаго тождества. 


$ 448. Если одно изъ уравнешй двухъ плоскостей: 
Ах ВР О-+-ШФ=о , 4Ах-- ВУ О 2 О =0 (28) 


помножимъ на неопредЪленный множитель А и сложимъ, то получимъ урав- 
нене: 


Аз -- Ву-- (#8 + О--А(4 = - Ву-- Чё Г!) =0 (29) 


которое есть тоже плоскость, такъ какъ оно линейное относительно х,, 4, 2. 
Давая » всевозможныя значен1я отъ — со до -- со получимъ безчиеленное 
множество—систему плоскостей, которыя всЪ проходять черезъ перес$че- 
н1е данныхъ плоскостей, такъ такъ координаты точекъ, удовлетворяющихъ 
обЪимъ уравненямъ (28) удовлетворяютъ и (29). Между всеми плоскос- 
тями (29) находятся и данныя (28) именно, когда Х =0и А =. 


Такъ какъ плоскость (29) заключаеть одно неопред$ленное коли- 
чество А, то для опредфлен1я ея требуется еще одно услове. 
{ 
‚ Пр. 1. ОпредЪфлить ^ такъ, чтобы плоскость (29) проходила, черезъ точку (х,9,21)? 
Рюи. Если плоскость (29) проходитъ черезъ точку (х,9:2,), то имфемт: 


Аз, -- Ву, + ба + © +) (А + Ви, + ба ЕР) =0 
откуда: | 








Ча: -- Ву, - Са ЕР 
Аа, -- Ву, - С,2. О, 


подставляя это значене Х въ (29), найдемъ искомую плоскость: 
(Аж; -- Вуу: - С:^, + Т,) (Аз ВУ Се +Р)— 
— (Аа + Ву, + ба, + 2) (де ВУ бе) =0 


Кели плоскость должна проходить черезь пачало коордипать, то 2, = 0, У ==0, 
г. = 0, слфдовалельно уравнен1е плоскости будетъ: 


(30) 


(АГ, — 4,1) = | (ВР, — РО Оно: - 8) 
Пр. 2. Опред$лить Х такъ, чтобы плоскость (29) была порповдииуайрна 1 КЪ 
прямой, которая составляеть углы @, В, и съ координатными осями. 


Рю. Очевидно, услов1е это будетъ (8 441) 
(А ЛА,) созх + (В--ЛВ,) соз- В + (С-- ^С,) сов =0 
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$ 449. Если два изъ трехъ уравнев!й плоскостей; 


Ах -- Ву Е С(ё О = 
А2-- Ву Се +, —0 (32) 
Ах Бэу -Е (за -- Ш) = 
помножимъ на неопредзленные множители ^, & и сложимъ, то получим ъ 
четвертую плоскость: 


(Ах -- ВУ-НС в 0) + \(Ах + Ву а РБ - 
в (455 -- Вьу Е С.2 | О») =0 


которая, очевидно, проходитъ черезъ точку пересЪченмя трехъ плоскос- 
тей (32), такъ какъ координаты точки перес$ченая удовлетворяютъ вс% 
три уравнен1я (32), а слфловательно удовлетворяють и (33). Такъ какъ 
уравнене плоскости (33) содержит два произвольные множителя ^, 1л, то 
оно можеть удовлетворять еще двумъ услов1ямъ. 


(33) 


Пр. 1. Чтобы плоскость проходила еще черезъ дВЪ точки (у) и (259. 2)? 
Ир. 2. Чтобы плоскость была периендикуляриа къ прямой, которая составляет 
углы 6, / съ координатными осями и проходила черезъ точку (5, 9, 2,)? 
Первая задача даетъ для опредфлевля Л и ци два уравневя. 
(АРА, + 4, =, + (В-- АВ, - вВ,) у, + (С С, + в) д + Р-Р, { р, =0 
(34) 
(А ли, + и4,) ал, Р(В-НАВ, + АБВ.) у, + (САС, НН ыб) + р -- Ар, и), =0 
Или: | : 
(Ала, Бу, -— Су, Е 2) ^- (Ах, + Вы, + С, .) Аа: -- Ву. Са г В =0 
(Аж, - Ву, - С. + РА (Ах, | Вьу», + Са. Руд - Аж. + Ву, с В=о0 
изъ этихъ уравнен!й можно опредфлить ли». 
_ Для второй задачи уравнен1я бупуть: первое изъ предъидущихъ (34), а второе 
($ 444): — 
(ААА, + р 4,) созх -- (ВН АВ, | вВ,) сов В (СЕЛО, + 0) созу = 0 
НЛИ: 
(А сови--В, созВ-- С,сову)^-[( Азсоза-- В.созв--Ссоз) и Асоза-- ВсозВ-- Ссову=0 ° (35) 


изъ которыхъ легко опредфлить А и ц. 
Пр. 3. Уравнеше: 
аз уе № =0 (36) 
- ТДЪ Л есть неопредЪленный коэфищентъ, предетавляегь плоскость, проходящую че- 


‘резъ пересБчеше плоскостей: 
ах бу=0 , #=0 


2-5 
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ГЛАВА ХХУП. 
Прямая. 


9 450. Въ $ 431 мы видфли, что уравненя двухъ поверхностей, со- 
вокупно взятыя, представляютъ кривую —пересЪченме двухъ поверхностей, 
сл$довательно уравнен1я двухъ плоскостей представляють приму въ прос- 
транств$. 

Пусть уравнев1я двухъ плоскостей будутъ: 


Ах в Ву Чё; =0 , 4х - Бу р (2 + т, =0 (1) 


Если изъ этихъ уравневй исключимъ сначала у, а потомъ 4, то найдемъ 


два, уравнения: 
2 — а Г | уе 4 (2) 


Это суть проэкШи прямой на плоскостяхъ (ОХ, 07); (ОУ, 07) или урав- 
нен1я плоскостей перпендикулярныхъ къ т$мъ-же координатнымъ плоскос- 
тямъ, пересфчешемъ которыхъ замфщено пересфчен!е плоскостей (1). Изъ 
уравненй (2) видимъ, что уравнене прямой ливши въ пространетвЪ со- 
держитъ четыре постоянныя величины параметра, которыми опред$ляются 


положен1!е прямой въ пространств®. 


$ 451. Если на пересчени плоскостей возьмемъ, какую - нибудь, 
точку (2/2), то уравнен!я плоскостей можно написать въ форм% ($ 443): 


А; (%— м) + В, (у—и)-- С (2—2) =0` 








(3) 
Аз (х— 2) -- В (уф и) С (2— а) ==0 
такъ какъ 06% плоскости (1) проходятъ черезъ точку (292). 
Изъ этихъ уравненй легко получить слЗдуюнйя: 
г ий с (р 
ВБ В,Сь ыы В.С! С 42 —_ С.А А В —_ АВ: | 


которыя суть ничто иное, какъ уравнения прямой, проходящей черезъ 
точку (21/12), которыми замфщены уравневя двухъ плоскостей (1). 


р 

С 452. Если означимъ черезъ о, В, у углы этой ‘прямой СЪ коорди- 
натными ослми, черезъ у разстоян1е какой нибудь скользящей точки по 
ней (дуг) отъ точки (212), то найдемъ: 


ране, ИИ Заре: ПЕРОВ Деми не (5) 
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это суть уравнен!я прямой, проходнщей черезъ точку (ил) и состав- 
ляющей углы о, В, '|] съ координатными осями. 


Изъ этихъ уравненй имЪемъ: 
1—2 --7605а , у=и -- 76058 [ , 2=а -- 76081 (6) 


т. е. координаты точки выражены съ помощью одного перем$ннаго пара- 
метра 7. 


Если прямая, выраженная уравнев1ями (5) есть таже, что и выра- 
женная уравнен1ями (4), то будемъ имЪть: 


) с0з а == В 0, — В.С , Х 6058 = (14, — С.А ‚ \созу= 41 В, — А.Б, (7) 


\ есть неопред$ленный коэфищентъ, на который помножили знаменатели 
уравнений (5), чтобы отождествить ихъ съ уравневями (4). Если урав- 
неня (7) возвысимъ въ квадратъ и сложимъ, то опредЗлимъ ^, именно: 


— (6: С; — ВьС, )? -- (С. 4, — 64, ) + (4. В — 4.В )? (8) 
Сл5довательно: 
0$ @ = В! С» - ыы ВО, % С05 В — я 0$ / = „Абв (9) 


гдЪ А имЪетъь выражене (8). 


Изъ этого видимъ, что если прямая дается общими уравненями 
двухъ плоскостей (1), то косинусы угловъ, которые она составляеть съ 
координатными осями, даются уравнешями (9). 


3 453. Если уравнемя прямой даны въ форм%: 








А в с 





4 УЧ __ #7 #1 (10) 


то сравнивая ихъ съ (5), найдемъ: 


Ле0за = А , ^с08В=В , Лсоз1=0 
откуда: 
—= 4? В -- (2 


Сл довательно: 


А 


В А ,6058== ны (11) 
УлеЕВЕС У деЕВЕЕС: 


‚ с05у== 


И Аз В2-ЕС: ее, 
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о 454( Если уравнев1я прямой даны въ форм$: 
х=аа--Ь ‚, уже а (12) 
то ихъ можно написать такъ: 


—6б_ у—а #0 
и Ре Сел 1 (13) 





Если эти уравнен1я сравнимъ съ уравненями (5), то легко видЪть. что 
прямая проходитъ черезъ точку (6, 4, 0) и составляетъ углы съ коорди- 
натпыми осями, коихъ косинусы пропоршональны количествамъь а си 1, 


то есть: 
^ 605% =а ,‚ ^60$В=с , ^6081=1 


откуда, какъ выше, найдемъ: 


605 В = 


С 


Иа? -- 2-1 


Со 


Не в 1 
к реет пион иней 
Иа е-1 


а 
208 9 = ————. 
Иа -1 

3 455. Мы видфли, что если двЪ точки (х,9,21), (25422) въ ирост- 
ранствЪ даны, то всякая точка (хуг) на прямой, проходящей черезъ дан- 
ныя двЪ точки, выражается съ помощью перем ннаго параметра, ^ ($ 437): 


21 Г №222 у Е ^1/2 __ а - 
ов ‚ В = 15 
Е Я" Чая Та (5) 


исключая этотъ параметръ изъ этихъ трехъ уравнешй, найдемъ уравне- 
я прямой, проходящей черезъ двЪ данныя точки: | 


& — а Е | (16) 


очень ирина 


Эти уравневя можно получить просто изъ уравнен!й (5) замЪчая, что: 


\ 


О >. 


605 @ =: М ай 
| у 


‚ 608 В == кн 
Въ уравневяхъ (16), очевидно, въ чиелителяхъ можно поставить вм$сто 
координать 2,9,2, координаты 22,9, 29. 

Это и вс формы, которыя можно дать уравнеюпямъ прямой. 

$ 456. ЛвЪ прямыя въ пространетвЪ вообще не перес$каются, спра- 
шизаетея, какая зависимость должна существовать между коэфищентами 
прямыхъ для того, чтобы онЪ пересеклись? 
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Пусть уравнения поямыхъ будутъ: 
х=о-Ь , т=иа-ЕЬ 


(17) 
у=(2г4 ‚, у=жаг-а, | 
такъ какъ координаты точки пересзчеюня должны удовлетворять ве$мъ 
предъидущимъ уравнешямъ, то х, уи 2, опред$ленныя изъ трехъ урав- 


нен!й, должны удовлетворять и четвертому, что даетъ: 


р — 6 _а— а (18) 
4 —— а] == 6 


это и есть услове пересБченмя прямыхъ (17). Если а=@ и с=а, то 
услове (18) удовлетворяетея; но это услове параллельности линий, т. е. 
онЪ находятся въ одной плоскости, & слЪдовательно перес$каются (на 
безконечности). 
С 457. "Рьшимъ теперь нЪкоторыя задачи относительно прямой и 
плоскости. | р | 
Задача 1. Найти уголъ между двумя прямыми: 


я —№ у М аа д— 2 _У— 4 2—2 


А В С РЯ А› Бо | | С. 


4 


(19) 


Рищене. Такъ какъ косинусы угловъ, которые эти прямыя состав- 
ляютъ съ координатными осями суть ($ 444). 


А, В _ С, 
Е и О СОЯ о 
У лЕВЫ О уж в--ох’ Удо 

А ‚БЬ С: 


С А , СОЗВо == 


о $ ©05“/› == ия 
и А -- ВЕС? у А%--В.-—- 0%, 
слфдовательно ($ 444): 

А, Ао р В, В. С. Се 


Ср АЕ (20) 
! У 4? еее У 4?, -- В*, + 0%, 


откуда, если прямыя перпендикулярны, то: 
А, А. - ВБ -{ (56 =0 (21) 


Задача 2, Найти уголъ между прямой и плоскостю? 
Ришене. Пусть уравнен1е плоскости будетъ: 


Аз-- Ви + р= (22) 
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а уравнен1я прямой: 


о ИЕ И-М 
А, В, С, (23) 








Изъ выражевнй для угловъ ($ 441), перпендикуляра къ плоскости (22) и 
выражен для угловъ прямой (23) найдемъ, что: 





и АВВ О о 
% И 4? -- В2-- (ЗУ 42 + В + 03 
Если-бы прямая была дана въ форм$: 
х=—=а-—с , уч=бы-а 
то очевидно: _ 
©“ аи 
У А? -- В2-Р 0 У а? --1 
1 5& 
Вели прямая периенликуларна къ плоскости, то: 
«АН ЬВ-- 0=0. (26) 
Задача, 3. Написать уравненме плоскости перпендикулярной къ пря- 
МОЙ: 
ия 9 
А В ЖЕ (27) 


Рьшене. Соображаясь съ предъидущимъ, найдемъ: 
Ах-- Ву-- 0ё-—- р=о — (28) 


тд$ Г) остается неопред$леннымъ, если-же плоскость должна проходить 
черезъ точку (22422›), то будемъ имЪть: | 


А(#— ®)-|- Ву— у) -0@—э)=0 (29) 
Если прямая будеть дана, уравнен1ями: 
Аз Ву а Г =0 , Ах —- Ву Се НТ, =0 (30) 


то уравнене плоскости, проходящей черезъ точку (му) и перпедику- 
лярной къ пересчено двухъ предъидущихъ плоскостей, будетъ (8 452): 


(В, 0(.— В, С ) (—я-|( С 42—05 А, ) (У—ч! )-- (41 В.—4А›Б, ) (2—2 )—=0 (3 1) 
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Наконецъ если уравнен1я. прямой будутъ въ форм: 


дя Уи 2 Ас | (32) 
60$ © 0$ В 60$ 


то уравненше плоскости, проходящей черезъ точку (то у» 22), перпендику- 
лярной къ прямой (32), будетъ: 


(х — 25) воза -- (у — у2) со 8 (2— 22) с03{ = 0 (33) 


Задача 4. Написать уравненя. прямой перпендикулярной къ плос- 


кости: | 
Аз В О#--О=о (34) 


Ришене. Легко видфть, что уравненя прямой будутъ, если она еще 
проходитъ черезъ точку (2 и 2): 


Я — Я у—и _#— 
А В” 0 (35) 


Задача 5. Найти уравнене плоскости, опредЪленной двумя перес$- 
кающимися прямыми? 


Рьиине. Пусть уравнешя данныхъ прямыхъ будуть: 


хм У 2 ‚, ЯМ уу _ 2—1 (36) 


Воть нии ПП ира очиринань Пи иеиеньнни чить ть наче пиши 
——^ — —— —=—— + 


608 ба 60$ В. 608 °’ 6059 605 Ва 60$ ‘а 


прямыя проходятъ черезъ точку (хи а). 

Если означимъ черезь 4, В, С косинусы угловъ, которые состав- 
ляетъ ‘съ координатними осями перпендикуляръ къ искомой плоскости, 
то ея уравнене будетъ, какъ видЪли выше ($ 443, 16): 


А(&— в) Ву—и)-Р0(#—а)=0 (37) 


такъ какъ и плоскость проходитъ черезъ точку (7, у, 24). 
Такъ какъ перпендикуляръ къ плоскости будетъ перпендикуляромъ 
и къ прямымъ (36), то имЪемъ ($ 436): 


А сова, | Всоз В —- С с0з1, =0 
| (38) 
А со; я, -|- Б с03 В —- Ссоз ра =0 

откуда найдемъ: | 


А 26 В С. 
058; с082—603В5с05, = с08 60503 —605`260399 — 6050 С05Вэ— с05б3С05В) 


(39) 
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Подставляя въ (37) вмфсто 4, В, С величины ипропорцональныя, 
найдемъь искомое уравнене: 


(х — 21) (60$ В1 605 72 — 60$ Вз с05 1) -|- (У — 9) (е03 7 60$ иа — с0$ 1; с08 а) -- 
- (2 — 2) (608 04 608 В — 605 а, со) =0 = (40) 


Задача 6. Найти услове, при которомъ прямая: 





= (2-6 , у=е-а (40 
ИЛИ: 
БА И № (42) 
60$ 605 В 605 
лежитъ въ плоскости: | 
Ах-- Ву-- 02-- О=о (43) 


Рьшене. Прямую (41) можно написать въ форм% (6 454): 


0—4 2—0 
“м 6 1 





слфдовательно она проходитъ черезь точку _(6, 4, 0); такъ какъ, по уело- 
вю, опа’ находится вея въ плоскости (43), то точка (6, 4,0) должна 
удовлетворять уравненю (43); т. е.: 


++ ва--р=0 4 


Но перпендикуляръ къ плоскости (43) долженъ быть перпендикуля- 
ромъ и къ прямой (41), сл$довательно имфемъ еще одно уелове: 


Аа Ве (=0 (45) 


Если прямая будеть дана Въ ит (42), то предъидушля условя 


(44), (45) будуть: 
Ах, —- Ви + Са - р=о | 
| (46) 
_ Асова-- ВсозВ -- С 0051 и, 


Задачи 7. Найти уравнен!е плоскости, опредЪфленной двумя парал- 
лельными прямыми: 





а „————— ти поили аи а и Приточные 
рии иичиититтытыные - — ож на 
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Ришенае. Очевидно въ искомой плоскости будетъ находится прямая, 
соединяющая точки (ди 2) и (25 у›22), но ея уравнеше, какъ выше ви- 
дЪли, есть (5 455): 

дм  ч— 8—2 
а Е (48) 
Я -—22 Чу А- 2 


слЪдовательно задача, сводится на, 5-ую: Написать уравнене плоскости опре- 
дЪленной одной изъ прямыхъ (47) и прямою (48)? 

Откуда легко видЪть, что коесинусы угловъ, которые перпендикуляръ 
къ искомой плоскости составляеть съ координатными осями, пропорщо- 
нальны выражен1ямъ: 


(1 — 92) с08 у — (12—25) с03В ; (2—2) 05а — (21—12) 08 ; 
(49) 
(11—25) с08.% — (у — 2) 08 В 


такъ какъ углы, которые прямая (48) составляетъ съ коорлинатными осями 
пропорцональны разностямъ 1—2, д— у, А—2. 
СлЪховательно уравнеше искомой плоскости будеть: 
(и— 2) 087 — (21—22) ©0$ 8 (8 — 1) в : 
+ (м — 2) свя — (м— а) с081} (уфу)-- с (0) 
Е (м— 2) сов — (у — 92) 03а] (#2 —2)=0 


Задача 8. Найти уравневе плоскости, проходящей черезъ прямую: 
А&-—- Ву О2--ПГ=0 , 4х--Ву-- С52-- р, =0 (51) 
и перленцикулярную къ плоскости: 
Ах-- ВУ Сё-- О = - = 1689). 


Рьшене. Такъ какъ искомая плоскость должна проходить черезъ пе- 
ресфчене плоскоетей (51), то ея уравнеше есть: 
Ах + Ву-+ Чё р КА Ву-- бе -Е Л.) =0 (53) 
ИЛИ: а Е. | а | 
(АА--А45) д + (В--АВ)у -- (С-Е АС») + ВН» =0 (54) 
Но эта плоскоСть, по уеловю, перпендикулярна къ плоскости (52), сл$до- 
вательно имемъ: 


(д-р -- ВСВ АВ + 6+6) = 0. Я (55). 
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опредзляя изъ этого уравнешя Х и вставляя въ уравнеше (53), найдемъ 
уравнеюме искомой плоскости: 


_ АА ВВ, 0, 








ВВ. 00. 9 
сл$довательно: 
(АА + ВВ, | 06.) (дз Ву ЧЕ Р)— 
— (4.4, - ВВ -- СС!) (4х Вчу-- 62 + О.) =0 | р 
Если уравнен!я прямой и плоскости даны въ формахъ: 
2605 © - усозВ 26051 — 2р=0 , Не же (58) 


со — 6085 — 6051 
то искомую плоскость можно написать въ формЪ: 
А(#— т) + Вуфи)+0(#—а)=0 


но такъ какъ перпендикуляръ къ этой плоскости перпендикуляренъ къ 
перпендикуляру къ плоскости (58) и перпендикуляренъ къ прямой (58), 
то ‘имфемъ (38): 

А со -- В со В -- С созу = 0 


Асозои —- Всозв, > Осоз\, = 0 
откуда: | 


А БВ "С 


ый приненциР 
и киеияЕЕЕЕНеНЕх оиуалих инт рттлоевьутчрр жьсыиьиаит авы ое оолние иона, ТЕНИ ХЧЕРЕСтЕь ИниишЕЕИЕИ 


с03 В с08 1 — с05 В, 081 60516059, — с08`1603“& 605 & с03 В, — 6080 с08 В 





сл довательно уравненше искомой плоскости будетъ: 
(0$ В в0$ /\ — с05 В1с05 у) (х— а) (с0з у 608 4 — с0$ 1605 а) (у— и!) -- 
_-+ (с08 а е08 В, — с05 04 0$ 8) (2—2) =0 = _ (59) 


Задача 9. Даны уравненя двухъ неперес5кающихся прямыхъ: 











&—я _у—у _2—а ‚, 2—4 У 2—2 (60) 
605 603 В! см ’ о 603%. — 605В» 608 12 


написать. уравнен1е _ плоскости, ‘проходящей черезъ одну 1 изъ данныхъ пря- 
МЫХЪ параллельно другой? | 
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Рилиенме. Если искомая плоскость будетъ проходить по первой пря- 
мой, то ея уравнене будетъ: 


А(&— 2) Ву) -+0@—а)=0 (61) 


Но перпендикуляръ къ этой плоскости нерпендикулярень къ обфимъ пря- 
мымъ (60), слЪдовательно (40) уравнеше искомой плоскости будетъ: 


(х— 2) (с05 В с0872 — с08 В» сз: ) -- (у — 9/1) (08 71 608 м2 — ©0852 воз) -- 
-Г (2 — 21) (©0391 60$ В — 603 ао с0$ В, ) = 0 (62) 


Очевидно, что уравнен1е плоскости, проходящей по второй изъ пря- 
мыхъ (60) параллельно первой, будетъ: 


(1 — 13) (с08 В, 08-2 — с0$ В, соз 1) -Ё (у — 92) (6081608 аа — с03^/о с08 и) Е 
- (2 — 25) (с08 0160$ В, — 603 9о с05 В) = 0 | (63) 


Разстояне между плоскостями (62) и (68), очевидно, будеть разность пер- 
пендикуляровъ, опущенныхь на эти плоскости изъ начала координатъ. 
Чтобы найти длину этихъ пернендикуляровъ надобно плоскостямъ (62) и 
(63) дать нормальную форму и положить въ нихъ 2=0, у=0, #==0 ($ 442). 

Чтобы этимъ плоскостямъ дать нормальную форму надобно обЪ раз- 
дзлить на корень квадратный изъ суммы квадратовъ выражений: 


с05В; 05 э—605В605! , 60316089 6052608 —, 6089 с05Во— с0555с05В) 


но этоть корень есть ничто иное, какъ синусъ угла между плоскостями 
($ 435), слфдовательно, разетояе между плоскостями будетъ, если черезъ 
ф назовемъ уголъ между ними: 


(21 — 22) (с03 В, С05 12 -— 605 В. 05 ) -- (У, — 92) (605; 608 @› — 608} с08 о) -- 
| зш ф 

--- (д — 20) (соза 60 8: — 608 аз с08 81) (64) 
Ш у 


| 


Задача 10. Найти длину и уравнен!е кратчайшаго разстоявя меж- 
ду двумя неперес$кающимися прамыфи? 


Рьшене. Пусть уравненя данных прямыхъ будутъ: 


} 


УИ 2-м, | оу 2 (65 


онабееуян» попиярьияриининьямь НЕ Ерин Е 
Прори-е ие ее ——щ 


608 @) сз В со '’! 605% — 605 6058 6081 
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уравнен1я плоскостей, изъ коихъ каждая проходитъ черезъ одну изъ этихъ 
прямыхъ параллельно другой, какъ видЗли выше (62) и (63) суть: 


(х— 21 ) (с038, 082 — созВьсози, )-Е (/— 1 ) (©051 ©0585 — с0$1ос0за )-- 


- (2—2 )(с0$% с038о —603006088; ) ==0 
(66) 





(1 — 22) (созВ, 082 — созВьсозч, )-- (у — У») (с08 0595 — созтесоваи )-|- 


—- (2—25) (©0541 с03Ве — созаосо$В, ) = 0 


разстояше между этими плоскостями, какъ мы видфли есть (64); оно-же, 
очевидно, и кратчайшее. Чтобы найти уравнеюя прямой, проходящей че- 
резъ точки на прямыхъ (65), которыхъ, разстояюе есть кратчайшее, на- 
добно составить уравнеюя двухъ плоскостей, изъ коихъ каждая, проходя 
черезъ одну изъ прямыхъ (65), была-бы перпевдикулярна къ одной изъ 
плоскостей (66). Очевидно, что пересчете этихъ плоскостей будетъ пер- 
пендикулярно къ обфимъ прямымъ, а слБдовательно и есть прямая крал- 


чайшаго разстоятя. 
-Пусть уравнеше одной изъ этихъ плоскостей, положимъ той, кото- 


рая проходить по первой изъ прямыхъ (65) и перпендикулярна ко втс- 
рой изъ плоскостей (66), будетъ: 


А(х— м) В(у—и)НО@—а)=0 — (67) 


Такъ какъ эта плоскость проходитъ по первой прямой (65), то имЗемъ 


`($ 457): 
А соз а —- Всоз В, -—- С с08\ =0 (68) 


но плоскость (67) должна быть перпендикулярна ко второй изъ плоскос- 
тей (66), сл$довательно будемъ имФть:. 


(с03 6, с08 {2 — 608 Вь с0з 1) 4 -- (6081 608 а — 608 уз 608 м) В - 


(69) 


-- (с03 а; 60$ во — ©08 @з 08 В) С ==0 


откуда найдемъ, что А, В, С В выражешямъ: 


608 Р (08 а 603 В — 608 “2 С0$ в) — 6051 (081 608 2 — 608 о 608 6) 
сов, (с03 В, с03 12 — е08 65 6081) — с0з о; (608 @ 608 В› — 608 #2 с08 8, 


соза, (с08\/ 603 а — 08/2 608 1) — е0$ Ви (608 в, с08 72 — 608 Ва 608 1) 


Если ВСпомнимЪ, что: 


‚608 ф == 608 © 608 4 + соз 8,608 в -- 03 1608 о 
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то легко вилЪть, что три предьидуния выражешя будутъ: 
— 605 а, -- с0$ 91 608ф ‚ — 603 8, +- 05 6, 603 р, — 6032 - 608 608$ 
СлЪдовательно уравневте искомой плоскости будетъ: 


(605 ® — с03 9 608 4) (% — ж) -- (с08 В — воз В; с0$ $) (у — 9/1) -- 


(70) 
—- (60$ 1) — 08! 608 9) (2—2) =0 
Уравнене другой’ плоскости, очевидно, будетъ, по симметрии: 
(05%, — 605 @› 608 ф) (1 — 22) -|- (с03 В, — с03 В» с08 $) (у — уз) -- 
(71) 


- (081 — 605 12 ©0$ 9) (2— 25) =0 


Эти двЪ плоскости (70) и (7 1) и представляютъь прямую кратчайшаго 
разстояня между данкыми двумя прямыми. Косинусы угловъ, которые 
прямая кратчайшаго разстоянля составляетъ съ координатными осями, 
очевидно, пропорцональны выражен1ямъ: 


03 В; с08 а — 08 В5 с08 1 ; 608 '\ 608 из — 608 12608 91 ; 608 а; 608 В, — с08 #308 В, 


ГЛАВА ХХУШ. 


Двойственность ь пространств$. 


Плоскость й точна. 


$ 458. Мы видЪли, что уравнение плоскости, приведенное къ про- 
стВйшему виду содержитъ три постоявныя величины, которыя опред%ля- 
ють ея положене въ пространств$, таковы косинусы угловъ, которые 
перпендикуляръ къ плоскости составдяеть съ координатными осями и 
длина перпендикуляра, опущеннаго из начала координатъ на плоскость, 
отр$зки, которые плоскость дзлаетъ на координатныхЪ осяхъ и наконецъ, 
ВЪ самой общей форм$, отношевя трёхъ коэфищентовь къ четвертому. 
Эти три величины, опред$ляющ!я полажене плоскости въ пространств 
мы будемъ называть координатами плоскости; очевидно, что он% во всЪхъ 
своихъ видахъ суть ничто иное, какъ ри точки, Такъ какъ положене 
плоскости опред$ляется тремя точками; отсюда вытекаетъ такая взаим- 
ность: что точка въ пространствЪ опреджляется тремя плоскостями— это 
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система Декарта, а плоскость опред ляется тремя точками; отсюда вны- 
текаетъь то что называють двойственностью координать, которая состо- 
ить ВЪ томъ, что три постоянныя величины можно разематризвать, какъ 
координаты точки или какъ координаты плоскости. 


Въ первомъ случаЪ точка опред$ляется координатами или тремя 
уравцен1ями, а плоскость однимъ; во второмъ, плоскость опредляется 
координатами или тремя уравнен1ями, а точка однимъ уравнешемъ. 


3 459. Возьмемъ уравнеше плоскости въ канонической форм ($ 439): 
и 
Е] 1 
а т ф т С (р 


гдЪ а,6,с суть отр%зки, которые плоскость дЪфлаетъ на координатныхъ 
осяхъ. Возьмемь на этой плоскости, какую нибудь, точку (ми 2), то 
будемъ имЗть: 


Я | У Я __ 
мере (2) 


Если координаты точки, т. е. ж,9/,2, оставимъ постоянными, а 
отр$зки а,б,с будемъ измЗнять, но такъ, чтобы они удовлетворяли посто- 
янно уравнеюе (2), то плоскость будетъ измЪнять свое положене, при чемъ 
будетъ постоянно проходить черезъ точку (1 92). При такомъ уелови, 
разематривая (29/1 2), какъ постоянныя, а (а, 6, с), какъ перемфнныя ве- 
личины, уравнене (2) будетъ представлять уравнене точки. 


Чтобы дать этому уравневпю бол$е симметрическую форму мы вмЗето 
отр%Ъзковъ а, 6, с возьмемъ ихъ обратныя величины съ противными зна- 
ками, т. е. положимъ: 


а е ИВ <Я 


\ 


тогда уравневе (2) приметь весьма простую форму: 


Е-Ум таб 1==0 (4) 
Если это уравнене напишемъ въ форм%: 
ж Ру --1=0. (5) 


то разсматривая въ немъ '$,1,&, какъ величины постоянныя, а 2, 9,2, 
какъ перем$нныя, оно будеть представлять плоскость, коей положевне 
опредляется величинами или координатами &%9,6, а каждая по ней 
скользящая точка будетъ опредЗлятся перемЁнными 5,у,2, удовлетворяю- 
щими уравнен!е- (5). 


ГЛАВА ХХУПТ.-ДВОЙСТВЕННОСТЬ ВЪ ПРОСТРАНСТВВ. 483 


Обратно, если х,у,2 будемъ разематривать, какъ величины постоян- 
ныя, а 61,5 какъ перемфнныя, то уравнеше (5) будетъ предетавлять 
точку, которой положене опредфляется координатами (хуг); координаты 
плоскости, принимающей всевозможныя положения около точки (ху2) опре- 
дЪляются величинами перем нными 5,9,6 удовлетворяющими уравнеше (5). 


3 460. Еели уравнешя плоскости или точки будутъ даны общими 
уравнен!ями: 


Ах -- БС ШФ=о ‚, Ато О =о (6). 


то координаты плоскости, въ первомъ, а координаты точки, во второмъ, 
очевидно, будуть: | 

А Б С 

Л я 5) ; вл (7) 
Если будутъ, слЪдовательно, даны координаты плоскости &,7:,С, то ея 
уравнене будеть: 


51% - 19 нае 1=0 (8) 


а если даны координаты точки 2\,9,21, то ея уравневе будеть: | 
я ит-ае-1=0 (9) 


3 461. Перенесемъ теперь, по смыслу двойственности, теоремы, най- 
денныя выше, относительно плоскости, на теоремы относительно точки. 


Пр. 1. Если положеше плоскости | Пр. 1. Если положеше точки дано 
дано координатами &, 7"), С, то ея урав- координатами 4)\,7;, 2, то ея уравнеше 
нен1е будетъ: будеть: 

На -щу- бе-+1=0 | 2. Нм +5 +1=0 

Пр. 2. Если плоскость дана урав- Пр. 8 Если точка дана уравне- 
нешемъ: | шемъ: 

1% Ниуе 1=0 а + ут +ас-+1=0 
то ея координаты будутъ: то ея координаты будуть: 
ЗВ 1» а | 471, Ут, 21 

Пр. 5. Если ‚уравнение плоскости Пр. 3. Если уравнен1е точки дано 
дано въ общей форм%: въ общей форм: 

Аз + Ву-+- @&-+-2=0 | А+ Вр =0 
то ея координаты будуть: о то ея координаты будуть: 

о бал Ве ев 4 ВО 

р т 0 | р } д ’ р 
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Эта, взаимность не имЪла бы м3ета если бы за координаты плоскости 
взяли не обратныя величины отрЪзковъ съ противными знаками, а сами 


отр3ззки. 


Пр. 4. Уравнеше плоскости, прохо- 
дящей черезт точку (<,4.2,) есть ($ 443): 


А (2 — *,) + В(и— у) +0(@—а)=0 
ИЛИ: 
(2—2) Ни (уф) а-я =о 
Пр..5. Уравнен1е плоскости, про- 
ходящей черезъ три точки: 
(2, У: 21) ‚ (25 У 22), (23 Уз 23) 


есть: 
х чу 2 


2 4 41 
2 Чо #5 


СЗ Уз 83 


о ыы 


Пр 6. Если четыре плоскости: 
ие -Нзну Ре --1=0. 
бе + у -Н 62+ 1=0 
682 - зу - 2 +1 =0 
аа - у Чё +1=0 


‚ пересекаются въ одной точк%, то: 


5  @ 1 
2 2 @ 1 
—.0 
3 3 3 1 
5 4 4 1 


Изъ этихъ примфровъ видимъ, 


Пр. 4. Уравнеюе точки, лежащей 
на плоскости (1. С,) есть: 


А ($ — 8) + В(и—ч) бы) =0 
или: 


2, (6 — 8) у, (И — 11) + 21 (6 — ч) =0 


Пр. 5. Уравнен1е точки находя- 
щейся на трехъ плоскостяхъ: 


(НЫ = (5 2 ©) › (3 1з 3) 


есть. 
о Ь 1 
5 1 С: 1 
= 0 
5 2 © 1 
3 3 63 1 


Пр. 6. Если четыре точки: 
2, фута + 1=0 
2.6 - Ум + 26 1 =0 
ЖЕ {- Уз -- 246 --1=0 
4$ У + 6 1 =0 


лежатъ въ одной плоскости то: 








д У 4 1 

12. У. ^ 1 о 
д У 23 1 

ь 274 14 #4 1 


что переходъ отъ однихъ теоремъ. 


или выражеюй къ другимъ дфлается, замфщая слова илоскость—точкою, 


аа слова точка-плоскостью.. 


$ 462. Но если входятъ въ выражен1я углы и отр$зки, то такого 
перехода, -сдЪлать нельзя, а надобно перевесть всЪ данныя относительно 
точки на плоскость и рёшить задачу въ этой системз. | 


и. Задача 1. Найти уголъ между двумя плоскостями, коихъ положение 


дано координатами? 
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Рьшенле Пусть координаты двухъ данныхъ плоскостей будутъ: 
(% а) ; (62%) 


Если координаты плоскости даны, то уравнен1е ея легко написать ($ 460), 
слЪдовательно уравненя двухъ данныхъ плоскостей будутъ: 


На жу-и2-1=0 , ру 2 --1=0 
откуда уголъ ф между ними будеть (5 444): 


сов ф — 5. 6 -- 11 -- & 
. о а —_—— 
ИЕ? 42 ИБ? Е чь-Е? 
Задача 9. Найти углы, которые прямая, соединяющая двЪ данныя 
(уравненями) точки, составляетъ съ координатными осями? 


Рющене. Пусть уравнев1я двухъ данныхъ точекъ будуть: 


и Ут аб -1=0 ‚. дё -- узт 235 Е 1=0 —о 


Очевидно, координаты этихъ точекъ суть: 
\ я 
п ,.Уу, 2 5 49,2, 22 


Ол»довательно уравненя прямой, (оединяющей эти ДВЪ точки бу- 
дутъ ($ 455): и. 
| п а ЕР © 
и—в У 71 \ 22 


—7 


откуда если ©, В,‘/ суть углы, которые эта пДямая составляеть съ обр» 
натными осями, а 7” разстояне точекъ, то мА 


я — ©. | и —1 | 21 — 22 
сова =- ——" . Е . ОЕ 


Задача 3. Найти разстояще точки данной ‘уравненемъ: 
ё-- им-- а --1==0 _ (0) 


отъ плоскости данной координатами (&$%14 )? 

Ришете. Такъ какъ точка дана уравнеюмемъ (10), то ея коорди- 
наты суть (му 2), а плоскость дана координатами, то ея уравнение 
есть (3 460): 
и 6 т ’ ар 
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Сл$довательно задача сводится на сл$дующую: найти разетояне 
точки (ду2) отъ плоскости (11), которая р»шена въ 8 442, а для этого 
надобно написать уравнен!е (11) въ нормальной форм: 


 бх-жу-аа-1 2. 


| ВИН. ЕЛ (12) 
ИЕ? жа" 


и ветавить въ него координаты данной точки; еели разстояне означимъ 
чрезъ у, то найдемъ: 


ЗЕ ил аа -1 и. 
Уи, 


Если т: ==0, у; =0, 2 =0, то разстояе начала координать отъ 
плоскости ($ т 5) будетъ: 


(13) 


1 | 
ИЕ? же а? 
Уравнене (13) можно написать въ слфдующей формЪ: 


(вал + чи, Е Ча - 1) = Ее 2) (15) 


Если въ этомъ уравнени отбросимъ при &,'1, а индексы и примемъ 
‘ихъ за величины перем$нныя, но удовлетворяющя предъидущему урав- 
ненйо, то плоскость, которой положене будетъь опредфлятся этими пере- 
м$нными, будетъ принимать. всевозможныя положения около точки (714121), 
находясь отъ нея постоянно на разстояни у, слЪдовательно во веЪхъ 
своихъ положеняхъ она будетъ касаться шара, коего радлусъ есть ху, а 
пентръ въ точкЪ (29121), а потому уравнен!е: 


(аЕ + ич-Р АСЕ О ев В) (6) 


будетъ алгебраическое представлене поверхности шара, коего радусъ есть 
{ 


’, а центръ данъ уравнении: | 
аи. (17) 


 Еели центръ шара. находится въ началЪ координать, то 2 ==0, 
Л ==0, 2 =0, а уравнене (16) приметь весьма простую форму: 


Ре е т _ @9) 


Это Иа уравнене поверхности шара, коего центръ находится 
въ началв координатъ, радусъ есть ху, а плоскость, коей координаты 


(14) 
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удовлетворяютъ уравнене (18) касается во всфхъ своихъ положеняхъ 
этого шара. 


Изъ этого примЪ$ра видимъ, что можно разематривать поверхность 
шара, какъ обвертку плоскостей, которыя касаются его во всфхъ евоихъ 
положеняхъ, если координаты, опредляющия эти положен1я, удовлетво- 
ряютъ уравнен1я (16) или (18). 


$ 463. Разсмотримъ теперь, какъ слФдуетъ понимать уравнене, свя- 
зывающее координаты, опредЗляюция положен1е плоскости. Пусть будетъ 
какое нибудь уравнен!е: . | | 
[(5, 1,8) =0 (19) 

Это уравнен1е имЪеть безчисленное множество рё шей, каждая си- 
стема 51,5, удовлетворяющая уравнене (19), опредЪляеть положене 
плоскости; этихъ положеюй можетъ быть несколько, смотря по характеру 
уравнен1я. Плоскоети эти, во веБхъ своихъ положеняхъ, будуть касаться 
поверхности, которой форма и свойства будутъ зависить отъ уравнен1я 
(19). Поверхность эта называется обверткой вефхъ положен плоскостей, 
координаты которыхъ удовлетворяютъ уравнене (19). 

СлЪдовательно разъ поверхность представляется, какъ непрерывный 
рядъ точекъ, координаты которыхъ удовлетворяютъ извфетному уравне- 
ню [(5,у,2)=0, другой разъ, какъ непрерывный рядъ плоскостей, коор- 
динаты которыхъ удовлетворяютъ уравнение /[ (5, у, 6) =0. Пояснимъ это 
примфрами: 


Пр. 1 Мы видфли, что уравнение: Пр. 1. Уравневе: 


Х = 6 Е —а 


представляеть плоскость периендикуляр- | будеть представлять точку на оси х на 
ную къ оси < на разстоян1и @& отъ начала, 


разетоян1и — — отъ начала координалъ: 
координать. @ 


Пр. 2. Уравневля: Пр. 2. Уравненпя: 


у=б | Е =а у 1=5 


= , 


совокупно, нредетавляютъ прямую пере- 
сфченя двухъ плоскостей: 


ж=а и У=Ь 
Пр. 3. Уравнепя: 
== б з- 


д — а , # —= С 


представляють точку пересБченя плос- 
костей: 


совокуино, представляютъ прямую, про- 
ходящую черезъ. точки: 
Е=а н \1=6 
Пр. 3. Уравненля: 
2=а ‚, 1=6 , б=е 
проходящую 


представляютъь Плоскость 


черезъ точки: 


5=а 3 1 =6 ) $ =с 
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Если: - Если: 

2 = 0 ‚ =а ‚, у =6 и, ; Е = а )  =6 

то это будеть точка на плоскости | то соотв5тетвенный отрфзокъ на оси 2 

(ОХ. ОУ). будеть равенъ со, а совокуипо эти урав- 
ненля предетавляютъ илоскость парал- 


8 лельную оси #2. 
Если: 


6=0 , и=0 , 6=0 


Если: 
х=0 ‚, у=0 ‚, 2=0 


то это начало координатъ. 


то это будетъ илоскость на безконечноети. 


Если: Если: 
& — со } у = © ) # — > Е — со . = © . рес 
ТО это точка на безконечности. то это плоскость, проходящая через 


начало координатъ. 


$ 464. Мы видЪфли, что уравнен1я двухъ поверхностей: 
(т, у, 2) =0 , [(5,у,2) =0 (20) 


представляютъ совокупно кривую, образованную пересЪченшемъ двухъ по- 
верхностей. 
Два уравненя: 


ГЕт,9=0 , ДЕ, 9=0 (21) 


представляютъ поверхности, къ которымъ касаются плоскости, координаты 
которыхъ удовлетворяютъ обфимъ предъидущимъ уравневямъ. Эти каса- 
гельння плоскости, во всЪхъ своихъ положешяхъ, пересфкаютъ коорди- 
натныя плоскости по прямымъ, которыя во веЪхъ своихъ положеняхъ 
касаются кривыхъ, уравнен1я которыхъ получатся, исключая одно изъ 
перем$ чныхъ между уравневями (21). Исключая 6, чи & найдемъ урав- 
чен1я этихъ кривыхъ на координатныхъ плоскостяхъ (ОХ, ОУ), (0Х, 07), 
(ОУ. 07). Возьмемъ, напримфръ, уравненя: _ 


Г(5, 1,6) =0 и ие титр аб 1=0 (22) 


послфднее есть точка, коей координаты суть т, 2. 

Координаты &м,5, удовлетворяющая оба предъидущая уравнетшя, бу- 
дутъ опредЪлять положен1я плоскостей, которыя, проходя постоянно че- 
резъ точку (2 у 21), касаются поверхности Г(5, ч, 8) ==0; очевидно, плос- 
кости образуютъ конусъ, описанный около поверхности, вершина кото- 
раго находится въ точк$ (жил), а его вЪтви, пересЪкаясь съ коорди- 
натными плоскостями, образуютъ кривыя, которыя получатся, исключая 
между уравненмями (22) величины $ или 1, или 6. 
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Пр. 1. Пусть будутъ даны двЪ поверхности: 
у? (2-42-22) =1 , с=а (23) 


первая изъ нихъ есть шаръ, коего центръ находится въ началЪ коорди- 
ы 1 
нать, а вторая точка на оси 7, на разстоян1и — оть начала коорди- 


натъ. Если исключимъ изъ этихъ уравнеюй 4, то найдемъ: 
и? (54° + 4") =1 
ИДИ: - 
И1— а? 


форма этого уравнен1я показываеть, что это есть кругъ м 65), коего ра- 
ДЛусъ равенъ: 


- паев 


И1— а? 


Это тотъ кругъ, который образуетъ конусъ, описанный около шара 
и им юний вершину въ точк% & = а, пересЪченемъ съ плоскостью (0Х, ОТ). 
Если а==0, то вершина конуса находится на безконечности; конусъ обра- 
щаетсея въ цилиндръ, описанный около ‘шара, который пересЪ кается съ 
плоскостью (0Х, ОУ) по кругу: 


и (5 —- = =1 
Пр. 9. Уравненя двухъ точекъ: 
д -- ит ав 1=0 , 225 Г Узм -- 26-Е 1==0 (24) 


очевидно, въ совокупности, предетавляютъ прямую, проходящую черэзъ 
эти точки. Эта прямая есть пореуи вех плоскостей, координаты 
которыхъ удовлетворяютъ обфимъ предъйдущимь уравненямъ. 


Очевидно, что уравнения: 


жЕ-ит-- аб -Р1=0., $=0 (25) 


представляютъ прямую, проходящую черезъ точку (219,2.) параллельно 
оси 7. Эта прямая встрЪчаетъ, очевидно, плоскость (ОХ, ОУ) въ точкЪ: 


жЕит-Н1==0 


490 ГЛАВА ХХУШ.-—ДВОЙСТВЕННОСТЬ ВЪ ПРОСТРАНСТВЮ. 


Если имфемъ уравненя трехъ поверхностей: 


то совокупно он представляютъ одну или несколько общихъ касатель- 
ныхь плоскостей къ этимъ поверхностямъ. НапримЪръ: 


тн ‚ аз-НитаС1=0, ИТОГ 0. (27) 
эти три уравнен!я о предетавлять дв касательныя плоскости къ 
шару, проходяшля черезь точки (ду) и (12922). 


3 465. Всего сказаннаго выше достаточно для уразумф ня геометри- 
ческаго значен1я уравненля: 


[(5, м, ©) =0 


или такихъ уравнен1й въ совокупности. РЪшимъ еще ви вопросовъ. 


——-->. 
“=== {= а 


траэдръ, найти. уравненя его ‘вершины? | 


ори че = ==—--—- 


Римиеше. Пусть данныя уравненя будутъ: 


и -- ву а -- @&=0 
422 -- бу -- сзё  @==0 
азх --- бзу -- сз2—- 4=0 
04 -- бу -|- «2-Е @==0 


(28) 


Найдемъ уравненме вершины, образуемой перес$чешемъ послЪднихъ трехъ 
плоскостей (28). Пусть уравнен!е, какой нибудь, плоскости, проходящей 
черезъ эту вершину будетъ: 


чи --1=0 


Такъ какъ, по условно, эта плоскость проходить черезъ пересфче- 
‚не послЗднихъ трехъ плоскостей (28), то слБдующее услове должно 
быть удовлетворено: я 


ЗВ 


Е —0 (29) 
(3 [2 





‘4 с @ 
ИЛИ: 
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это и есть искомое .уравнене вершины, гдЪз 41, Б,,..... суть миноры, 
соотвЪтетвуюцщие элементамъ о, @...... опредЪлителя: 


СП р. С} И 
@ в © 4 
2 2 2 2 5: р (30) 


(3 63 (3 (3 


а бб 4 Ч 


Легко | ВИДАТЬ теперь, что вс четыре вершины будутъ даны урав- 
нешями: В, №, 
А $ -- Вт -Наб- 0: =0 
Аё Ва -- СА - Т»=0 
Аз -- Взт -- (6 Р.=0 
45 -- Бач-Е Ск — р. =о0 


(31) 


Задача 2. Даны уравненя четырехъ точекъ, образующихъ вершины 
тетраэдра, найти уравнен1я его граней? 


Рюшене. Пусть уравненя вершинъ будутъ: 


и -Ыт-- аб -- 4 =0 
46 -- Фьм - сз5 Е & =0 
азё -- 6зм Е сз5 -- @з =0 
а45 -- бай -- С.С -Е а. = 0 


(32) 


Разсужденя, подобныя предъидущимъ, даютъ слфдуюшия уравнен!я граней: 


№ 


` 
—., 
>... 
ие --. ..-ъ- 


я + ВУ Чеё-- Г; =0 
Ах -- Вгу-- Се -- О). =0 


(33) 
Азх -—- Взу С: -- ВБ: =0 
Ах -- Ву -Е Саё 5 Г. =0 
гл 4, В в имЪютъь ть же значен1я, какъ и въ предъидущей задачЪ. 


$ 466. Задача. Найти объемъ тетраэдра, коего вершины даны коор- 
динатами? | 
Рошен. Пусть ребра тетраэдра будуть г, 1,72, & углы между эти- 
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ми ребрами пусть будуть я, а, о.. Двойная площадь треугольника, коего 
стороны суть ги л:, а уголъ между ними ©›, какъ извЪстно, есть: 


2 А = 31 @. 
Высота тетраэдра, очевидно, есть; 
72 Ш 01 5 4 


если А есть двугранный уголъ, коего пор есть ’, СлЪдовательно 
им'Бемъ: 


6П == ии, уз 1 1 511 @2 $1 4 (34) 


гдЪ Ц есть объемъ тетраэдра. 


Изъ этого выражен1я видимъ, что если отъ ани тетраэдра, гдЪ 
сходятея ребра л,7,7э, отложить отр%зки 7,7’, 72 такъ, чтобы: 


" 77] Го = и Го 


то получимъ новый тетраэдръ, коего объемъ будеть равенъ объему дан- 
наго, если только наклонен!е реберъ и граней неизм$няется. 


Возьмемъ теперь тетраэдръ, коего одна изъ вершинъ находится въ 
началЪ координатъ, а три остальныя, имя х,у, 2; ху, 2; ху, 2" 
координатами, лежатъ въ плоскости параллельной плоскости (ОХ, ОУ). 
Такъ какъ площадь этого треугольника равна площади своей проэкщи На 
(ОХ, ОУ), то его площадь будеть ($ 5): 


О А — (гу и —жу) —- (жу” —#'у) —- ("у 7 —у )} (35) 


Если этотъ т преугольникъ возьмемъ за основан1е тетраэдра, то его высота 
_й, будеть перпендикулярь, опущенный изъ начала координать на пло- 
щадь предъидущаго треугольника. 
Еели ПолоЖимЪ 2'—=2'==2", то объемъ тетраэдра можно написать 
_ВЪ форм$: 
6П == (у и —#у) и" (д"у’ — Е. >. 2'у") и (у и ___ 2") = = (36) 
отложимъ теперь на ребрахъ тетраэдра, ‘отЪ начала координать отр$зки 
г, 71, 7з, но такъ, чтобы "ИТ == ИТ. Пусть координаты получен- 


ныхъ, такимь образомъ, вершинъ втораго. тетраэдра, котораго объемъ бу- 
деть равенъ объему даннаго, будуть: АН | 


(пут) | (изу зе.) и (тзу'зёз) 
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но котораго основане, очевидно, не будетъ параллельно плоскости (ОХ. ОУ). 


Изъ этого построения легко видЪть, Что: 


] 7 1 ! 7 1 1 
2-я: ‚ угу: › АВ 
у у у 
и 1 И 1 ! й ] ! 
д = 32 = —1 = 22 
> ° у 7" у 2 $ и 
7 у у 
111 И ПТ а ма 111 9% 3 
д; = 3 И -—— # мезый: 3 
и ) 9 | и у 3 ) и 


подставляя эти выражевя въ (36) и замЪчая, что ии 75 = “7”., найдемъ: 
ие г. Гр | ОИ ра! ! И: 1! } 
6П = (туз — Хз) (Язи — 2193) 22 - (2145 —2.291) 2 
или: | 
| 1 | 
7 У: 21 
_6бН = то о 2 (37) 
! } } 
Тз Уз 23 
Это шесть разъ взятый объемъ тетраэдра, коего одна изъ вершинъ нахо- 
дится въ начал, а координаты трехъ остальныхъ суть: 


! а 
(117121) , (52222) , (2 зуз2з) 
Легко теперь найти объемъ тетраэдра, коего координаты вершинъ суть: 
(19:2) , (229222) , (тзуз2з) ‚ (249424) 


Для этого надобно только перенести начало. координатъ въ вершину 
(29:21), тогда, очевидно, координаты остальныхъ вершинъ будутъ: 


д — №2 , В Им 


У —№ , Ч 33 и У — 94 


21 — 22 ‚ 3) 8 
У жа 


которыя, подетавивъ въ (37) вмЪето #1, 1, #1,..., найдемъ: 
| 


1 — 22 , У 92 ‚ “1- #2 


6П = Я 43 , Ч: — 93 ‚ 83 


М — 24 , Л — 49а ‚ Я -— 24 
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а этотъь опредзлитель легко преобразовать въ елЗдуюший: 


я у а 1 

А 12 У № 1 8) 
23 43 #3 1 
| 24 У 424. 1 


Еели этотъ опред$литель сравнимъ съ опредзлителемъ, найденнымъ въ 
3 461, то найдемъ, что онъ есть тотъ, который, обращаясь въ нуль, пока- 
зываетъ, что четыре точки лежатъ въ одной плоскости. 

Сл$довательно уравнен!е плоскости, проходящей черезъ три, данныя 
координатами точки (5 445), есть ничто иное, какъ услове, что четвертая 
вершина тетраэдра лежитъ въ плоскости трехъ данныхъ точекъ. 


$ 467. Задача. Даны уравнешя четырехъ граней тетраэдра, найти 
его объемъ? 
Рюшенде. Пусть уравнен1я его граней будутъ: 


их -- ву -{- 2 -- 4 =0 
Со -|-- бу —- (7572 —- ( ==0 
132 —|- бзу -- сз2 -- @з = 0 
ии -- у -| се -Е @ = 0 
уравнен!я вершинъ тетраэдра будутъ: 
__ 48+ В+ ОР = 
АЕ-- Выч-- СЕ р. =0 


АЕ + Выя-Е С-ЕТь=0 
А.Е —- ВБ. -|- (45 —- 1). 0 


откуда, очевидно, координаты его ыы будутъ: 


[№ В а\. (4 В; ›0 ‚(а В} ); (и. ‚@) 
Гу р р. Г. 1. А з `В: “ь р [ 


откуда: | 
А: | В! к С 1 


з 
ы 
з 
| 
$5 
а 


ГЛАВА ХХ[Х.-— СОКРАЩЕННЫЙ СПОСОВЪ. 495 


ИЛИ: | 
Аа В Ч ПВ а а @& 
НИЙ В А ВБ 065 Ц Е а2 6 62 4 
2.02030. А. В С р. 0000 в в @а 
|144 В С Го вм с, @ 


3 468. Задача. Найти объемъ тетраэдра, коего вершины даны урав- 
нен1ями: 

и -- в т-- аб - а =0 

аз -- т -Е с5 4 =0 

3$ Г 6з1 -- 6 -- @& =0 

аб -|- 6зт -|- 644 -Е 4 =0 
Изъ этихъ уравнешй видимъ, что координаты вершинъ тетраэдра бу- 
дутъ ($ 460): 


(а, = | ( и.) | Ё 8 6\ . ( Ь, < 
4 4 @ ’ \4 4 4 _\@ 8 4&/ ’ \а, а, а 


слЪдовательно: 





Е ы ох ] 

а а а 

аа 05 62 . а а а 
@ 4 42 к 1 в 6 © № 
| 43 63 сз | ( 4 43 4 (3 р С3 43 
а 4 и. Ол 6. Сл ИЯ 
Ве 96. бы 

д @ 4 


ГЛАВА ххх. 
Соращецный способъ. — 
$ 469. Въ $ 448 мы вид$ли, фо если: 
А: =0 А. =0 — (1) 
суть уравнен!я двухъ плоскостей, т 


496 ГЛАВА ХХ!Х.— СОКРАЩЕННЫЙ СП0СОБЪ. 


будетъ уравневне плоскости, проходящей черезъ перес$чене плоскостей 
(1). ИзмЪняя А получимъ безчисленное множество— систему плоскостей, 
которыя пересзкаются по. одной прямой линии. 


Если уравневя (1) даны въ канонической формЪ: 
А, = У --ае-1=0 , 4А.=65 Ру 62 1=0 
то уравнене (2) будетъ:. 


я НА 11 Е 2 в ия Аб». — 
рать трат 0 ие 


СлЖдовательно положеше этой плоскости опред$ляется координатами 
(5 460): 


м -- ^5 __ ЖЕ № __ & Г №62 
а с ЕЕ РР 4) 


Если будутъ даны три плоскости: 
А =0 ‚ " Аз=0 ‚ .4з=0 (5) 
то уравнеше (8 447): и 
А, -| Хо -Г- в. =0 . (6) 
будеть плоскость, проходящая черезъ точку перес$ченя плоскостей (5). 


Если: 


А, =&х + ту &2т1=0 
= ++ чаи 2 + 1=0 
Аз = -- зу -- 682 Е 1==0 


то уравнене плоскости (6) будетъ: 


2, - иё РЕЕА + 18, 10 (7) 


НА ЕН ри 
Сл довательно координаты, опредёляюцщия ея положенте, будут: 
$. 470. Если: 


будуть уравнен1я точекъ, то: (о 


ты Аль 


ГЛАВА ХХХ.— СОКРАЩЕННЫЙ СПОСОБЪ. 497 


булетъ уравнете точки, находящейся па прямой соединяющей двЪ дан- 


ныя точки. Если онф даны въ канонической формЪ, т. е.: 
А = ут-а +1=0 , А. = 25 ум | 1=0 


то уравнене (9) будетъ: 








а и + и №. А г. < 
СлЪдовательно координаты, опредёляюшия положен!е точки (9), булутъ: 
м № и + № — а Е №3 (11) 
ТА. 55” ТА о 


какъ мы уже выше видфли ($5 437). 


СлЪдовательно форма координать (4) перемфнной плоскости (8 
проходящей черезь одну прямую и коорлинатъ, скользящей по прямой 
точки, есть одна и таже. | 


Если: | 
А =0 . Аз =0 . А =0 (12) 


суть уравнен!я трехъ точекъ, то уравнене: 
А А =0 (13) 
будетъ точка, лежащая на плоскости, положен!е, которой опредЗляется 


уравненями (12). 


Если: 
р: =Е-- ул -- ав —-1=0 


А? = 20$ Е ут -- 226 1 =0 
Аз == 236 Е уз - 235 51 =0 
то уравнен!е (13) будетъ: 


я Ал НЕ, у = Аа --- а № -- ваз, 1] —0 14 
Ав °' ТА #5. ‚ТА Е ет 4) 
СлЪдовательно координаты этой точки будуть: 
ет НА -Н из у = У Ну ЕН НА вез (15) 
1-НАь ПНА и ’ 1-Е в 


Откуда видимъ, что форма координатъ плоскости (5 469), проходящей 
черезь точку пересЗченя трехъ плоскостей и координатъ точки, лежа- 
щей на плоскости, положене которой опред$ляется тремя точками, одна 





и таже. 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. ° 39 
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Элементы: 
А =0 , Аз =0 ‚ 4:==0 (16) 


постоянны; элементы: 
ААА =0 , ААА, Ни А:=0 (17) 


перем$нны, слЪдовательно первые служатъ координатами для посл днихъ, 
которые измЗняютъ свое положеюме относительно элементовъ (16) съ из- 
мфнешемъ параметровъ А и ц. | 

-8 471. Изелздуемъ теперь нЪ®которыя свойства системы плоскостей 
и системы точекъ. 

Если уравнен1я двухъ плоскостей: 


А =—0 9 А = 0 | (18) 


даны въ нормальной форм%, т. е. еели: 


А. = 2 605 ви -|- у с0$ В -|-- 2 603%, — р =0 т 
(19). 
А; = 2 603 аз + усозвь + 26081, — р =0 


_ то легко видЪть, что: 
А — А. =0 5 А -- А. = | |: (20) 


будуть уравнен1я плоскостей, дЪлящихъ пополамъ смежные двугранные 
углы между плоскостями (18). | } 


°_8 472. Пуеть: а 
А =0 , 45=0 , 4: =0 (21) 
будуть уравнев!я трехъ плоскостей въ нормальной форм%, эти плоскости 
дфлять пространство на восемь частей, изъ коихъ каждая есть трегран- 
ный уголъ, въ одномъ изъ которыхъ лежитъ начало координатъ. Урав- 
нен1я плоскостей, дЪлящихъ двугранные углы того треграннаго угла, въ 
которомъ лежитьъ начало координатъ, очевидно, будуть: 


4—4,—0 , рык А, 80 ;, А-Я 0 (22) 


Такъ ‘какъ сумма этихъ трехъ уравнен!Й тождественно равна нулю, то 
плоскости (22) пересфкаютея по одной прямой. Это предложение можно 
выразить въ слёдующей форм. Опишемъ. изъ вершипы. трёграннаго угла, 
какъ изъ центра произвольнымъ радусомъ, шаръ;. ‚иересЪчен!я поверхно- 
сти этого шара съ гранями треграннаго угла образують сферичесый 
треугольникъ, а пересфченя съ плоскостями образуютъ дуги большихъ 
круговъ, равнодъляшля углы сферическаго треугольника; слЗдовательно 
прелложене можеть быть выражено въ такой форм$. 


о ® 
| р. ев 
/ щ 
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Предложене 1. Больше круги, дфляшле внутренне углы сферичес- 
каго треугольника пополамъ, пересЪкаютея въ одной точкЪ. 

Уравнения плоскостей, дЗлящихъ пополамъ вн шие углы разематри- 
ваемаго треграннаго угла, очевидно, суть: | 


АА =0 , АА: =0 , 4. А, =0 (23) 


Если изъ двухъ первыхъ уравневй (23) и поелЗдняго (22) составимъ 


тождество: 
А, -- А, — (45 + 43) (4—4) =0 (24) 


то будемъ имЪть, перенося на поверхность шара, слфдующее предложен!е: 


Предложене 2. Дуги большихъ круговъ, дБляция пополамъ два внЪш- 
нихЪ угла и одинъ внутрений сферическаго треугольника, пересЗкаются 
въ одной точк$. Это предложене относительно сферическаго треугольника 
не отличается отъ предъидущаго, такъ какъ равнодфляпие круги, два 
внъшн!е угла и одинъ внутренний, суть равнод$лящ!е внутренние углы сфе- 
рическаго треугольника, полученнаго отъ продолжен1я двухъ его сторонъ. 


Но это предложеше отлично отъ предъидущаго относительно плос- 
каго треугольника (5 81). 


$ 473. Раземотримъ ещё сл$дующия четыре уравнения: 


А, -- 4. -- Аз =0 
— 4 Г Дь- № =0 
— Аа 4= 2 

с А: — Аз =0. 


эти уравненя,- ОЧеВидНо, (8 447) представляютъ плоскости, перееЪкаю- 
пляся въ’”одной точЕЪ: 


А =0 , 4.=0 , 4.=0 


(25) 


Первое изъ уравневй (25) есть плоскость, проходящая черезъ пере- 
соЗчене плоскостей 4, =0и 4. — А. =0 ($ 449), а также черезъ пере- 
сфчене плоскостей 4.=0, 4, --Аз==0 и плоскостей 4;=0, А --Аз=0. 
СлЗдовательно три прямыя пересЪченя этихъ плоскостей всЪ находятся 


`ВЪ одной плоскости. Точно также перес$чен!я плоскостей: 


„А ==0 9 А - А, =0 . Аз =0 ) А, — А =0 ° А. =0 ) Аз —А=0 


находятся въ одной плоскости: 
— Ар 42 | 4: =0 
32* 
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подобныя свойства им$ютъ м%ето и для двухъ послЪднихъ плоскостей (25). 
Первое изъ предъидущихъ свойствъ можетъ быть выражено слздующимъ 
образомъ. 

Предложен 1. ПересЪчен1я плоскостей, равнод$лящихъ внфшне углы 
треграннато угла, съ противулежалщими гранями лежать въ одной плос- 
кости. Это предложене, перенесенное на сферическй треугольникъ, мож- 
но выразить слЪдующимъ образомъ: точки пересЗчеюя большихъ круговъ, 
равнод®лящихъ внфшне углы сферическаго треугольника, лежатъ на од- 
номъ большомъ круг съ противулежащими сторонами. 


Второе изъ предъидущихъ свойствъ, перенесенное на шаръ, можно 
выразить слБдующимъ образомъ: 


Предложенае 9. Точки перес$чемя большихъ круговъ, равнокЪля- 
щихъ два внутренне угла и одинъ ви ший сферическаго треугольника, 
съ противулежащими еторонами, лежать на одномъ большомъ круг$. 


_ 9 474. Возьмемъ еще уравнев1я четырехъ плоскостей, неперескаю- 
щихся въ одной точкЪ, пусть эти уравнеюя будутъ: 


А =0 , А = 0 ‚ 4: ==0 ) А. =0 (26) 


Эти плоскости ‘образуютъ тетраэдръ-—трегранную пирамиду. Въ томъ пред- 
положени, что начало координатъ находится внутри тетраэдра, уравне- 
н1я плоскостей, равнодфлящихъ внутренне двугранные углы тетраэдра, 
будутъ: | А. 

А к. — Ао =0 ’ 42 = Аз —=0 } Аз — Я =0. -— 

А; — 4: = ‚ 4—4. = и (27) 
А; — 4. —= ) 


Такъ какъ изъ трехъ первыхъ, въ горизонтальной лини, уравнен!й вы- 
текаютъ три послдея ($ 447), то имемъ слЗдующее предложение: 


Предложене 1. ВсЪ шесть плоскостей, равнод$лящая внутренне УГЛЫ 
тетраэдра, перескаются въ одной точк%. Точка, эта, очевидно, есть центръ 
описаннаго около тетраэдра шара. 


Уравнен!е плоскостей равнодфлящихъ вс внъшие двугранные углы 
‚тетраэдра суть: 


А; -= А» = ‚› АА: =0., 43 А. =0 
АА =0 , 4-4. =0 , (26) 
А: -= 4. =0 
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Если возьмемъ уравнения: 


А — 43 =0 , 44. =0 
А— А. =0 ) А А. =0 (29) 
Аз — А1 = , Аз 4. =0 


то легко видЪть, что эти плоскости пересфкаются въ одной точкЪ, отку- 
да вытекаетъ слздующее предложене: 

Предложенае 2. Плоскости равнодзляшая три двугранные угла, одного 
изъ трегранныхъ угловъ тетраэдра, и три плоскости, равнод$ляшия внЪш- 
не двугранные углы, противулежашие первымъ тремъ, перес$каютея въ 
одной точкЪ. Эта точка есть центръ вписаннаго виЪзшне въ тетраэдръ 
шара. 

‚8 475. Если уравнения: 


А =0 ‚, А, =0 (30) 


предетавляютъ точки и написаны въ нормальной форм, то уравненйя: 
А —А.=0 , 4+4, =0 (31) 


будуть представлять, первое точку на безконечности на прямой соединя- 
ощей точки (30), а второе точку, дЗлящую разетоян1е между т$ми-же 
точками пополамъ. 

Предложен1я, выраженныя уравненями (22), (24), (25) относительно 
плоскостей не дадутъ новыхъ предложенй относительно точекъ, а дадутъ 
предложения относительно плоскаго треугольника, такъ какъ три точки 
всегда лежатъ въ одной плоскости. Относительно четырехъ точекъ: 


А = 0 , Ао =0 . А: =0 , А. =0 (32) 


будем». имЪть слЪдуюшия предложения соотвЗтетвующля предложенямъ 
(27) и (29). 
Уравненя_точекъ, дълящихъ ребра тетраэдра пополамъ, суть: 
Же Аа=0 , 48-4, =0 
д + Ао , 4-4, =0 (33) 
А Не А =0 А А -- Аз =0 | 


Каждая пара, въ горизонтальной лини, уравненй сложенная даетъ урав- 


неше: 
А, -- А Аз- 4. =0 (34) 


изъ котораго вытекають слфдующая предложетя: 
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Предложене 1. Если средины трехъ противулежащихъ ребръ тетра- 
эдра, соединимъ прямыми лишлями, то эти три прямыя лини перес$кутся 


ВЪ ОДНОЙ ТОЧК. 
Если уравнене (34) будемь разсматривать, какъ сложенное изъ 


уравнений: 


А = И ААА. =0 
ИЛИ: 

Ао = И 4 -- А. А, =0 
ИЛИ. 

А: ==0 И А; - 4 + А. =0 
или наконецъ. 

А. = и А 4 4: =0 


то будемъ имфть слЗдующее предложене: 
Предложевше 2. Если центры тяжести граней тетраэдра соединимъ 
прямыми лимями съ вершинами тетраэдра, то эти четыре прямыя ливи 


пересЪкутся въ одной точкЪ. 


ГЛАВА ХХХ. 
Ангармоня, гармоня и инволющя плоскостей. 


$ 476. Амармоная Если четыре плоскости пересЪЗкаются на одной 
прямой, то амармоническимь отношенемь называютъ анмармоническое от- 
ношенае связки прямыхъ линй, полученной перес$чешемъ данныхъ че- 
тырехъ плоскостей плоскостью перпендикулярною къ общему ихъ ребру 


пересЪчевя. | 
Фиг. 157. $ 477. Пусть ОО’ будетъ об- 


0 0’_ щее пересЪчен1е четырехъ плос- 
костей, пусть 0.4, ОВ, 00, ОО 
(фиг. 157) будетъ связка, получен- 
ная пере ченемъ четырехъ плос- 
костей плоскостью перпендику- 

„щярною къ ребру ОО’. 


Ангармоническое отношен1е этой’ связки будеть ($ 144): 
и 


т АС ош ВОС — 1 
т АОД‘зт ВОР 






— 





—->--ъ.ъ- 
№ -->------- 


= © <> > > > 5% 5 >’ 


--.ъо.-.-- ‹- - ФСО ООО 


ПересЪчемъ данныя плоскости, какою-нибудь, плоскостью, которая образуетъ 
связку ОА, О'В, ОС, ОТ. ПересЪчеюне первой сЗкущей плоскости со 


_ 
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второю даетъ прямую АВСП, которая перес$каетъ обЪ связки, сл дова- 
тельно будемъ имфть ($ 144): 


т 4ОС , мп ВОО _ АС, ВС т 40С ‚ эт ВОО (2) 
зп АО зв ВОР АШ ВОШО з4АОр зтВ00 

Откуда заключаемъ, что ангармоническое отношен1е вохЪ связокъ, 
полученныхъ перес$ченлемъ четырехъ данныхъ плоскостей пятою произ- 
вольною, неизм$няется; неизмЪняется, очевидно, и ангармоническое отно- 
шен!е отрзковъ пересфчен1я четырехъ плоскостей съ прямою, проведен- 
ною въ произвольномъ направлении. 


‚ ‚9 478. Пусть: 
й А =0 , 4:=0 (3) 


будутъ уравненая двухъ плоскостей въ нормальной форм$. 


Уравнене плоскости, проходящей черезъ перес$чете этихъ двухъ 


будетъ: 
Ал = АА. =0 (4) 


Если на этой плоскости возьмемъ, какую-нибудь, опредЪленную точку, 
коей разстояв1я отъ плоскостей (3) будутъ- а и ао, то будемъ имфть: 


я — Хаз = 9 _ 
откуда: а 
= 


Яо 
Слфдовательво уравневе (4) сдФлается: 


А 4 _ | 
(1 Со и | | (5) 


Означимъ плоскость (4) номеромъ 3, а символами (1,3), (2,3) означимъ 
углы между плоскостями (3) и плоскостью (4), то будемъ имфть: 


) _ @ _ (1, 3) 
Со 50 (3, 3) 


Возьмемъ четвертую плоскость также, проходящую черезъ перес$чеше 
плоскостей (3); пусть эта плоскость будетъ: 
Ар — А. =0 уй (6) 


Ангармоническое отношене четырехъ плоскостей: 


— 


А =0 , 4=0 ‚, 4 — АА =0 , А — в А, =0 (7) 
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очевидно, будетъ ($ 144): 


А ща, 3) . эп (2, 3) (8) 
и 510(1,4) 910(2,4) 
$ 479. Если уравнеюя четырехъ плоскостей будуть даны не въ 
нормальной формЪ: 


П=0 ‚, /д=0 ‚, П- ПЦ =0 , П-т0О.=0о (9) 


то ихъ ангармоническое отношене будетъ также равно отношеню |: т. 
Въ самомъ дЪлЪ, пусть: 


Л =р1.4: ‚ 0=р45 (10) 


гд$ А: и 4. имфють нормальную форму, а р! и с» суть тз множители, 
которые обращаютъ МД и (5 въ нормальную форму. Уравнешя (9) едф- 
лаютея: 


А =0 , Ао = 0 . А} — ше 45 , д—тй 4,0 (11) 


- откуда, такъ какъ эти уравненя данн въ нормальной формЪ, то ихъ ан- 
гармоническое отношене будетъ: 
вое“ ‚ м (12) 
| 2 02 ЖТ. 

27% 480. Въ предъидущемъ параграфЪ мы выражали уравнен1я двухъ 
изъ четырехъ данныхъ плоскостей съ помощью другихъ двухъ, т. е. какъ 
бы плоскости 4, =0и 4. —=0 служили координатами. Возьмемъ теперь 
уравнен!я четырехъ плоскостей, переекающихся по одной прямой линии, 
выраженныя еъ помощью одной пары Д =0 и 0. =0. Пусть эти урав- 
неня будутъ: 


и—\=0, И —0=0, П—№06=0, И—0=0 (13) 


Поступая съ этими четырьмя плоскостями какъ поступили въ 8 145, най- 
демъ, что ихъ ангармоническое отношене Ре: 


але (14) 


4 


3 481. Гармошя. Если ангармоническое отношеше равно +: 10 
оно называетел зармоническимь и если четыре плоскоети будуть Рин 
_Ческля, то имЪемъ: 2" 
зш (1,3). 81 (2,3) _ Е зы а, № — № 
‘зш (1,4) (2,4) р 05 
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откуда: 5 (1,3) | 81(2,3) _ а 
зт (1,4) ° 911 (2,4) 
И ь 
: 1 Е 
м2 — 5 (МА) (8-Е №) -- № ^, =0 (16) 


-8 432. Задача. Даны уравнен1я двухъ паръ плоскостей, проходящихъ 
по одной прямой лини; найти уравнен1я третьей пары, которая была бы 
гармоническая обЪимъ даннымъ? | | 

Рьш-нае. Пусть уравнен1я данныхъ плоскостей будуть: 


П—^\0,=0 ‚, 0—0, =0 
| (17) 
— А. 05 =0 ‚ Ц— №02 =0 


пусть уравнен1я искомой пары будутъ: 
П—1\0.=0 ‚, И—в0.=0 


Такь какъ эта пара должна быть гармонична обЪимъ, то имфемъ (5 16). 


г 
Ао РМ А№ =0 

аа, =0 
откуда легко опредфлить ^-- ши Хр, а потому легко построить квадрат- 


ное уравнеше, коего корнями будуть Л и в. Пусть. Х-Ни==а, Мь =, 
то уравнене, опред$ляющее >» и ц, будеть:—^— 
_ И -Ы--=0 | (19) 

Искомая пара будет дфйствительная или мнимая, смотря потому какие 
корни будуть”ВЪъ уравневи (19). „” 

$ 483. Инволющя. Три пары плоскостей, проходящихъ черезъ одну 
прямую, составляютъ инволюц!ю, если можетъ быть найдена четвертая 
пара гармоническая къ каждой изъ данныхъ трехъ паръ. | 

Лвф пары плоскостей, проходящихъ по одной прямой лиши, опре- 
дЪляютъ, какъ выше видфли (5 482), третюю пару, которая гармонична 
каждой изъ двухъ паръ. Третяя пара, гармоничная пар%, опредфлен- 
ной двумя данными парами, будеть составлять съ ними инволюцио. Но 
такъ какъ, составляя третюю пару можно первую плоскость взять про- 
извольно, а вторая, зат$мъ, опредфлится изъ условя гармоничности, то 
видимъ, что изъ трехъ паръ плоскостей въ инволющи, проходящих по. 
одной прямой, пять можно взять произвольно, а шестая опредфлится 
ПЯТЬЮ ВЗЯТЫМи. 
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СлЪдовательно между тремя парами плоскостей, составляющих - 
ипволющю, должно существовать условное уравнен!е. 
Пусть уравненя трехъ паръ плоскостей будутт: 


П— №0: =0 з П — >02 =0 `э. (1 — №30. =0 (20) 
| 20 
Д— щ 0: =0 ‚, Ив 0.=0 , Ив =0 


Если онЪ составляютъ инволюцщ!ю, то существуеть четвертая пара, гармо- 
ничная ко везмъ тремъ парамъ; пусть эта пара будетъ: 


П—А0=0., И -в0О, =0 (21) 


такъ какъ она гармонична къ каждой парзЪ (20), то имЪемъ: 
#2 
А — о МЕ) ©) Е Мра=0 
А — о (Аз -- из) (А - р) Е Хы» =0 (22) 


1 
ми я (Аз -- из) ХЕ и) -- Азиз =0 
откуда им$емъ искомое услове: 


мы лмл-ты 1 | 
№» № из 1|=0 (23) 
Аза Юз 1 

ИЛИ: 


(^, — №2) (2 — из) Оз— ш)-Е (м — №2) (и — 2) (а — М) =0 (24) 
Если положимъ: 
М=ры=А , == 


то предъидущее услове переходить въ услове гармоничности четырехъ 
плоскостей, откуда вытекаетъ сл$дующее предложенге. 

[Гредложенае. Если изъ трехъ паръ плоскостей, составляющихъ ин- 
волющю, дв пары, каждая, обращается въ одну пару, то третяя инволю- 
цонная пара будетъ гармоническая къ двумъ полученнымъ парамъ.. 

8 484. Если въ уравненяхъ (20) положимъ № ==0, в! == со, то эти 
уравнев1я сдфлаются: | | 

1 б=о ‚ 3 И —\№6, = ‚› 5) п — №0, =0 
№ а Ч (25 
2) (=0 ‚, 4) @ №0. =0 , 6) И в0.=0 
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а услове (24) Их Ъ инволюц!и сдЗлается: 
| Дора == Аз _ (26) 
или, припоминая значенше коэфищентовъ №, до и №, вз ($ 478), найдемъ: 
Ш (3, 1) ‚1 (4, 1) _ Ш (5, 1) ы (6,1) (97) 
т (3,2) эт (4,2) т (5;2) зщ (6,2). 
$ 485. Услоню инволющи т паръ плоскостей можно дать еще 


слфлующую форму. 
Уравнен1я трехъ паръ плоскостей, составляющихь инволюшю, мож- 
но написать въ сл$дующей формЪ: 


И—№мИ: =0 , И—№7,=0 ,‚. И—№7И, =0 


: | (28) 
И АТ, =0 3 И --^- 7. =0 ) И АР, =0 


которыя, какъ видно изъ формы ихъ, суть гармоничны съ парой плос- 


костей: 
| Й =0 , Г. =0 


Если вместо символовъ Г и Г.2, съ помощью которыхъ выражены урав- 
неня (28), выберемъ три вимвола (Л, (05, Оз, связанныя съ И и ГИ. 
уравнен1ями: 











О __ _ (0 —_ 0 й 
№ Е : 7 а хех : Е (29) 
то эти уравненйя даютъ тождество: 
И -Е 0: 8=0 (30) 
а уравнения (28) сджлаются: 
(Л ==0 9 (О. ==0 3 (з=0 ; ши — Ао, С. 22 0 ; = да 1—0 (31) 
2 Из РЗ №2 м № 
ГДЪ: 
А — №3 __ №— А. | А — № 


(32) 








ра. › НЫ. РР 


Такъ какъ коэфищенты А въ уравнешяхъ (28) суть величины произволь- 
ныя, то коэфищенты в, составленные изъ нихЪ, будуть также величины 
произвольныя. Посл$дейя три изъ уравненй (31), съ произвольными коэфи- 
щентами 1, въ предположенши тождества (30), которое показываетъ, что 


плоскости, | 
(Л. =0 ‚ 03=0 2: (3 =0 
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пересЪкаются по одной прямой, также проходятъ черезъ туже прямую; | 
слфдовательно, шесть плоскостей (31) составляютъ инволюцщю. Если урав- 
нен1ямъ: 


дадимъ нормальную форму, положивъ: 
м = 44 , 6202=.42 , рз30з=4; 


то тождество (30) сдЗлаетея: 


01 рэ 03 


а уравненя (31) плоскостей, составляющихъ инволюц!ю, будутъ: 


1) 4, = ‚› 2) А2=0 ‚ 3) 43 = 


‚ (34) 
| 28 28 =0 ‚5 Аз _ 4 | 6) А _ 4 0 | 
_ (26а  РзИз бзВз М м Р282 
‚откуда, припоминая значен1я коэфищентовъ ©, в, найдемъ: 
рав __ ЗШ (4, 2) ‚аз т (5, 3) ры т (6,1) (35) 
раз ЭП (4, 3) р 811 (5,1) рам 51 (6,2) 
 перемножая, получимъ: 
т (4, 2).511 (5, 3). п (6, И | (36) 


эт (4, 3). зт (5, 1). зв (6,2) — 


Это поелЪднее уравнен1е есть одна изъ различныхъ формъ условя инво- 
лющи трехъ паръ плоскостей, пересЪкающихся по одной прямой лиши. 


$ 486. Возьмемъ уравнемя трехъ плоскостей въ нормальной формЪ: 
А =0 . Аз=о , Аз =0 й (37) 


которыя перес$каются въ точкЪ Р или, что тоже, которыя попарно свя- 
зываютъ три прямыя лини, исходяшля изъ точки Р. 


Уравнемя: = - 
| Ат __ 42 | ь 4 0 4 _ 4: 0 _ (88) 
С (2 (2 (3 и: и 


будутъ, очевидно, три плоскости, проходяния, каждая, черезъ перес$чене 
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двухъ изъ (37) и пересекающихся по одной. прямой, проходящей черезъ 
точку Р. СлЪдовательно шесть уравневй (37) и (38) представляють три 
пары плоскостей, соединяющихъ попарно четыре произвольныя прямыя, 
исходяшия изъ точки Р.. 


Три пары уравневй (37) и (38) совершенно сходны съ тремя парами 
уравневй (34), разница только въ томъ, что между уравненями (38) не 
иметь м%ета тождество (33), откуда заключаемъ, что три пары плоеко- 
стей, составляющихъ ипволющю, есть только частный случай трехъ паръ 
плоскостей, связывающихъ, попарно, четыре прямыя лими, исходяипя изъ 
одной точки. Въ самомъ дЪлЪ, если четыре прямыя, исходящия изъ одной 
‚ точки, совпадаютъ, то и услове (30) будеть удовлетворено, т.е. всЪ усло- 
в1я инволющи будуть удовлетворены. | 


Если точка Р будеть отодвинута на безконечность, то четыре пря- 
мыя, исходящля изъ этой точки, сдфлаются параллельными, ко между 
синусами угловъ наклонен1я трехъ паръ плоскостей будетъ имфть м%ето 
уравнете (36) и какъ это уравнеше выражаетъ услов!е инволющи плоскостей, 
то мы построимъ три пары плоскостей, составляющихъ инволющю, если 
черезь данную прямую проведемъ шесть плоскостей, параллельныхъ 
шести плоскостямъ, которыя связываютъ попарно четыре прямыя лиши 
параллельныя данной прямой. | | 


Это даетъ возможность построить шестую плоскость, составляющую 
инволюц1ю съ пятью данными, проходящими по одной прямой. 


3 487. Если черезъ перес$чеюше каждой пары плоскостей, данныхъ 
уравненями: 


АД =0 , А=0 ‚, 4,=0 в _ (39) 


проведемъ три произвольныя плоскости, пересзкаюпияся по одной прямой 
лини внутри треграннаго угла (39), то ихъ уравнен1я будутъ, полагая 
начало координатъ внутри угла (39): 
А. 4. 2 в са | 
А, ыы о Вы (40) 
И № _  @5 (3 `@3, 1] 


Если теперь въ каждомъ двугранномъ угл треграннаго угла (39) постро- 
имъ плоскость-—четвертую гармоническую къ тремъ проходящимъ черезъ 
его ребра, то уравнетя этихъ плоскостей будуть: 


А, 45 | 42 Аз Аз А! | 
. @1 т @ | . @3 т @з __- 8 т и у 
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вычитая первыя два уравнен1я (41) и складывая съ поел$днимъ (40), 


найдемъ: 
ое = 
2 @3 ]. 


и (о @3 СИ 


что показываетъ, что эти три плоскоети пересфкаются въ одной точкф. 
Перенося это свойство на поверхность шара, коего центръ находится 
въ вершинЪ треграннаго угла (33) будемъ имфть слЗдуюпая предложеня: 

Предложене 1. Если ‘черезъ произвольную точку, взятую на поверх- 
ности шара, и черезъь вершины сферическаго треугольника проведемъ боль- 
ппе круги и въ каждомъ углЪ проведемъ четвертый гармоническай боль- 
шой кругъ, то два изъ этихъ круговъ перес$каютея въ точкЪ, черезъ ко- 
 торую проходитъ большой кругъ, проходяший черезъ третй уголъ треу- 
гольника и черезъ взятую на шарЪ точку. 

Разсуждая надъ уравненмями: 


Ар 8 | 43 _ 
Ра - 


ТИ 
(1 Со (3 я 


(43) 
А: 42| 48 0 
С] (о (3 
А: | 42 _ 43 | 


1 о аз 


какъ выше (5 473), найдемъ: 

Предложене 2. Если, какую-нибудь, точку шара соединимъ съ вер- 
шинами сферическаго треугольника дугами большихъ круговъ, и въ каж- 
домъ угл проведемъ четвертый гармоническй большой кругъ, то эти по- 
слздне круги перес$куть противулежашия стороны сферическаго треуголь- 
ника въ точкахъ, лежащихъ на одномъ большомъ кругф. 

Предложене 8. Если, какую-нибудь, точку поверхности шара еоеди- 
нимъ дугами большихъ круговъ съ вершинами сферическаго треугольника 
и въ одномъ изъ угловъ проведемъ большой кругъ четвертый гармониче- 
сый, то онъ перес$четь противулежащую сторону въ точкЪ, которая. съ 
точками перес$ченя двухъ остальныхъ большихъ круговъ, проведенныхъ 
черезъ взятую точку, еъ противулежащими сторонами, лежитъ на одномъ 
большомъ круг%.. | | 

Послзднее предложене важно въ томъ отношени, что съ помощью его 
можно построить линейно, т. е. только съ помощью проведенйя большихъ 
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круговъ, четвертый гармонический большой кругъ къ тремъ даннымъ, иро- 
ходящимъ черезъ одну точку. 


$ 488. Остается показать, какъ построить линейно къ даннымъ пя- 
ти плоскостямъ, пересфкающимся по одной прямой, шестую, которая бы 
составляла инволюш!ю съ пятью данными плоскостями. 


Пусть: 
П=о , 0О=0 , 0О:=0 , ПО=о0 (44) 


будутъ уравнен1я четырехъ плоскостей, проходящихъ черезъ центръ Р 
шара, коего радлусь равенъ единиц. Пусть и, аз, аз, @., будуть вели- 
чины, которыя получать выраженя (Л, 0.,...., когда въ нихъ выЪето 
перем нныхъ координатъ вставимъ координаты, какой-нибудь, данной точ- 
ки 7, которую для простоты возьмемъ на поверхности шара, то: 


пп, в Пи, 

(И Со (> Сз (3 4 . 
(45) 

пп ПИ И_й_, 

Со С (3 (4 1 4 


будутъ уравнен!я трехъ паръ плоскостей, которыя перее$каютея на пря- 
мой Рр и проходятъ черезъь шесть прямыхъ лившй, по которымъ пересз- 
каются четыре плоскости (44). Чтобы предъидуня уравневя преобразо- 
вать въ нормальную форму, съ помощью множителей р, в,..., положимъ: 


Е бе А: ь (5 ( Ао (7 Л Аз 


а (46) 
(1 4 РМ (о Ч оао 3 — @4 Оз 
ЭТИМИ подстановленями уравнен!я (45) сдзлаютея: 
А) — 0 .. Ао = (0 . Аз —ь 0 
(47) 


4 _ 43 0 48 № _; 4 _ 4 
26 — Бзз Оз РМ ` ’ им — ба 


эти послфдн!н уравнев1я суть ничто иное, какъ уравневя (24), изъ коихь 
вывели услове инволющи (35); изъ пихъ вытекаетъ предложеше, кото- 
рое перенося на поверхность шара, можно выразить такъ: 


Предложене. Если произвольно взятую точку на поверхности ша- 
ра соединимъ дугами большихъ круговъ ‘съ точками пересЗченя, какихъ- 
нибудь, шести большихъ круговъ, то шееть большихъ круговъ, проходя“ 
щихъ черезъ взятую на шарЪ точку, будуть составлять инволюшщю. 
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Въ этомъь предположенши подъ большими кругами, составляющими 
инволюц!ю, надобно разум$Ъть таке круги, которые лежать въ плоскостяхъ, 
составляющихъ инволюцио. Предъидущее предложен1е даетъ способъ по- 
строить шестой большой кругъ къ пяти даннымъ, проходящимъ черезъ 
одну точку, такъ чтобы они составляли инволюц!ю, такъ же точно, какъ и 
шестую инволюцонную плоскость къ пяти даннымъ, проходящимъ море 
одну прямую линию. 


$ 489. Если изъ центра шара проведемъ четыре прямыя лин! въ 
одной плоскости, то онЪ ветр$®тятъ поверхность шара въ четырехъ точ- 
кахъ на одномъ большомъ круг%. 

Если эти точки означимъ нумерами 1, 2, 3, 4, а символами (1,2), 
(1,3),.... означимъ дуги большаго круга между точками 1 И 2, ИЗ, ИТ. Д. 
то нигарионичеенов отношен1е этихъ точекъ будетъ: 


зт (1,3) зщ (2, 3) 


т (1,4) `зт (2,4) (48) 


Если это отношене равно — 1, то говорятъ, что четыре точки большаго 
круга еоставляютъ гармоню. 

Если между дугами шести точекъ на одномъ большомъ кругЪ су- 
ществуетъ зависимость (36): 


эт (4, 2) . 5 (5,3). зщ (6, 1) 


з#1 (4, 3) . за (5, 1). зщ (6, 2) р (49) 


то говорятъ, что шесть точекъ на одномъ большомъ’ кругЪ составляють 
ИНВОЛЮЦИЮ. 

$ 490. Если положимъ, что формулы (47) и (48) относятея къ 
весьма малымъ дугамъ, которыя можно разематривать, какъ отрЪзки 
прямой лини, то синусы такихъ дугъ равны дугамъ и наши форму- 
лы относительно дугъ обращаются въ формулы относительно прямой 
- ЛИНИИ: 
(1,3). (2,3) 
(1,4) (2, 4) 





это ангармоническое отношеюме отрЪзковъ прямой, а: 


(4,2).(5,3).(6, 0 _ 
(4,3). 6,1). 6,2) — 


будетъ инволющя шести отр$зковъ. 

_ Шаровая поверхность общине плоской, а поэтому вс предложения, 
имвющля мЪето на плоскости имЪютъ мЪето и на шарЪ, но не вс пред- 
ложетя на шарЪ имзютьъ м3ето на плоскости. 
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$ 491. Изложимъ еще одно начало на шаровой поверхности, кото- 
рое соотвЗтетвуетъ началу двойственности на плоскости, именно: способъ 
перехода отъ предложеюй относительно прямыхъ и точекъ къ предложе- 
ямъ относительно точекъ и прямыхъ. Вотъ это’ начало: 


Каждой точкВ на поверхности шара, какъ полюсу, соотвфтетвуетъ 
большой кругъ, а каждому большому кругу соотвфтствуетъ полюсъ. 
Пр. 1. Полюсы большихъ’ круговъ Пр 1. Больше круги шара, коихЪ 


на, шарЪ, пересфкающихся въ одной точ- | полюсы лежать на одномъ большомъ кру- 
кф, лежатъ на одномъ большомъ кругЪ. | г$, перес$каются въ одной точкф. 


Пр. 2. Дуга большого круга, соеди- Пр. 2. Наклоневе — плоскостей 
няющая два полюса двухъ большихъ кру- | двухъ большихъ круговъ, равно дуг% со- 
говъ, равна углу наклонен1я между плос- | единяющей два, полюса большихъ круговъ. 
костями большихъ круговъ. 

Полярной филурой, соотв тетвующей данной фигурЪ на шарЪ, назы- 

вается фигура, которая строится изъ данной, построивъ каждой точкЪ, 
данной фигуры, какъ полюсъ, большой кругъ, а каждому. большому кругу, 
данной фигуры, полюсъ; такимъ образомъ получится фигура, которая и 
называется полярной данной фигуры. 
Такимъ образомъ предложетя относительно данной фигуры дадутъ 
предложеня полярной, но такъ какъ полярная фигура полярной есть 
данная фигура, то всЪ предложетя относительно полярной фигуры да- 
дутъ предложен1я относительно данной. . 

СлЗдуюш/я предложеюя вытекають изъ четырехь предложетй 
$8 472, 473. 

Предложен 1. Точки, дЪляния пополамъ дополнен1я сторонъ сфери- 
ческаго треугольника, лежатъ на одномъ большомъ кругЪ. 

Предложенае 2. Точки, дЪляпия пополамъ двЪ стороны  ферическаго 
треугольника и точка, дзлящая пополамъ дополнеме третей стороны, ле- 
жатъ на одномъ большомъ круг. 

Предложене 8. Больше круги, соединяющие средины сторонъ сфери- 
ческаго треугольника съ противулежащими вершинами, пересЪкаются въ 
одной тТОЧкКЪ. 

Поедложене 4. Больше круги, соединяющле средины дополнений 
двухъ сторонъ сферическаго треугольника и средину третьей стороны съ 
противулежащими вершинами, перес$каютея въ одной точкз. 

_ Слёдующя четыре предложеня вытекають изъ предложенй 88 487,488. 
_Предложене 1. Если стороны сферическаго треугольника, или ихъ 
продолжен!я, пересвчемъ дугою большаго круга и построимъ. на. сторонахъ 
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треугольника четвертыя гармоническя точки, то дв, какля-нибудь, изъ 
этихъ послзднихъь съ точкою пересЪчен1я третьей стороны съ сЗкущимъ 
кругомъ, лежать на одномъ большомъ‘ круг$.. 

Предложене 8. Если стороны сферическаго треугольника или ихъ 
продолженля пересфчемъ дугою большаго круга и на сторонахъ треуголь- 
ника построимъ четвертыя гармоническля точки, то больше круги, соеди- 
няюшле эти точки съ противулежащими вершинами, перес$каютея въ од- 
НОЙ ТОЧЕЪ. | 

Предложене 3. Если стороны сферическаго треугольника или ихъ 
продолженая перес$чемъ дугою большаго круга и дв изъ этихъ точекъ 
перес$чен1я соединимъ дугами большихъ круговъ съ противулежащими 
вершинами треугольника, то эти дуги пересЗкутся въ точкЪ, черезъ кото- 
рую проходить большой кругъ, соединяюцИй четвертую гармоническую 
точку на третьей сторонЪ треугольника еъ противулежащей вершиной. 

Предложене 4. Три пары большихъ круговъ, соединяющихъ попарно, 
какля нибудь, Четыре точки на поверхности шара, пересЗкаютъ, какой ни- 
будь, большой кругъ въ точкахъ, составляющихъ инволюцию. 

$ 492. Относительно ангармони, гармои и инволющми точекъ на 
прямой въ пространств можно только повторить то, что было сказано 
въ первой чаети настоящаго сочинен1я, или повторить вс предложения 
и выражеюня, изложенныя въ 85 476 до 485 включительно, относительно 
плоскостей, измЪняя слова плоскость на точку, а вместо синусовъ по- 
ставить отр3Ъзки. 

Въ заключене прибавимъ слфдующее. Пуеть: 


А =0 . Ао =0 , А: = 0 ) А. =0 (50) 


будуть уравнен1я вершинъ тетраэдра. 
Три произвольныя точки на ребрахъ тетраэдра, исходящихъ изъ 
вершины 4, =0, можно представить сл$Здующими уравнемями: 
А: У 45 ыы А; => Аз аа. 4: А. 


Оо, — 0, ——— =0 (51) 
(1 (о 1 @з С (4 


вычитая эти уравнен1я получимъ уравненя: 


кВ. а ыы р > 2 0 (52) 
3 4 4 @> (2 аз 

трехъ точекъ на остальныхъ ребрахъ, которыя лежать также на плос- 

кости, проходящей черезъ три первыя точки (51), такъ что точки пере- 

сфчен1я, какой нибудь, плоскости съ шестью ребрами тетраэдра, могуть 

быть выражены предъидущими уравнешями (51) и (52). 
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Уравненя четвертыхъ гармоническихъ точекъ съ точками (50), (51) 
и (52) на ребрахъ тетраэдра, очевидно, будутъ: 


А А. А, 43 Ад, А 
р ЕО А 
а `ы: аа а Г О р 
(53) 
А А А 
о О. О 
(4 Са (о (о (3 


складывая каждую пару, стоящую въ одной вертикальной лини, най- 
демъ уравнене: 


д 4 


Аз | 43 а % 
т =0. (54) 


Отсюда вытекаетъ слфдующее предложение: 


Предложенле. Если ребра, тетраэдра или ихъ продолжения пересЪчемъ 
плоскостью и на каждомъ ребр$ построимъ четвертую гармоническую точ- 
ку, то три прямыя, соединяющ1я построенныя на противуположныхъ реб- 
рахъ точки, пересекаются въ одной точк». 


Если плоскость, пересЗкающая ребра тетраэдра, находится на без- 
конечности, то четвертыя гармоническ1я точки суть средины реберъ тет- 
раэдра, сл$довательно, прямыял, соединяющ1я средины противуположныхъ 
реберъ тетраэдра, пересЪкаютея въ одной точкф. 


ГЛАВА ХХХ[. 


Преобразоване координатъ. 

де" 
сх $ 493. Преобразовать координаты значить отнесть положен!е точки 
КЪ другимъ координатнымъ осямъ. Эти вторыя координатныя оси, отно- 
сительно первыхъ, бываютъ расположены такъ, что, оставаясь параллель- 
ными старымъ осямъ, имЪють начало въ другой точкЗ, или он имфя 
тоже начало, имЗютъ другое направлене, или наконецъ онф имЪютъ дру- 
гое начало и другое направлеше. Мы будемъ разематривать преобразова- 
н1я только прямоугольныхъ координатъ и прямоугольныхь къ косоуголь- 
_НЫМЪ, Такъ какъ друге случаи. ёдко употребляются. 
С бони 1. Преобразовать координаты въ другя, которыя бы, .оста- 
вайсь параллельными старымъ, имЪли начало въ другой точкЪ? 

Пусть старое начало будетъ О, координаты какой нибудь точки М 
(фиг. 158) означимъ черезъ х,у,2; пусть координаты новаго начала О’ отно- 

33* 
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сительно старыхъ осей, будутъ а, В, с, а координаты точки М относительно 
новаго начала пусть будутъ ху’, 2.. 
Фиг. 158. Очевидно, имъемъ: 


ОА=а ‚, АВ=ьЬ ‚, БО = 
ОН=х ‚ НО=у ‚ ОМ=а 
ОГ=х , ЕЕ=у , ЕМ==: 


откуда легко видЪть, что: 


д=а-я , ч=ЬРУ , вые 
ы 


/ Олчай 2. Преобразовать координаты въ друмя, которыя бы, имЪя 
тоже начало, имЪли другое направлен!е? ОбЪ системы прямоугольны. 
``. Пуеть (фиг. 159) старыя координаты будуть х,у,2, а новыя 2’, у’, г’. 
Пусть новая 0сь Х’ со старыми осями Х, У, составляетъ углы 
а» В ‚И. | , 
Пуеть новая ось У’ со старыми оелми Х, У, Й составляетъ углы 
чо, о, 2. 2 
Наконецъ, пусть новая ось И 0 старыми осями составляетъ углы 
аз, Вз» 1з. 
Замфтимъ, что координаты х, у, 2, какой-нибудь, точки суть ничто 
иное, какъ ея разетоян1я отъ плоскостей (0У, 07), (0Х,07), (0Х,ОУ), 
фиг. 159. Уравнен!я плоскостей (ОУ', 07’)), (0ОХ', 07"). 
(ОХ, ОТ’) относительно старыхъ осей легко на- 
> писать. 
. ь Въ самомъ дфлЪ, ОХ’ есть перпендикуляръ 
х ЕЪ плоскости (07,02), и составляеть углы 
Я а, В:,^! съ осями Х, У, 7; плоскость проходитъ 
к черезъ начало координатъ, сл довательно, ея урав- 
нен!е есть: 









теоза, - усозВ, -- 260$ =0 
очевидно, уравненя плоскостей (ОХ’, 07"), (ОХ', ОУ’) будуть: 


2 соз аз -- ус0з Ве -- 2 60$ 12 = 0 
х с08 м3 —- 9608 Вз -- 2608 3 = 0 


Если х, у, г будутъ координаты точки М, внЪ этихт, плоскостей, то.предъ- 
идуция уравнеюмя не будутъ . равны нулю, а будутъ представлять длины 
перцендикуляровъ, опущенныхъ изъ взятой точки № на эти. плоскости, 
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Означимъ эти периендикуляры Черезъь х,у,2, то найдемъ: 





д’ — д 605 -- у 60$ 8, 260$, | 
1)" — 2 608 90 —- у 608 В» -- 2 60512: (1) 
г = 26030; -- ус08 В, - 260548. 
ГД х,у,2 суть, очевидно, координаты точки М относительно новыхъ осей, 
слфдовательно формулы (1) даютъ зависимость между старыми и новыми 
координатами, какой-нибудь, точки. Углы а, В, “,... связаны сл$дующими 
уравненлями. Оси Х,У',й,, составляютъ углы #,8,“1: 9, Во, "2; Я, Вз, Чз 
съ осями Х, У, 7, селЪдовательно имЪемъ ($ 434, 16): 
60520; -- ©0528, —- с052, = 1 
с052а, -- с052В, —- с08у. = 1 (2) 
605203 -- с052В3 —- с052уз = 1 
Оси Х, У, составляютЪ углы 0, 92,03; В, Во, Вз; М .\.“з СЪ ОбяЯми 
Хх, У,’ слЪдовательно имфемъ ($ 434, 16): 
60520 -- 052 —- ©0589, = 1 
60578, -[ сов?вь + со5?в. ==1 (3) 


оз? - с08?у» - 608? == 


| 
Оси Х',У’', Я’ пернендикулярны между собою, слЪдовательно ($ 435): 
6037, 082 -- 6038, 058» —- е051 в05а == 0 
050 с05з —-- е03В; с05Вз —- ©0531 608%з = 0 (4) 


6052 ©0393 —- 60585 с05Вз —- ©0$2 60873 —=0 
Оси Х, У,  пернендикулярны между собой, слфдовательно ($ 435): 


6050 058, Е ©0505 с05Вэ —— ©0303 ©0383 = 0 
6050 ©05\и -Е 60555 082 -- 60523 6083 =0_ (5) 
60581 ©0571 —- с0$В5 с0$т» -- с05Вз ©0513 = 0 
ИмЪя эти зависимости между углами легко выразить старыя координаты 
въ функши новыхъ. Для этого помножимъ уравненя (1) сначала на 
603, 608 9., 608303 и сложимъ; затЪмъ помножимъ на 038, с0з Во, с0$ В: 
и сложимъ; наконець помножимъ на 605“, с0$ о, с0$ уз и сложимъ; сообра- 
жаясь съ уравненями (3) и (6), найдемъ: 
д==' с0за, К у’ воза» --- 2’ созаз | 
у == 2’ созВ, Е у’ созВь -[- 2 с0883 (6) 


р 
== 2' 605 -Р 9 60512 ЗЕ 2' 60513 | 
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Эти формулы и служатъ для преобразован1я старыхъ координатъ въ новня. 


Замътимъ при этомъ, что всегда имЪемъ: 


де у -Н = Ру 2 (7) 


Это равенство получимъ, подставляя вмЪето х, у,2 ихъ выражения (6) или 
просто, замЪчая, что обЪ части уравнен1ля (7) выражаютъ разстояе взя- 
той точки отъ начала координатъ ($ 433). 

и Случай 8. Легко видЪть, что перенося начало координатъ въ точку 
(а6с) и измЪняя направлен1я осей, будемъ имЪть: 


д=а-|- 205 а, -- у'с0за» -|- 2'608 оз 
у = 6 -- д'с03 В, - 9'с03 в. | 2'608 83 (8) 


8 —= с-- 2'605 1 Е ус0з у -- 2605 13 


$ 494. Задача. Преобразовать прямоугольныя координаты въ косоу- 
гольныя? ву” 

Рьшете. Пусть прямоугольныя координаты, какой-нибудь точки М 
будутъ 5, 9,2, а косоугольныя, им юш1я тоже начало, пусть будутъ я, у, г’. 
Пусть косоугольныя координаты составляютъ между собою углы Х, в, у; А 
уголъ между У'и Й', вц между Х'ийЙ’ а у» между Х'и У'. Пусть ось 
Х составляетъ съ осями Х, У, 7 углы и, В, 1; ось У' съ Х, У, й углы 
42, Во. И 06ь Д' съ Х, У, # углы а, Вз, \з. 

Эти углы, очевидно, связаны слЗдующими услов!ями: 


_ 608 Х = 608 92 60$ аз -|- 608 В» 03 Вз -—- с08 уз ©08 уз 
_ 608 в. == 60$ 91 605 аз -- с03 В, с0$ Вз —-- ©0851 60$ \з (9) 
_©03У = 608 0, 603 @, —- 603 В; с03 В» ——- 60$ 1 608 


Такъ какъ сумма проэкшй координать ху’, 2, точки М на оси Х, равна 
координат х этой точки, то: 


| = 6039, Ку с05 а. -|- 2' ан 


ужи у -Нсжь | (10) 
= 603, Ку 605%. —- 26083 | 


гл углы а, В, | связаны условями (2) и (9). | 
Изъ предъидущихъ уравнев!й легко видВть, что разстояне точки 
отъ начала координатъ будетъ, если его означимъ чрезъ и: 


98 = 2? уу ее воз 2 сов ци -- 249’ озу (11) 
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а разстояне между точками, коихъ координаты суть 2, /, А И 2%, уо, 2%, 
будетъ: 


а — 25) -- (у, — уз)? - (21 — 2} + | 
+2 — У) — в) со 8-2 (4—2 )(а — го )созь-Н2(х, —м)(у,—Чо)созу (12) 


Это уравнене (14) 8 433. 


Такъ какъ дв$ системы координатъ связаны между собою линейны- 
ми уравнен1ями, то преобразоваме координатъ не можетъ ни повысить, 
ни понизить степень уравнен!я поверхности. *. 


$ 495. Полярныя координаты. Опредфляютъ также положене точки 
въ пространств$, ея разстоятемъ отъ начала координатъ и углами, кото- 
рые это разстояне составляетъь съ координатными осями. 


Пусть ’ будетъ это разстояще, пусть «,В,1 будуть углы, которые 
это разстояне составляеть съ осями Х, Уи 1, то, очевидно, будемъ 
ИМЪТЬ: 

1=—76059 ’, У=с038., 2==У 0084 (13) 


углы &, В, 7 связаны уравненемъ: 
с052а —|-- 60528 - с082у = 1 (14) 


Педставляя въ уравнене поверхности вмЪето т, у,2 эти величины, най- 
демъ уравнене ри въ координатахъ, которыя называются я”о- 
лярными. 

ЗамЪтимъ, что уголь у есть функция угловъ я и В, велЪдетви зави- 
симости (14). 


т 
\ 


$ 496. Оферическья крорушииины, Опред$ляютъ еще положеве точки 
въ пространств%, ея разстонн!6мъ 7 оть начала координатъ, угломъ Ф, ко- 
торый это разстояще составляетъь съ овью Я и угломъ ф, который про- 
экщя г на плоскости (ОХ, ОУ ) составляетъ съ осью Х (фиг. 160): 
| Фит. 160. 


) 
ОМ=х , ОМ! ==р т, 
ДАОМ'=у ‚ ДМОВ—= | 
ОА=х ‚, МА=у , ОВ==а 


} 

` 

|. 
г 





Очевидно, имЪемъ: 
1==6р608ф ‚ У=рзШф ‚, 2=7608ф у 


Но. 
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сл довательно: 
= 603 95ШФ , у=узшозтф , 2=1605$ (15) 
г, риф называются сферическими координатами. 
Сравнивая выражен1я для х, у иг (15) съ (13), найдемъ: 
605 & = 605 фзшфФ , 6088 =зшозшфФ , 603у=605ф (16) 


Это есть зависимость между сферическими И полярными координатами. 


Преобразоваше плоскостныхъ координатъ. 


3 497. Посмотримъ теперь, какъ преобразуются координаты плоскости; 
когда переносится только начало координатъ, когда измняется только 
ихъ направлен1е и когда дфлаетея и то и другое. г.“ 

Случай 1. Мы выше видфли (5 460), что если х, у, 2 суть координа- 
ты точки, то ея уравнене будетъ: $ 


26+ уч -1==0 (17) 


перенесемъ начало координатъ въ точку (а,6,с), неизмВняя направлена 
осей; для этого положимъ (5 483): 


х=—=а-х , Ву ‚ = 


подставляя эти выраженя въ уравнене (17), найдемъ: 


д Ну а Ем -1=0 


или: 
: у С 
да --1=0 18: 
оРЫ-ЕАННТ Г Рыси + * нат 1=° (8 
если &,/',с будуть новыя координаты плоскости, то: 
&'— 6 = т. | и 26 (19) 
— а --сб--1 аё-Нфт-Н 5-1 аб-Рбт-Ноб-Е 1 
_ откуда: | `' 
—а'-— в --1 ’’ —д@--—66 1’ —@—б-—66-Е1 
таковы формулы для преобразован!н координатъ плоскости, когда, перено- 
сится только начало координатъ. 


Знаменатель въ выраженяхь (19), приравненный нулю, есть, оче- 
видно, уравнен!е новаго начала: 


аё -- 59 + << 1 =0 


(20) 
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и" НФ’ -- %& —1==0 
есть уравнен!е стараго начала ‚относительно новыхъ осей. 


Случай 2. Если, оставивъ начало, изм$нимъ направлен1е осей, то мы 
должны въ уравнеше (17), поставить вм$ето х,у,2 выраженая (6), что 
даетъ: 


(2605 04 -|- у'с0з о, | 205 аз) -- (2'605 В, -- ус0$ Вь -- 26058) ч-- 
-- (2605-11 -- 960$ 12 | 2'608%3) 6 -- 1=0 (21) 
ИЛИ: | 


(Е с0$ 0 м псозВ, 4- Сеову -- У ($ 6059 -- 16038, + 6055) -- 
2 (Е 603 аз 9603 в: -- 50$ +) -1=0 | (22) 


означимъ черезъ &,\,5 новыя координаты плоскости, то будемъ имЪть: 


$ =5608 0 -- 1608 В! -- 56081; 
_ 1 ==6603 а, -- м с05 Во -|- 5 6083 (23) 
© == #608 3 --з 60$ вз Е 56053. 


откуда: 
= сов а -- 1’ 08 аз + 8 608 аз 


Ч = 8 03 В, Е 603 В -- 50$ В: (24) 
= 6051 1 60873 - 5' 608 13 


Изъ этихъ выражений видно, что онф ничфмъ не отличны отъ формулъ, 
служащихь для преобразовантя координатъ точки (4) и (6). 


Случай 9. Перенесеюте начала и изм$нен!е направлевля осей дается 
выражетями (8), которыя подетавляя въ уравнеше (17), найдемъ: 


(а-- й 5 о Ру’ с0з > | 2605) 8 -Р- (м соз В, -- 9’ с0$ В —- 260583) ч-- 
-- (с -- х' 603, у’ сова - 2'608 13) ЕН 1 =0 
откуда: 
д (Е со5 о -|- 1 с0$ 8, -- 6 еоз\у, ) Е 9’ (Е с08 о | 1 с08 Вз -- 860812) 
+ = сова + поз вь + Соов1ь) + м + &--1=0 


‚разд$ляя на: 


аб -ы т -- Я 
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и означая черезъ &,%,С новыя координаты, найдемъ: 


ыы $ с05 а -- 1 08 66081 
аё = 6 -- 6-1 

‚8 003» -- 9 созВь -- 56081 
аё - т-- &--1 

паи бОВбЕ ИНЕТ. ООВ 
а-я 6-1 


откуда легко опредфлить &, 1, & въ функщи новыхъ координатъ $, 1, С. 

Изъ выражен! для. преобразован1я координатъ плоскости видимъ, 
что онф не имфютъ той формы и характера, который имфютъ формулы, 
служашия для преобразован1я координатъ Точки; это, опять повторяемъ, 
происходитъ оть того, что система координатъ Декарта есть только частный 
случай бол$е общей системы, которую мы и изложимъ теперь. 





(25) 


Тетраэдрическая У коордянатъ. 
с 498. Возьмемъ уравнен1я четырехъ плоскостей не пересекающихся 
въ одной точк%, образующихъ тетраэдръ. Пусть эти ‘уравненя будуть: 
| 1) ах Ьу-- аг--а =0 
2) ах + ву -- сё -- 4 =0 
3) азх -Р ву Е вз2 - =0 
4) 4 у -- сё + 44 =0 


Такъ какъ, по условю, эти четыре плоскости не пересЗкаются въ одной 
точкЪ, то: _ 


а бб 1 И! 
(о р. Со > > О | 
А = а а (27) 


и 4 4 
Означимъ черезь 1, Дл,.... Ви, В»... Миноры, соотв®тствующие элемен- 
тамЪъ а, а2,.... @, в2,.... опредФлителя (27). 
Уравнен1я вершинъ тетраэдра (5465, 31) будуть: 
(2,3,4) АЕ Вч- ЧР, =0 
(1,3,4) 45Е-- Вя-Е 5-Е, =0 
(1,2,4) 4.Е- Вт - 5-Е Рь==0 
(1,2,3) 445 --Вят Вт Г. =0 


(28) 
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Символы (2,3,4), (1,3,4),.... означаютъ какя изъ плоскостей (26) пере- 
сЪкаютея въ этой точкъ. 

Въ тетраэдрической системь координатъь положев1е точки относится 
къ четыремъ плоскостямъ (26), а положене плоскости ЕЪ ‘четыремъ точ- 
камъ (28). Этотъ тетраэдръ называется координатнымь.. 


Означимъ черезъ ру, 22, 03,2. разстояня, какой нибудь точки (х, у, 2) 
отъ четырехъ граней тетраэдра; эти четыре элемента, очевидно, находятся 
въ извЪетной зависимости между собою, такъ какъ положенше точки 
вполнЪ опредЪляетея ея разетоянями отъ трехъ плоскостей, сл дователь- 
но эти четыре элемента будуть равносильны тремъ, если будемъ прини- 
мать не ихъ величины, а ихъ отношешя. Такъ какъ тетраэдръ данъ, 
то всегда можно опредЪлить и числовую величину четырехъ элемен- 
ТОВЪ 11,10, 703, 74, НО вЪ тетраэдрической систем координатъ въ этомъ 
нфтъ надобности, даже вмЗето разстоявй, для большей общности, можно 
брать разстояя точки (59,2) въ извЪетныхъ направлешяхъ, т. е. 
помножить 71, 1, 03,04 На постоянные коэфищшенты, напримЗръ, на й, о, 
Ёз, Ка. Означимъ черезъ 21,2, 1.,=х. тавя величины, которыя бы удовлетво- 
ряли уравненя: 

ие. ) ра — за р2з = Райз ) авы | (29) 


—=— = > ">. =-.———. 
— 


ГД р есть коэфищенть пропортюональности. Эти величины 2,25, 23, м, 
примемъ за координаты точки (7,у,2)- относительно координатнаго те- 
траэдра. Сл$довательно, координатами точки, въ этой систем, мы будемъ 
называть: четыре числа, имтюция между собою отношенля равныя отно- 
шенфяму разстоянй _ точки оть зраней тетраэйра, помноженныхь, каждое, 
на ‘постоянный. коэфишенть, И. е. отсчитываемыя въ извъетмомь на- 
правленйи. 


Легко видфть, что уравнен!я граней тетраэдра будуть: 


д =0 , № =0 , 13 =0 ,‚ х.=0 (30) 
а уравнен1я его реберъ: 
я —=0 м =0 я ==0 {а =0 2 —= дз =0 
э ) ) * . 3 (31) 
Жо = 0 дз = 0 д. == дз == ла == д. =0 
`а& координаты его-вершинъ: 
я =0 ад == ал == то == 0 
13 =0 ,‚ 22=0 ‚ 24:5=0 , д:= (32) 


| дз = 0 24 == | 4 =0 74 =0. 
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$ 499. Точно также мы опредфлимъ тетраэдрическля координаты 
плоскости. Пусть 91, 42, 4з, 94 будутъ разстоятя плоскости, данной ко- 
ординатами (1,0), оть вершинъ тетраэдра, данныхъ уравнен1ями (28); 
пусть эти разетоян1я будутъ отечитыватея, не по перпендикулярнымъ на- 
правленямъ, а въ извфстныхъ, опредфленныхъ, но произвольныхь; для 
ЭТОГО 41, 4, 9з, 94 множатея на коэфишенты Х1, Ао, Аз, № и черезъ ", сос 6, 4 
означаются величины, которыя удовлетворяютъ уравнен1ямъ: 

94 = 0, = №342. | 0Ёз = #3 3 , 0, — №44 (33) 
гдЪ с есть коэфищенть, пропорцюнальности.. 

Числа &, 65, &, Е называють координатами плоскости, слЪ довательно 
координаты плоскости суть четыре числа, имтлоийя между собою отно- 
шеная  равныя отношенаямь разстоянй плоскости оть вершинь тетраэдра, 
каждое разстояне помножено на произзольный, но постоянный коэфищенто; 
т. е. отсчитывается это разстояще въ произвольномь, но постоянномь 
направ. ленди. Рх- 

Очевидно, уравнен1я вершинъ тетраэдра суть: 


=0 , &=0 , &=0 , &=0. _ (84) 


уравнен1я его реберъ: 


гут 


Е — 0 Н — 0 1 0 20 = () С, == (0) 23 = 
3 3 9 9 ) (35) 
=0 &=0 &=0 &=0 &=0 &=0 


| 


а координаты его граней будутъ: 
0 < Бо ВО бы и 
2—0 , &6=0 ‚, &=0 , &=0 _ (86) 
в=0  &=0 &=0  &=0 0 


$ 500. Если напишемъ уравнен!я (26) и (28) въ нормальной формЪ, 
то найдемъ: 


и -- 6: У -- 12-—- Ч, | } А, .. А-В: СО, 

хр ей Ре а о 
И ура. | ира 

ах Ни А ВиО 

ро ь УЕ додьв зи, ЗАТРЕЕ ЕИ 
ая, б, с о РАО 

ах +6 ое а | НВ: -НОИ-Ь, 

ры Е ел ЕО, 
И а 0 РУ Р-Н 

О Ча _ мЕНВи-НОк+р 

рат ду -- се + а, 4-Е т-| СНД 


сЁ4 = 494 —= Аа 


Иа. 62-8 УР-р-а 


‹ -[- 


ГЛАВА ХХХТ.— ПРЕОБРАЗОВАН!Е КООРДИНАТЪ. 525 


Такъ какъ фи А суть величины совершенно произвольныя, то мо- 
жемъ ихъ выбрать такъ, чтобы: 


в Е 62-Е баз На = бт Ее -1 (37) 
т. е. чтобы уравневля плоскости и точки представлялись въ формЪ: 


5 21 —- о —- СЗ —- УЕ" г 0 (38) 


аа для этого положимъ: 


К — и а’. Е 6, -- с? ) К = Иа’, р" -|- со | 


и —= 0) , №2 = 0. 
Аз — у аз 6-5 $, = Иа, | 2-6 
№3 — 0) | . №4 — 0) 


го о а | . . 
введя обиай дфлитель У 5*-- 1? --@ въ коэфищентъ пропорщональности с, 
найдемъ: 


‚ о, =@х Ву «г -а, с: —= 4: -- Вяч НСТ, 
Е в — 458 Н.В, ор, = 
025 — ах -- 6ьу - её -- 4, (39) сб Е-Н.Вым -Н 65-Е _ (89) 
0х. = азл -Н 6у - с;ё -- 4, сз — АЕ -- Вт -Р Сс -- Л. 
6, — ах оу -- сё —- а, 04 —= А. -- Ву | 045 РП. 


Таковы формулы, служания для переходя отъ тетраэдрическихъ коорди- 
нать къ декартовымъ. Если эти уравнен1я рёшимъ относительно х, у, 2, 
то найдемъ формулы для обратнаго перехода, т. е. оть декартовыхъ къ 
тетраэдрическимъ: | 








А АА, НАНА гы @1 61 -- 0713 -- @зЕз -- аа 
Па, -ЕРью, Бия, — а а, А а 
№ В,2.--Вьх.--В:.--Вата (40) че о НОЕ Е 6363 -- 644 (40') 
РВВ. ЕР | ра ЧЕ, - а: ФЕ: -- Ча 
__ Сб, быв Си, _ о об Роб в 
— Ра ЕРа,ЕРа. = $ — Зы Раф 94 


Легко видЪть теперь, перемноживъ уравненя (39), что будемъ имфть: 
25 (& ал -- быль | 6втз Е ва) == А. (5% ту ито 
СлЪдовательно уравнене: 


а 7 -|- ба -- 6023 -- Са —0`. | (41) 
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будетъ представлять плоскость, коей координаты суть &,&5, &, & и точку, 
коей координаты суть 21, хо, 3, 24. | 


Изъ всего предъидущаго слфдуеть, что въ тетраэдрической системЪ 
координатъ существуетъ полная соотвфтетвенность. 

Положене точки опред$ляется от- Положеше плоскости опред$ляется 
носительно координатнаго тетраэдра ея | относительно вершинъ координатнаго те- 
разстоянлями отъ его граней, отсчитывае- | траэдра ея разстоявями отъ его вершинъ, 
мыми въ опред$ленномъ направлени. отечитываемыми Въ опредЪленномь на- 

| правлени. 

Поэтому формулы для преобразованйя координатъь въ обЪихъ сиете- 
махъ тождественны по форм$. 


$ 501. Остается показать, какъ выше замфтили, что система, коорди- 
натъ Декарта есть только частный случай системы тетраэдрической. 

Для этого преобразуемъ координатный тетраэдръ въ другой, кото- 
раго бы три грани 2 = 0, 42 =0 и 2; =0 были перпендикулярны между 
собою. Пусть х,у,2 будуть разстоявтя, какой нибудь, точки отъ плоско- 
стей хз =0 , 42==0 ‚, л==0; пусть р будетъ ея разстояве отъ четвер- 
той плоскости 1. ==0, которой разстояюме отъ перес$ченая трехъ плоско- 
стей х=0 , 42 =0 , х=0, означимъ черезъ 4. Очевидно, будемъ 
имЪТЬ: 

2} =#% ,‚ 0%==№у ,‚ р = , 0Ж.=Р 
полагая: 
ВЕЬЬ=1 , в=— 
Ч 
найдемъ: 


ь. г р 
Я = ‚, 0%=У , 04—42 , 09.= а 
Если плоскость 1. ==0 отодвинемъ на безконечность, то р == со ид==о; 


слЗдовательно о =—1, откуда: 


В = , 902—9 ‚ 0%з == 2 дю 05. =1 (42) 


Изъ этого видимъ, что въ декартовой систем$ координатъ четвертая коор- 
динатная плоскость находится на, безконечности“и переходъ отъ тетраэдри- 
ческой системы къ декартовой дЪлается съ помощью уравневшй (42). 

_ 5 502. Одно изъ самыхъ замфчательныхъ уравненй плоскости, есть 


уравненше: 
Дия -- ых -- Оз: -- ах. =0 (43) 


полученное, приравнявъ нулю знаменатель въ уравневяхъ (40). 
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Для всЪхъ точекъ этой плоскости х==оо, у=со и #==00, сл$довательно 
на этой плоскости находятся всЪ безконечно - удаленныя точки. Мы эту 
плоскость будемъ называть безконечно - удаленною. Ниже увидимъ, какую 
важную роль играетъ эта плоскость во всЪхъ изслЗдоваюяхъ свойствъ по- 
верхностей. 

Мы видфли въ первой части ($ 185), что вс безконечно-удаленныя 
точки на плоскости, лежатъ на одной прямой, здЪсь-же видимъ, что всЪ 
безконечно-удаленныя точки пространства находятся на одной плоскости. 


Отсюда видимъ, что плоскость можно разсматривать, какъ площадь 
круга, коего окружность находится на безконечности, а пространство— 
какъ замкнутый шаръ, коего поверхность находится на безконечности. 


3 503. Остается показать, какъ преобразуется одна тетраэдрическая 
система координатъ въ другую, тоже тетраэдрическую. 


Пусть п, х,1.,х. будуть координаты точки, а &, 6, 6, & коорди- 
наты плоскости въ одной системЪ, а {у , у, 3, У. И ПТ, 1.1, 74 КОоОрди- 
наты точки и плоскости въ другой систем$Ъ. 


Уравневне плоскости въ первой системЪ будетъ: 
На, -- 25 Е 13-Е 641. =0 (44) 
а уравнев1е той-же плоскости въ другой системЪ: 


пи: -- 592 -[ "пзуз Е У = р». 45) 


Координаты уу, уо, Уз, У. второй системы будутъ линейныя функщи коор- 
динатъ первой системы; пусть онЪ будутъ: 


РУ: = @11771 -- 412% —- 91323 - а, 44 

ру == аа, -Ё @2222 -- аз: Е аа 46) 
руз = аз ал -Е @зз 2 -- аззаз -- ЧАТА 
РУ4 — ал = 42:52 —- 94323 -Е @442 


Если эти выражен!я подставимъ въ (45) и сравнимъ съ (44), то найдемъ: 


сн —= (11 —- 21 '3 -- 31 3 -- 414 
сз = оз\, -- 42212 -Е азот - 9434 (4 т) 
СЕ == @1311 -- 92312 - @зз\з Е @4за 


Са = ам о - аз + 4414 
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Составимъ опредзлитель: 
1 2 @3 014 
(21 @20 @53 054 | 
дуие (48) 
ЯЗ @з2 33 34 


(1 049 43 944 


который не долженъ быть равенъ нулю, такъ какъ въ противномъ случаф, 
второй тетраэдръ обращается въ точку. Если черезь Аь; назовемъ ми- 
норъ, соотвфтетвуюцщйй элементу ак: въ Д, то изъ уравненйй (46) и (47), 
найдемъ: 


рай = А: -- Аз -- Аз Уз -- Аа 
ра == Ао + Аоэуз —- Азоуз -- 44294 


(9) 
[73 == Ауз У: Г 45342 -- Аззуз | А4зуа 
аа == Ау Е Ао -- Аза Уз —- Л 444 
И: . 
УП! — А! 1 С Е Ау обо - Ау зв -- Ау 484 
У == Аз |+ Аоэбо -Е Аозёз -- Мод 
(50) 


УПз — Аз & -- Азов -- Аззёз -- Аза 
У = Аш -- 4425, -- Аз + Алла 


Изъ уравнений (46), (47), (49) и (50) ясно видно’ значене коэфищентовъ 
`@ и Аь;. Уравненя: 


д =0 9: Уз =0 е | уз =0 ‚› \=0. 
(51) 


1—0 , 12=0 , 3=0 , ч:=0 


предетавляютъ стороны и вершины: втораго тетраэдра относительно пер- 
ваго. Эти уравнетя суть: 


грани: | вершины: 
бил + во, - аз -Ё аи. =0 _ Ана АрЬ--Авь -- Ацы =0 
аа, -- ао, - азиат = 0 | Аа АН Аз + АЕ =0 ы 
_ бам ава; Г аззд. + ааа = 0. к Аа - Ар Аз - Ан =0 и 


_ баба -- бот -[- аз ь -- ааа т 0 1 Аб, + Арь - Авь | Ааы =0 
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откуда видимъ, что координаты: 


новыхъ ‘граней: с. новыхъ вершинъ: 
1 @13 @13 914 41 А: А: А; 
а: @з @3 аа Аз 4. А: Аз 
т: В 468) [ов ры раме о, 68) 
аз: @з2 @33 @4 | Аз 4; Аз. Аза 
41 @2 @з 9@44 Ан Ар Аз Ааа 


Уравнен!я сторонъ. и вершинъ. стараго координатнаго тетраэдра, отневен- 
ныя къ новому, будутъ: 


д =0 3 ‘Ро = 0 з 23 = 0 . т: =0 
я | 9% 9 (54) 
81 =0 3 6 = 0 3 63 =0 з ба —=0 
старыя грани: ° Оф = старыя вершины: | 
к Алу, + 419 -- А: -- Аду Е. 0 ВИ 111 + 4112 - @з1Й3 -- 441. ==: 0 
Ау: |+ Авуг НН Ау, + Аву,=0 | с гар па = вв ь + арта = 0 (55 ) 
| (55) 
А зу: - Аззу, Е АззУз Е Ау, = 0 а 31 - быт, + пе — из = 0. 
Аду, + Алу, + Ану, + Ани =0 | ат, + аль Е аз, ата = =0 
Откуда ВиДимт, ато координаты: 
старыхъ граней: ‚ старых вершинъ: 
Ур _ Аз Аз Ал о | а а: @1 ад 
А Аз» Аз А | и Ч. баз аа ав | 
(56) | (56') 
А; 43 43: 44 ит | гв. 1; баз: 33 43. 
Ач Ан Аз Ан | | | у @14_ Ги ‚ @з4 ба 


Тетраодрическал система координат ВЪ ИЕ прилагается удобно 
къ предложенямъ относительно’ положения, ГдВ не ` входятъ числовыя 
значен1я величинъ. | 


$ 504. РАшимъ еще слфдующую. задачу: 


Задача. Написаль уравнеше плос- Задача. Написать уравнен!е точки, 
кости, проходящей черезъ три’ точки: -| лежащей на трехъ илоскостяхь: 
(г мя), ("та"), О бб), "г, 
(х, "к" о х: — ый #7 | (Е, т ие. На 1”) 


Пусть искомое уравневе плоскости бу Пусть уравневе точки будетъ: 
детъ: 


бла - к +. + м =0 (57) С «7% т. + 2: и туз -- 44 =0 (57’) 
Такъ какъ координаты ДАнныхъ точекъ Такъ какъ плоскости проходять черезъ 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРТЯ. м {> 34 
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должны удовлетворять’ уравнене п10с- | искомую точку, то ихъ координаты должны 


кости, то имЪемъ: | удовлетворять уравнене : точки. и змы 
| имфемъ: ео 
Ба +, ыы т =, + бы —0 а" Е тов т 2 Е 244 —=0 
ба." г Ея + и" =0 (58) |7: жё" Ча Фо" я —=0 (58’) 
бах" + "а Го ыыы нии ги" -- 
исключая изъ ‘уравненй. (57) и (58) | исключая изъ уравненёй (67°) И (58') 
бу вы, Ех; найдемЪ: "#1; к #: бд, найдемъ: ‘2 
дом м 51 С в Ш 
рик А И 4; - ”.. ! 
ы 2." И | п: * & Е 3 © а = 0 (59' 
и |=0 69) А ая ) 
х" а" жест | © | | 3 и. Е: Е 
д!" 2." ту" пи" Е Е" "и Е" 


Легко вихЖТЬ, что вобрдинафы плоскости и координаты ‘точки будуть 
даны минорами: предъидущихь: опредфлителей, ‘соотвзтетвующихь элемен- 
тамъ 21, о, в, 4». Со ба а ба. 

‚„Изъ Дравненй (59). и (59 ), найдемъ: 


р = а" №" р" о т № ре 
ре = в Е М-да", ыы На ав 
ри у р ыы Щи Ни" 
ри 9 Ч" феи 


Если уравнёмя-двухъ плоскостей‘ будуть: 

БЕ Бла ба Ва =0 , ба Ра 4- Рид ==0 
то..уравнеше., плоскости». проходящей, черезъ. пересвчеше : ЭТИхЬ, дВухь, 
будетъ: 

сб ба ба би Аа, Зала бу ав) =0. 
или: 


Е х + вдаль Е  ЫЕжь С ыРь пудаяео 


ИЖ - 


Слдоваельно. координаты этой плоскости будуть; 
о ОЕ Е у ‚в, 
ели уравнены дВубь Точек” будуть” 


ы в па аь ао, а НР аи == 0. 


г. 
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то уравнен!е точки на прямой, соединяющей эти дв ‘точки, будетъ: 
218, -- 2262 -Е 233 РЕ -- ^ @Ы ее 25 -- хз 5 2454) =0 
откуда, координаты этой точки будуть: СКА 
Е 1 с ев ;. + С май 


6 505. Тетраэдрическая ‘система координать вытекавть изъ того 
свойства, что уравневле всякой плоскости можно выразить съ помощью 
четырехъ данныхъ плоскостей не перес$кающихея въ одной точЪ, а 
уравнен!е каждой точки можно выразить съ помощью четырехъ данныхъ 
точекъ, не лежащихъ въ. одной ‘плоскости. 

Пусть уравнен1я четырехъ данныхъ плоскостей будуть: 


их -|- бу  аг-- Ч. р, 
ао -- 65 у Е с›2-Е @ =0.. 
азх -- 6зу -- сз Е @==0 
ах я бу -|- 647 -- 44 —= 0 
требуется съ помощью этихъ уравневй выразить уравнеше плоскости: 
ах - Фу ++ 4=0 


Для этого помножимъ предъидущйя уравненя на А, цу; и еложивъ при- 
равняемъ ИР, при #, у, 2 воэфищентамъ а, 6, с, 4, то найдемъ: 


Аа 3% аз ув =а 
А -- (62 -- убз - 9 о 
Ле; —- ре + усз —- рез == с 
ла, -- 24, + 4 + = 
рев етих НЕ, уравненй, найдемъ искомыя раны А, ры у, р. 
Если Ара четырехъ точек вздреь^ 
А + В ор, =0 
И: -- Вч -- с&-- 0, =0 
435 - Вам -- в + 1:=0 


-: АЕ- Ви + б&-Е Г =0 
34* 
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то уравнев1е пятой точки; 
А Вт СР =о0 


можетъ быть выражено съ помощью. предъидущихъ, уравнений. 

Для этого помножимъ ихъ на коэфищенты ^, У. р И СлОЖиВЪ `при- 
равняемъь коэфищенты коэфищентамъ послфдняго уравнен1я, что даеть 
слЪдующая уравнешя для опредЪлевя ^, ци, у, 6: 


и = 4.0 = 4 
ВА Вы В» + Ве В 
ОХ-- Ош -- О. Со =0 

р Ве 


изъ коихъ опредЪлимъ Х,р,у,с, если четыре, данпыя уравненями, точки 
сэ #. 
не лежатъ на одной плоскоети. 


ГЛАВА ХХХИ. 
Общёя свойства. ‘поверхностей втораго порядка. 


$ 506. Боеные к точекъ, координаты которыхъ удовле- 
творяют®: уравневю- ‘второй степени: 


1 (2, у, 2 2) = 2“ *-|- у у? —- 12? -- 24592 +2 В < 2езау а 
т баз -|- 2выу -|- 9638 = Е — =0 (1) 


называется поверхностью ‘вторало порядка. 


Какъ видно изъ ‘формы уравнен!я ‘оно содержитъ десять членовъ, 
сл довательно десять коэфищентовъ,, при: .2”, у, 2*, уг, 22, ху, т, у, 1. Изъ 
этихъ десяти числовыхъ коэфищентовъ, не нарушая общности уравне- 
вия’ (&)^ можногодинь едблать равнымъ единииЪ, наприм ре’ #; ‘раздфляя 
на него вс остальные девять :воэфищентовъ. _ 

Такимъ образомъ, въ уравнен!е поверхности войдутъ линейно только 
девять коэфищентовъ, ‘койхЪ ` числовыя величины опредфляютъ форму и 
свойства КОР 


ЯТЬ коэфищентовъ, будуть состоять въ линейной зависимости, 
если поверхность должна проходить черёзъ данную точку. Эта линейная 
_ зависимость между коэфищентами получится, зветавивъ въ уравневе по- 
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верхности ‘координаты данной точки. Если поверхность должна проходичь 
и черезъ другую, данную координатами точку, ‘то мы будемъ имЪть между 
девятью  коэфищентами‘ й другую ‘линейную: зависимость. ‘слждовательно, 
чтобы ‘всЪ девять коэфищентовь, а выЪстЬ съ тВмь и поверхность, `вполн% 
опрёелЪлились, необходимо ‘имфть ‘девять тТакихь: линейных уравнен!й, 
т. е. девять данныхъ точекъ, черезъ которыя "Холжна проходить ‘поверх- 
ность. Но не каждыя девять точекъ опредфляють ‘поверхнбеть, чакъ 
какъ ‘положен1е точекъ ‘можетъ” быть таково, что изъ девяти линейныхъ 
уравнений одно’или нЪеколько. могуть ‘вытекать: изъ Остальныхь; въ этомъ 
случа ‘мы ‘не имфемъ достаточнаго числа уравнен!й для ня р 
вяти коэфищентовъ. А 
СлЪдовательно восемь’ данныхъ-точекь не опредфляютъ вполнЪ по- 
верхность. Между девятью коэфищентами мы будемъ имЪфть только восемь 
липейныхъ ‘уравнен!й; изъ которыхъ’ восёмь коэфищентовь опредфляются 
линейно ‚черезъ. девятый; если этотъ, девятый назовемъ черезъ. », который 
остается. совершенно произвольнымъ, то, очевидно, восемь остальныхъ коэ- 
фищентовъ будуть имЪть форму а В, паи Суть “функши. коорди- 
натъь данныхъ восьми точекъ. Подставляя ^ восемь коэфищентовъ, выра- 
женныхъ линейно черезъ девятый ..^, въ уравнеше (1) ‚и_собирая: члены 
независимые отъ_). и члены, имфюние коэфищентомъ \; найдемь: 


“Рау, в) == (х,у, 2) — (ву =о0 о (2) 
` рва новее: г. о с $,» а ь В АИ" 8} ата ж 


Въ этомъ уравнени съ произвольнымъ коэфищентомь“ ) ‘заключаются 
вс$ поверхности втораго ‘порядка, прохолящая черезъ восемь данныхъ 
‚ точект. Произвольный коэфищенть опредзлится, если будетъ дана девя- 
тая‘ Точка, ‘чёрезъ. ‘которую ‘повёрхность, проходящая уже черезъ  восёмь 
точёкЪ, должна ‘пройти. 

Уравнения: | и :. | 
полученныя; полагая :.А =0. и ) =<о,. предетавляють` дв%: поверхности 
вторатго -; порядка, каждая ‘изъ воихъ прохедитъ черезь воеёмь данныхъ 
точекъ.. Эти. -двЪ . поверхности пересфкаютея по кривой, --которая: также 
проходить ‘черезъ восемь данныхь точекъ. “Эта. кривая, прохода. черезь 
восемь точекъ, ‘проходить еще черезъ безчисленное множество других; 
которыя всЪ. данными Вотьми. точками. опредфляются и которыя вс 
лежатъ на _ общей позерхбети: проходящей черезъ восемь данныхъ 
в 

-‹ Ояфибваенено вс поверхности | зтораго порядка, `которыя’ проходять 
черезъ” вобемь произвольно ВЫбринныхь точекъ въ просранет ва, прохо- 
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дять по кривой, которая опредзляется взятыми восьмью точками, черезъ 
которую проходятъ и поверхности (3). д 

‚ Изъ сказаннаго сл$дуетъ, что для. того, чтобы поверхность втораго 
порядка девятью точками. вполн* опредфлилазь надобно, чтобы эти точки 
не лежали всф на кривой перес$чен!я поверхностей (3). И въ самомъ 
ДЪлЪ, кривая ©опред$ляется восьмю точками, . а координаты каждой, ле- 
жащей на ней точки, обращаютъ въ нуль $ (1,9,2) и ф(5,4,2), слЪдо- 
вательно девятою. точкою на кривой, Х изъ уравневй (3) неопред$хяется./ 

3.507. Особенный случай поверхности втораго порядка представля- 
ють дв плоскости, если уравнене (1) разлагается на два. линейные 
множителя: оби е 22 Ах 
деву оо, Ваз © 


очевидно, что координаты точекъ, ложащихь какъ на ‚одной, такъ и на 
‚другой ИЗЪ плоскостей: с 4 а 
до ВО (6) 


удовлетворяють уравненю втораго порядка (4). 

Если дв плоскости пересфкаютъ, какую нибудь, поверхноёть втораго 
порядка [(л,у,2)=0 по двумъ плоскимъ кривымъ, то вс поверхности 
_ втораго порядка, проходящия по обфимъ этимъ кривымъ, могуть быть 

представлены ВЪ  формЪ: . ы 


2 (т, у, 2 аеа в=0 (7) 


такъ, что если. й (2, 9,2) =0 есть, какая. нибудь, поверхность вторато 
порядка, проходящая по двумъ плоскимъ кривымъ, то Х.и д можно такъ 
опредЗлить, что: Е ее 
_Г(и,ч,2)—АА.В= ий (х, у, 2). (8) 


травнене (т а содержать. четыре произвольные ен ВЪ 
плоскости \В =0 и мы покажемъ, что вс поверхности ‘втораго порядка, 
проходящая черт, р р 0 съ-4.==0, ия ‘урав- 
нешемъ: 8 ро Ме. В 

Гель 04. В==0 г А `` (9) 


Замфтимъ сначала, что перес®чене поверхности втораго порядка. съ 
плоскостью есть одно. изъ коническихь. Ссъченй. Въ, самомъ дфлф, пола- 
Гая ВЪ уравнении. (в. #=0, иди у=0, или х==0, найдемъ пересЪчене 
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поверхности съ плоскостями (ОХ, ОУ), (ОХ, 07), (ОУ, 07), которыя, оче- 
видно, суть коническля сЪченля.. 

_Но такъ какъ ‚каждую плоскость: ‘можно сдфлаль, преобразованемъ 
координатъ, которое, неизмняетъ поверхности, одною изъ координатныхЪ 
плоскостей, то. иЗЪ этого вытекаеть сдфланное выше завлюченге. 


Возвратимся КЪ нашему предложен!ю. Предложене Мы ВЪ ТОМЪ, 
что всякая поверхность, проходящая черезъ цересвчене / —=0и А — 0, 
т, е. черезъ. коническое, с$чен!е, можеть быть представлена, въ формЪ (9). 
Если. : поверхность. ф=0 ‚проходитъ. .Зерезъ.. перес5чене. поверхностей 


[==.0.. 1. А =.0, то. она должна удовлетворять цяти условямъ, такъ _БакЪ 


ковическое. сфчен!е.. опредфляется пятью точками, слфдовательно поверх- 


ность ф =0 заключаеть еще только четыре произвольныхъь коэфищента, 


ВЪ линейной формЪ, а. этому . ‚услов!ю удовлетворяеть..и уравнеше (9). 
Сл» довательно если [=0 и ф==0 суть уравнетя двухъ какихъ-нибудь, 
поверхностей втораг. порядка, которыя нереефкаются по плоской кривой, 
лежащей въ плоскости А = 0, то можно всегда такъ опредзлить четыре 
коэфищента въ ^В=0и еще множитель’ ‘и, что будемъ имЪть тождество: 


Г— чо =АА. В (10) 


& это даеть слЗдующее свойство: 


Если гв ‘повержности. втораго’ ‘порядка -пересфкаются ^ по одной: 


у—————ы—ы—-.—-——Ь-—^ 


плобкой" ‘кривой, зго:они въ тоже время: пересБкаются: и по другой. илос- 
кой‘ кривой. 


$ 508. Если будутъ даны только ‘семь точекъ, черезъ которыя ‘должна 


проходить поверхность. втораго порядка, то между десятью коэфищентами 
ВЪ ‘уравнени поверхности, будемъ. имЪть только семь линейныхъ урав- 
нений, съ помощью которыхъ семь коэфищентовь опредфлятся линейно че- 
резъ два, ли р, которые останутся совершенно произвольными. Форма. семи 
козфищентовъ будетъ: 


ана. 


которые если вотавииъ, въ` уравнене (1), то оно сдвлается: 


фи (2, 9, АЕ (2 у Эр, ув О (11) 


Это уравнене съ двумя произвольными.  кофищентами ) и ц представ- 
ляетъ цфлую систему поверхностей, которыя `в6% проходятъ черезъ семь 
данныхь точекъ. ‚Между: этими: поверхностями находятся и новерхноети 
втораго порядка: | 


Г, С 


536 ГЛАВА ХХХП.-—ОБШТЯ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРАГО ПОРЯДКА. 
которыя соотвЪтетвуютъ значен!ямт: 
А — 0, ц=0’; в=0, = со ; А=0., ц=о. 


Такъ какъ он втораго порядка, то ‘ов пересфкаются ВЪ ВОСЬМИ точкахтъ, 
слЪдовательно вс» поверхности втораго ‘порядка, проходящуя черезъ семь 
данныхъ точекъ, проходятъ ‘въ тоже _ оо и ее ен которая 
опредляется семью данными. — оз | © 

_ ^ Изъ этого. слздуеть, Что для Е ‘кривой въ пространств%, 
по которой пересзкаются поверхности втораго Порядка» проходящя чеё- 
резъ восемь точекъ, восьмая точка не должна быть та, которая ‘опред%- 
ляется семью данными или, что вс№ восемь точекъ' не Е: быть т$, 
по которымъ перес$каются поверхности `(12). - 

Г 6 509. Возвмемъ АН а < пусть уравнен!я его гра- 


ней будуть: 
_@ж-- ву р = а =0. 
_ ве ьу фо &=0 
@3% -- зу ть 7 = @з =0 


(47 в у ты С4# т @ — — 0 


_ (13) 


Если черезъ. 21; 2; жз, м. означимъ нових „чо де- 
картовскя х,9,2 выразятся въ этихъ цослфднихъ уравнен1ями ($ 500, 40). 
Если эти выражен1я подставимъ вм$сто х, у, 2 въ уравнеше (1), то.послЪ 
всфхЪ приредОк оно приметъ форму: 


с р= = = 411 аз ›- аз? ааа? +20 ай 
Ра, 47] па азии отт -НЗаыльи — — во .: } &: (14) 
Это уравнен!е ‘можно написать въ символической форм, какъ было по- 
казано въ 8 199 (9): | 
= (ах -- а. +. 2323 + аи)" = -0 (15) 
$ 510. Задача. Найти точки перес®чен1я прямой, проходящей черезъ 
двЪ данныя точки, съ поверхностью втораго порядка? 
Рюшенче. а данныя точки будуть 


(9 уъузу‹) ‚( обьан) 


Всякая точка на прямой, ОДЕН эти: дв$ течки, ‚буде: дана’ урав- 
ненями ($ 437): 


еж =: -- А › р == №2. ‚ 223. а. } рн 4 Г №4 (16) 
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Если точка (1717534) находится на поверхнобти, то предъидуция“выра- 
женя должны. удовлетворять. уравненямъ (14) и (15).. 

Подставляя въ (15), найдемъ: ; 

[ву -- алуз -- азуз -- а у ) а РЯ 427 Е. 0323 р аку" = 0 (17) 
откуда, развертывая, найдемъ: 

Ви Е -- РО фр, . @8) 
ГДЗ: ен —-& 
Р = (ау —- 2 -[- азУз Е ау 


В == (012, + 92 ++ а ЕЕ 424) (19) 
©) — (му -Ра›уз-Газуз Рау) (аи Рае Разаз-Нага) р 


Очевидно, что первыя два выражен!я (19) суть ничто иное, какъ урав- 
нене (14), въ которое 4 7, 2» 2, 24 ррАсЗавилИ „, уз, уз, ‚у И 
21, 2, 23, 24, Т.е: _ ) Ой ы 

Р=[ У уму В == о. (0) 


а, 0, очевидно, есть: 


1 (Р.Г, №, Зы а га 
(а | и, На ны |3 [из 9. у уз. ВЯ (21) 


Р®шая. рава (18), найдемъ:. 


—Уб—РВ а 
РЕ ухь яр & (22) 


Подставляя вмфето » его выражен!е въ (16), найдемъ: 


ра = - Ву — (= У РЕ -РВ) ао 

И ‚ин ©=УФЕРЮн фея 
ь. _— (23) 
‘из Ву — (9 Уе—РЕ —РЮд. 


Ви -@ФУС-РВА 


Откуда видно, что прямая. встрфчаеть поверхность втораго порядка всегда. 
въ двухъ точкахъ дЪйствительныхъ, мнимыхъ или. еовнадающихъ. Обний 
знаменатель В вошелъ въ составъ коэфищента. пропорцюнальноети.: =. 


Такимъ образомъ на данной прямой будемъ имЪть четыре точки: 
ДВ данныя и дв точки пересченя‘ поверхности съ прямою. Если че- 
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резЪ Л, и №» .означимь корни. уравневшя (18), то ангармоническое, отно- 


$ А г. её 3 се а а В .. - Х >. = №5 
шенше этихъ четырехъ точекъ будетъьити: м ИЛИ. ме Если“нёрвое зна: 
3 г 


чимъ черезъ а, а второе черезъ а„, то будемъ ‘имЪть: 


— - 


2%. / : 
1 


$7257 ЯН > ра ОГ км 
А. А, 


& зе > [р —е 
1 2 
„К: | 


та 


но и», суть корни уравнён!я (18); сл довательно: 


О: г ЗН Р 
м МА = 


откуда: 


р х > * . , _ ‚. х ъ -:: жи .. 
1. °, ь т ‚з ; ‚4 
$ \ * `.. . *’ ; 9 аз, < $ ата '*. , $ 9 % . $. 6. # 


. а - | г. а с Е у 
Ч ДЕД 
сы У ее 24 
рр РЬ | (2. ) 
ИЛИ: г ПО Зы си а 
- (« -|- 1) РЕ— 40% =0°. . (25). 


Корни этого Уравнен1я даютъ непосредственно ‘ангармоническое: ‘отноше- 
не т ами точекъ. > ра ЗВ. 


Если теперь  аДИМЪ ВЪ уравнен и и (25) ан Армоническому: отноше- 
н1ю © опред$ленное числовое значенте и, неизимЪняя положеня Точки. 
(ут у уз у4.), будемъ.  ДВИРАТЬ точку (22 2.2.) такъ, чтобы ея координаты 
удовлетворяли постоянно. ‘уравнению (45), то. это уравнене будетъ пред- 
ставлять поверхность втораго порядка, которая будетъ геометрическимъ 
мфстомъ точекъ, коихъ. ангармоническое отношене съ точкою (и р Уз 9.) 
и съ двумя точками перес$четя прямой, проходящей черезъ эту точку, 
съ поверхностью, будетъ. ‘имЪть опреджленнов ‘значёне. Давая ангармони- 
ческому отношеню а различныя, величины. получимъ безчисленное мно- 
жество поверхностей, связанныхЪ съ точкою (чл уе Уз ду). Между этой сис- 
темою: поверхностей -будетъ’-одна, ‘соотв®тетвующая: значеню! ‘а ==- 1, 
которая играетъ: весьма: зажную“роль.. въ. ии повераноотей. вто 
раго перадка: Уравнене. этой поверхности есть: гоу и нови: 
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такъ какъ.@ первой степени относительно перемЖнныхъ координатъ 
1» бо ) 23:24 $. г. 


9 ый 4" Г, до сы. 
то это есть плоскость. ‘Эта плоскость. называется холярной илоскостилю 
точки (\у› уз у.), которая, по отношеню къ плоскоети (27), называется 
полюсомъ. | | | 

Очевидно, полярная плоскость есть теометрическое место гармони- 
ческихъ точекъ къ тремъ точкамъ: (1/1 уо Уз Ча) И къ двумъ точкамъ пере- 
сЪчен!я прямыхъ, проходящихъ черезъ точку (у уз Уз У) съ поверхностью. 
Означимъ черезъ & координаты полярной плоскости, то будемъ 
ИМЪТЬ: 


_@9 


‚ бы ==. 5- =_=. 5 
| у 2`091 | вЫ о ду. ’ 0 2 дуз | мо 9 т 
ИЛИ: ыЖ к. 
з о = - аа + зу и озу +. ау 4 му 
в, = — аз ре @23 2 |. аа аа он 9) 


65 и 41 У ‚+ @4эУ2 р ИЕ ном . 


ГДЬ Е == ак. Откуда, видим, что ‚ каждая точка. ВЪ ; пространств иифетъ 
полярную. плоскость. | 


> > —ж—-” 


ыы >. 


Этими т равненями выражаются, координаты. полярной. плоекости 
черезъ. координаты. полюса и, обратно, координаты нолюса выразятея че- 
резъ координаты полярной плоскости уравненями: 


ри = Ав + ды + Даь + да. 
А о 
СА аааа на о 
руд == Ала те Аа» я у мае 
если только опредёлитель: 


т ба Ча |. 
$ ть | дм ЗО, одеть" °С 
АВ 9 | (31) 
_ | 9 @3а @33 @за | з 


| 241 - 949. 43 ` 44 И 
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Но такъ ‘какъ координаты &, 65, &з, & полярной плоскости‘ могуть быть 
совершенно произвольныя величины, то каждая произвольная. плоскость 
въ пространств можетъ быть полярной плоскостью полюса, коего коор- 
динаты опредфляются уравнен!ями (30). 
‚6 511. Мы видЪли, что уравнене полярной плоскости можетъ быть 
написано: въ двухъ формахъ: о | 
‚АЕ ТФ. ВЕЗИЕ 2В 
М к ня 24 
дет“ у ду ду. | о. 
У и, и ИИ дрон ве день, 
у же" дель, ЗЫ 


изъ которыхъ видимъ, что если возьмемъ на полярной плоскости, Какую 
нибудь, точку, то полярная плоскость этой Точки. ‘пройдеть черезъ полюсъ 
полярной плоскости. 

Откуда вытекаетъ слздующее весьма важное предложен: 

Предложене 1. Если точка скользить по данной плоскости, то по- 
лярная плоскость этой точки вращается около полюса данной плоскости. 
``“ Изъь этого предложения вытекаетъ слфдующее: 

Предложене 2. Если точка скользить по прямой пересБчен1я двухъ 
данныхъ плоскостей, то полярная` плоскость, скользящей точки, вращает- 
ся около прямой, проходящей черезъ полюсы данныхъ плоскостей. 

Эти двЪ прямыя такъ связаны между собою, что полярная плоскоеть 
точки на ое ИЗЪ ЭТИХЪ пни рокот. по ‚ Другой. Такал пара 
рядка и легко ить что Е взятая ще `ВЪ. _Пространотвв 
имЪеть свою взаимную поляру. 7 ине КЕ ИИ 

Легко доказать _ФиЗдующя, ооратных. прив двумъ предъ- 
идущимъ: 

Предложене 3. Если плоскость вращается около данной точки, то 
ея полюсъ скользить по полярной плоскости дачной ТОЧКИ. 

Предложенае 4.’ Если ‘плоскость вращается около данной прямой, 
то ея полюсъ скользить по Взаимной полярЪ данной‘ прямой. \ 


$ 512. Смотря по положеню полюса относительно поверхности, онъ 
лежитъ, то ближе, то дальше отъ своей полярной плоскости; онъ лежитъь 
и на самой полярной плоскости. Е | 

Чтобы полюсъ (у у Уз у.) находился на, своей полярной поверхности: 


У. эр 
я ди, зу. у». ей на +: «ду о. (33) 


ГЛАВА ХХХП.—ОБЩЛЯ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРАГО ПОРЯДКА. 541 


надобно, чтобы координаты \, у, Уз, У. полюса, удовлетворяли предъиду- 
щему уравненю, т. е.. т: р 


07 р, 09/ 9% — о 
-—- 4 
ди ны иж риа У (34) 
Но Это уравнен!е. веть ничто. иное. кактъ: " 


Позизд о. | 


И = полюсъ. есть точка на ‚ поверхности; ‘сёдовательно, если.  ПолЮсЪ 
есть точка на поверхности, ТО ОНЪ лежить ВЪ своей. и: плоскости. 


с а ‚ Въ. этомъ, случа, полярная плоскость. иметь замВчательныя свой- 
ства. че 

Возьмемъ, какую нибудь, точку на полярной плоскости, коей полюсъ 
находится на поверхности, соединимъ эту точку съ полюсомъ, то по 
свойству полюса и полярной плоскости эти дв$ точки будутъ сопряженно- 
гармоническая съ точками пересфчен1я, проведенной прямой съ поверх- 
ностью; но полюсъ совпадаетъ съ одною изъ точекъ перес$чен:я прямой 
съ поверхностью, а потому и вторая точка пересзченя совпадаетъ съ 
полюсомъ. СлЪдовательно прямая, соединяющая, какую нибудь, точку 
полярной плоскости съ ея полюсомъ, лежащимъ на поверхности, перес}- 
каетъ поверхность въ двухъ совпадающихь точкахъ. Такая прямая назы- 
вается касательной къ поверхности въ.точк% (у. 92 9з у4). СлЪдовательно 
полярная плоскость точки (9 92.31 у4) на поверхности, есть геометрическое 


к. > п. 


мфето касательныхь къ поверхности ВЪ ТОЧЕЪ (и у уз ‚94). Въ эЭтомЪ слу- 
ча;  пблярняя плоскость называетея касательной плоскостью ‘къ поверх- 
ности, коей полюсъ. есть точка касанйя. | 


Слздовательно:. 


кинь и =, а р (35) 
будетъ уравнене_ касательной плоскости, если точка и у, уз 4) лежитъ 
на поверхности. ` И р ’ 


_8 513. Если, какая-нибудь, плоскость А, коей полюбъ есть Р,. пе- 
ресЪкаетъ поверхность втораго порядка. то касательная плоскость къ 
поверхности. въ точкВ 0, взятой. на кривой. перес$чешя плоскости А съ 
поверхностью, пройдетъ черезъ точку Р, такъ какъ касательная плоскость 
есть полярная точки О, слЪдовательно о РО касается поверхности. 
Откуда. имфемъ `слфдующее предложен. | | 
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^^" Предложене. Евли полюсъ, какой-нибудь, плоскости воединимъ пря- 
мою ливней съ какой-нибудь, точкой кривой пересЖчения ‘плоскости съ по- 
верхностью, то эта прямая будетъь касательная къ поверхности. 

_° СлЗдовательно, вс ирямыя, соединяющиЯ, какую-нибудь точку съ 
точками кривой пересЪчен!я полярной плоскости взятой точки съ поверх- 
ностью втораго порядка, суть касательныя. къ. поверхности. Геометричес- 
кое м%Ъето этихъ касательныхъ есть, очевидно, конусъ, который назы- 
вается касотельнымь конусомъ къ поверхности. Сл довательно касательный 
конусъ касается поверхности по кривой, по Жоторой похаривя, ПЛОСКОСТЬ 
его зершивы, пересфкается. съ поверхностью. ` С 

6 514. [Касательная плоскость. Мы выше видли, что если точка. 
(Ч угузу:) находится на поверхности, то уравневе касательной будетъ:. 


пы Як и, 
Если зепомнимъ, что: Е Е 


Зе 
ё И Уз. а. К, 


то, ВЫЧИТАЯ ЭТО уравнеше ИЗЪ. ПреАхихУДАт о ое 


7 


-,.- 
, 
* . 
. ч -.з 
.® ` 7 ‘ 


о. о и = 
Чтобы. | ‘перейти отъ тетраздрической ‚системы координать къ декартовой, 
выдли выше 6 501), что надобно ‘сдфлать: 


ра = ›‚ ра=еу $; ра , ра ==1 


ру — я ›‚ ру-= › КАЕРУВ ‚ бу ==Т. 
‚ЧТО даетъ. 


и—=) ны ний (9 


Это уравнеше касательной. плоскости ВЪ мс © и) 1 къ поверхности 
втораго порядка: Фе | 
ааа Г(гуг) =0 

_ $’ 515. Касательная: плоекость къ’ в втораго порядка. Де. 
В. Т0ЧкЪ (пу) беть:" о оза- м р 


| а а 2)" и и—и) Я и — а = | . (т) 
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слёдовательно косинубы угловъ, ‘которые перпендикулярз К касательной 
плоскости составляеть съ координатными осями, “будуть ($ 441): 


9 ал, БВ >, АЗБЙЕ 
077) | ди. 


608% — 





я Инв Гоа Е ЕЕ 
ИЕ: ин) 
Оу 


м ОЕ. ГР ГР и. (38) 
не тЫ = 


И НН Не : уг Л 
Уравнене `перпендикуляра: К. касательной плоскости. ВЪ.. ТОЗКЪ.. РА и) 
будетъ ($ 457, зад. 4): 


ем рии ысьиииа пиши пиепииень д риа прприопиииииииииииижипиииаиирииаииЕ ИРИНЕ 


И 9. у а се (39) 
ий [1 | . | | 


Этот перпендикулярь, называетея нормаль къ поверхности ВЪ ТОЧКЪ 
(жи 2! ). ” : 
(8516. Мы выше видзли (5 510), что’ координаты полярной плоскости 6 
и координаты ея полюса у связаны уравнен!ями: 
Ре Зеь УЕ ШАРЫ 9 


КЕ нь — Эд 


. =-"/ - 
‚о? 
. ‘.’ . 


22 на? . 


1 
С = вл -- 4222 -Г 42393 —- а244 == ы в 


г, | (40) 


тд 
бёз = У е а ит р ИР И ыы”) я, 


1 94 
ба = к У ^ ть “ау т 9433. - 4444 ит ы 


А 


у 
> 
ы 


уравнев1е той-же полярной плоскости будетъ: 
а ТЫ Ц И МЕРЕ 
ы | ‚Ва я А Ся [923 я. НА — === -0` = 


ЛЬ „полюс. че на, поверхности. то полярная. плоскость; канъ мы 
видфли. ($511), -будеть касательная. къ поверхности. и.ея уравнеше. будет: 


Ни ка Е у а Е 4 Ву; =0 3 Ем: 5 г №. ся д :: (49) 


Исключая изъ уравнен!йй (40) и (42) 9, уз, Уз, у, найдемъ услове, которому 
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должны удовлетворять координаты 5 плоскости, чтобы она, во веЪхъ сво- 
ИХЪ положеняхт, | касалась поверхности втораго порядка (1). Это усло- 
ве есть: 


1 2 @з ба 8 

| 421 , @22 423 424 о С > Аз 
аз _@з2 033 @з4 683 = 0 == Е (6 $364) (43) 
Ол @42 3 @4 в 


з В н.о 


$ 517. Если при этихъ условихъ, т. е. полагая точку. (у! Уз уз у.) На 
поверхности, исключимь ВЫ изъ уравневй (30) и (42), то найдемъ 
уравнен!е ‘поверхности ‘втораго: порядка, выраженное въ ие оврежьхн- 
теля: 


Ак Ао Аз 44 м 
Ад 422 Аз 4 92, 
Ая Аз Аз Аза 23| == 0 ==[ (а охзта) (44) 
Ад Ад Аз Ан у _ 
д № 3. що 0. 

гд% поставлены вмЪето у, какъ ‘перем%нныя, координаты 2. 


Уравнен1я (43) И (44) представляютъ поверхности втораго порядка, 
второе въ декартовыхъ координатахъ, а первое въ плоскостныхъ. 


ТЛАВА! ХХХШ. 
Общёя свойства поверхностей втораго порядка въ плоскостныхь координатах. 


$ 518. Въ предъидущей главЪ и 516, 43) мы нашли уравнен!е между 
плоскостными координатами, которое рыражаоть, что плоскость, коей коор- 
динаты удовлетворяютъ этому уравненю, касается поверхности втораго 
порядка. Это уравнеше. можетъ. служить аналитическимь представленемъ 
поверхности, которая. и, можеть быть! изелЪдована съ этой. точки, зря. 
Пусть это уравнене будеть: 


5 
А 


ыы о ее ман (1) 
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Оно имфетъ такую же форму относительно коорлинатъ & какъ и уравне- 
н1е ($ 509, 14) относительно координатъ х, именно: 


Е= А -- Ао, Азер Аааа Е 
2 А 2.4, 31 63--2.41 461 64-2 Аозбо 8-2 Аоабоба-[-2 АзаЁзй4 ==0 (2) 


въ немъ десять членовъ, слздовательно и десять коэфищентовъ. Если по- 


ЛОЖИМЪ: 
09 = , == , = , 08. =1 


то оно преобразуется въ форму, соотв$тетвующую формЪ уразненя въ 
декартовыхъ координатахъ: 
Е($, 1, $) =0 [ (3) 


Въ этой формЪ мы сначала и изелздуемъ обиая свойства поверхности. 


Одинъ изъ десяти коэфищентовъ въ уравнени (3) можно сдЪлать 
равнымъ единиц, раздЗливъ на него вс остальные; елЪдовательно, урав- 
нен!е будетъ содержать девять коэфищентовъ, входящихъ въ него линей- 
но, которыхъ числовыя значеня опредЪлятъ свойства и образъ поверх- 
ности. 

3 519. Если поверхность вторато порядка касается плоскости, дан- 
ной координатами, то девять коэфищентовъ уравнения. поверхности должны 
удовлетворять линейному уравненню, которое получится, если координаты 
данной плоскости вставить въ уравнен1е поверхности. Девять такихъ 
услов!Й дадутъ девять линейныхъ уравненй между коэфищентами урав- 
нен1я поверхности, изъ которыхъ опредЪлятся веЪ девять коэфищентовъ. 
`  Олфдовательно, поверхность втораго порядка девятью, произвольно 
выбранными, касательными плоскостями вполн*’ опредляется. Восемь ка- 
сательныхъ плоскостей къ поверхности втораго порядка не вполнЪ ее опре- 
дфляютъ, такъ какъ между девятью коэфицентами будетъ существовать, 
ВЪ этомъ случа, только восемь линейныхь уравнен!й, изъ которыхъ восемь 
коэфищентов» опредЗлятся черезъ девятый, который останется совершенно 
произвольнымъ. Пусть этотъ девятый коэфищентъ будетъ », то форма веЪхЪ 
остальныхъ будетъ а-Е В». Подетьвляя это выражене восьми коэфищен- 
товъ въ уравнеше (3), найдемъ общую форму уравнен1я всЪзхЪ поверхно- 
стей втораго порядка, которыя касаются восьми данныхЪ плоскостей. Форма 
эта, очевидно, есть: 


Ф(ЕтО — (я =0 (4) 
Между этими поверхностями нахокятся и поверхности: 
ФЕ =0}, фЕто=о = (5) 


когда А =0 и == о. 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРТЯ. — 35 
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ОбЪ поверхности (5) имЪютъ безчисленное множество общихъ каса- 
тельныхъ плоскостей, коихъ координаты, одновременно, удовлетворяютъ 
оба, уравненая (5). Но такъ какъ плоскостныя координаты, удовлетворяющя 
оба уравненя (5), удовлетворяютъ и уравнеше (4), то имЪемъ сл$дующее 
предложение: 

‚ Предложене. ВсЪ поверхности втораго порядка, касающаяся восьми 
данныхъ плоскостей, будутъ касаться всЪхъ общихъ касательныхъ плос- 
костей къ двумъ поверхностямъ (5). 

СлЪдовательно, если поверхность втораго порядка должна опредЗлятся 
девятью касательными плоскостями, то онз не должны касаться одновре- 
менно поверхностей (5). 
| Частный случай поверхности втораго порядка есть пара точекъ или 
поверхность въ видЪ отрЪзка прямой между парою точекъ. И въ самомъ 
ДЪлЪ, если: 


, 


А=0 , В=0 (6) 
суть уравнемя двухъ точекъ, то: 
А.В=0 (7) 
будетъ второй степени и предетавляетъ поверхность втораго порядка. _ 
Если: Ра | 
Е (то) =0 (8) 
будетъ уравнен!е въ плоскостныхъ координатахъ, данной поверхности, то 
общее уравнене всЪхъ поверхностей втораго порядка, къ которымъ ка- 


саются всЪ касательныя плоскости къ поверхности (8), проходящая черезъ 
одну или черезъ другую изъ точекъ (6), есть: 


Е—\А.В=0 ) (9) 


Другими словами, уравнеше (9), съ произвольнымъ коэфищентомъ ^, пред-_ 
ставляетъ всевозможныя поверхности втораго порядка, которыя кругомъ 
обвертываютъ оба касательныя конуса къ поверхности РЁ, коихъ вершины 
находятся въ точкахъ (6). Поэтому, если Ф==0, есть уравневе поверх“ 
ности втораго. порядка, которая кругомъ обвертываеть каждый изъ выше 
упомянутыхъ конусовъ, то можно всегда опредфлить два коэфищента 
Лив тТакъ, Чтобы: 

‚ Е». АВЕ ьФ (10) 
Если положимъ, что Ги А даны, то уравнеше (9). съ четырьмя пройз- 
вольными коэфищентами въ ^.В представляетъ поверхность втораго по- 
рядка, которая касается касательнаго конуса къ поверхности Ё'== 0, коего 
вершина находится въ точкЪ А=0. | 
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Ниже мы увидимъ, что касательный конусъ къ поверхности втораго 
порядка, исходяний изъ, какой-нибудь, точки, опред$ляется вполниф пятью 
его касательными плоскостями. 

Поэтому, если будетъ дана точка А =0 и поверхность Ё=0, то 
касательный конусъ къ поверхности Ё==0, исходяпий изъ точки А =0, 
пятью касательными къ нему плоскостями, & сл$довательно и къ поверх- 
ности, вполн$ опред$ляетея. Но поверхность Ё==0 этими пятью каса- 
тельными плоскостями вполнЪ не опредфляетея, а пять касательныхъ 
плоскостей даютъ пять линейныхъ ‘уравненй между коэфищентами урав- 
нен1я поверхности, а сл$довательно въ этомъ уравнен!и будетъ еще со- 
держатся четыре произвольные коэфищента въ линейной форм%. 


Въ уравнен!и: 
Е—АА.В=0 (11) 


пять коэфищентовъь удовлетворяють пяти линейнымъ уравненямъ, а че- 
тыре въ ^Х.В еще остаются произвольными; слЗдовательно оно предетав- 
ляеть всЪ поверхности втораго порядка, къ которымъ касается конусъ, 
имзюний вершину въ точкВ А ==0 и касающийся поверхности Ё==0. 


Если теперь будутъ уравнегтя: 
Е=о0о , Ф=о0 


двухъ поверхностей втораго порядка, которыя имфютъ общий касательный 
конусъ, исходяшИй изъ точки А ==0, то всегда можно опредълить в и 
четыре коэфищента въ А.В такъ, чтобы: 


Е—вФ=\А. В (19) 


откуда вытекаетъ сл$Здующее предложение: 
Предложене. Если двЪ поверхности втораго порядка обвернуты од-. 
нимъ касательнымъ конусомъ, то он будутъ обвернуты еще и другимъ 
конусомъ, 
$ 520. Еели даны, координатами, семь касательныхъ плоскостей къ 
поверхности втораго порядка Е==0, то будемъ имфть семь. линейныхъ 
уравненй между девятью его коэфищентами, слЗдовательно эти семь мо- 
гуть быть выражены линейно двумя произвольными, которые назовемъ че- 
резь ^ ив. Общая форма коэфищентовъ будетъ а -- 6 -- це, подставляя 
ихъ выражен!я вь уравнен!е данной поверхности, найдемъ самую общую 
форму поверхности втораго порядка, которая касается семи данныхъ плос- 
костей: ее | 
Ф, -- ХФ, и Ф: == 0, (13) 
йе 35* — 
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Это уравнене составлено изъ уравненй трехъ поверхностей втораго по- 
рядка: 
Ф, —= 0 , Ф, —=0 . Ф. = 0 (14) 


и будетъ удовлетворятся каждой системой плоскостныхъ координатъ, 
уховлетворяющихъ предъидушля три уравнен1я, т. е. обиая касательныя 
плоскости къ тремъ поверхностямъ (14) будутъ касаться и поверхности (13). 


Такъ какъ уравнен1я (14), каждое второй степени, то существуетъ 
восемь системъ плоскостныхь координатъ, удовлетворяющихь эти уравне- 
н1я, слфдовательно существуетъ восемь общихъ касательныхъ къ поверх- 
ностямъ (14). Откуда вытекаетъь слЗдующее предложение: 

Предложене. Вс поверхности втораго порядка, касаюнияся семи 
данныхъ плоскостей, касаются еше и восьмой, которая опредфляется 
семью данными. 


СлЪдовательно если дано восемь такихъ плоскостей, для построенля 
поверхности втораго порядка, то онф равносильны только семи изъ нихъ. 


© 521. Отнесемъ теперь поверхность втораго порядка, выраженную 
въ плоскостныхь координатахъ, къ вершинамъ тетраэдра, коего грани 
суть ($ 498, 26), а вершины ($ 498, 28). 


Для этого мы должны положить (5 500, 40°’) вь уравнеши (3) $ 518: 
Е 9 в -- 26 — азз -[ 0464 
ЧЁ -- 42 -Е @зёз Е Чиа 
об быбь -- 6зёз Е 6484 


——— о ——щы—ы— О 





———=>= 


а ав 


с — ЯР оба Е сб Ра 
Ян - аз -Е 4363 -- 454 


` откуда, посл% веЪхъ преобразований, найдем: 
ЕВ Ы) = Ана? -- А? Аззёз? -- Ащаби 
а -НОа -ЕА ВЫ -ЕОА нь 2АнЬ А = 0. (16) 
или въ символической формЪ: | 
Е) == (д Аз + Аз -- Аи) = 0. (17) 


$522. Задача. Найти. касательныя плоскости къ поверхности вто- 
раго порядка, проходящая черезъ перес®чене двухъ данныхъ, коордива- 
тами, плоскостей? | 
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Ришеше. Пусть координаты двухъ данныхъ плоскостей будутъ: 
(Ч! 2 3 4) › (668) | (18) 


Координаты, какой нибудь, плоскости, проходящей черезъ перес$чене 
данныхь двухъ плоскостей, будутъ ($ 504); 


с = - Аб ) С — о -- № 3 03 ==" з -- №63 ) 04 == Е А (19) 


Если плоскость, коей координаты суть (18), касается поверхности (16) 
‘или (17), то выражен1я (19) должны удовлетворять уравнению (17); сл%- 
довательно будемъ имЪть: 


| Арт, Е Ао -- Азтз -- Аль + (45 = А -- Аз -- А.) |? = 0 


ОТКУДА: 
| В 20 Р=0 (20) 
ГДЪ: 
Р== (А, -- Аз -- Аз -Ё Алма)? 
В = (Аб -- А - Аз, | 4.4)? (21) 


О = (А: - Аь-- Азтз- Аа) (А: ААА) 


т.е. ВиР суть значення функши (16), когда въ нее подставили коор- 
динаты данныхъ плоскостей, а: 


а а 
(22) 


Ее ее +65, ен 


Такъ какъ ^ опредФляется квадратнымъ уравнен1емъ (20), то черезъ пе- 
рес чен1е двухъ данныхъ плоскостей можно провести двЪ касательныя 
плоскости къ поверхности, дЪйствительныя или мнимыя. 


Опред$ляя ^ изъ уравневня (20), и вставляя въ (19), найдемъ: 
66 =— Е — (9 == У 0?—РВ 6 
9, — Ач, — (9==И 9—РЕ)& 
0; = В: — (9==И 9*—РЕ)& 
о == Вии — (95=И 9:—РЕ)& 


(23) 


Ангармоническое отног зе четырехъ плоскостей: двухъ данныхъ и двухъ 
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А Л 

ь 1 2 
найденныхъ касательныхъ къ поверхности, будетъ или Г. или ‚_› если 

о | 


\, и > еуть корни уравневя (30). 


Положимъ: 
м 5 
РЕ.  , к — 05 
то будемъ ИМЪТЬ: 
2 Р 
м +» =—® М =, 
откуда: 
2 -- 02 А 40 — РЕВ 
о -- а» = у Ск РВ 1 ба = 1 
СлЪдовательно о; и о. будуть корнями уравненйя: 
49" —2РВ 
ме — 
о Фр — «1—0 (24) 
ИЛИ: 
(«—- 1)? РЕ — 40а =0 (25) 


Корни этого уравнен1я дадутъь ангармоническое отношене четырехъ плос- 
костей. вы 

Если въ уравнеше (25) дадимъ ангармоническому отношен!ю « опре- 
дфленное числовое значене, сд$лаемъ координаты одной изъ двухъ дан- 
ныхь плоскостей, напримЪръ ти, о, \з, а, постоянными, а координаты 
С, Са, 63, 64 другой будемъ такъ измЪфнять, чтобы онф постоянно удовле- 
творяли уравнене (25), то оно будетъ представлять поверхность втораго 
порядка, такъ какъ уравнеюше (25), относительно координатъ $, второй 
степени. Такимъ образомъ, измЪняя &«, получимъ систему поверхностей вто- 
раго порядка, связанныхъ извЪстнымъ образомъ съ данною поверхностью 
и съ данною плоскостью. Самая замЗчательная изъ этой системы поверх- 
ностей та, которая соотв тетвуетъь значеню а == — 1, т.е., когда четыре, 
выше опредфленныя, плоскости, суть гармоническая. 

При этомъ значени а уравнене (25) обралщается въ: 


(2—0 или р. 


_ ИЛИ: 
Е. 


Е 82 


воторое можно написать въ форм$: 


де д, дЕ, Е. 
ее аира ао — м 21 
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Въ этомъ уравнени координаты у суть постоянныя, а $ перем$нныя, и 
какъ это уравнен1е относительно & и у первой степени, то оно представ- 
ляетъ точку, коей координаты суть: 


И — 10 _ 10 (48) 
Я — о и 22 — 9 до 273 — 9 И, 94 — о р 
ИЛИ: 
ру: == Аи -Е 412% -- А; з1з -- 4144 
руз = Аж, -- 412 -- Азиз -Н Ада (09) 
руз = Чат, -- Азэ\а -Е Азз"з -[ 4344 
ру —= Ант: -- 442 -Н Аз" -- 44" 
откуда, обратно: 
б\1 — аи —- д уз —- @з1 Уз ал 4 
63 — 1291 -- (525 -- (323 -Е (434 (80) 
б\з — зу! -- (23 -- (33Уз -- (434 | 
614 — 14\ -- 4242 -- 9343 Е 444 
гдЪ А;» суть миноры опредфлителя: 
И: 012 Оз 4 
21 0@22 @23 9@54 ве (31) 


Чл 33 @33 @з4 


41 042 43 944 


если Е есть выражене (43) $516. Опред$литель А > 0. 


Уравнеше (26) показываетъ, что вс плоскости четвертыя' гармони- 
ческ1я къ данной плоскости и къ двумъ касательнымъ плоскостямъ, про-_ 
ходятъ черезь одну точку, коей координаты даны уравнен1ями (29). Дан- 
ная координатами у плоскость, называется полярной плоскостью точки у, 
а точка, данная координатами у, называется молюсомь плоскости т. Урав- 
нен1я (29) и (30) показываютъ, что плоскость 9 и точка у суть полярная 
плоскость и ея полюсъ, свойства которыхъ мы уже частью раземотр$ли 
въ 8 510—513. 

Откуда имфемъ слЗдующее предложение: 

Предложене. Плоскость четвертая гармоническая данной плоскости, 
относительно поверхности втораго порядка,. проходитъ черезь полюсъ 
данной полярной рлоскости, 
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Изъ уравнеюмй (26) и (27) видимъ, что полюсъ одной изъ двухъ 
гармоническихъ плоскостей, лежитъь въ другой. Пара такихъ плоскостей 
называется яолярными зармоническими плоскостями. 

Изъ уравнеюй (26), (27) и (29), (30) слЪдуеть: 

Что полюсы пары гармоническихъ плоскостей суть гармоническя 
полюсы поверхностей втораго порядка, а полярныя илоскости пары гар- 
моническихь полюсовъ суть гармоническля полярныя плоскости поверх- 
ности втораго порядка. 


$ 523. Если координаты полюса, выраженныя координатами поляр- 
ной плоскости (26), поверхности втораго порядка: 


и 198 И: али, а аадЕ 
ВУ 2 дЕ, ‚о ру: о Е. ‚ 093 — 0 дЕ. ‚› р/4 — 2 0Е. 


вставить въ уравнене другой поверхности втораго порядка: 
Ф (чу уз Уз у.) = 0 


то получимъ третью поверхность втораго порядка въ плоскостныхъ коор- 
динатахъ: 

19е 10Е 10Р 197 

| ’ 20% ’ 208 ’ фо." 
Если же, обратно, мы въ уравнеюми поверхности втораго порядка въ плос- 
костныхъ координатахъ: 


ф (1 5 63 54) = 0 


вставимъ ихъ выражевя въ координатахъ полюса, (30): 





Е 19! Е р 0Г Е _ 1 9Г ай 
". 20 '’ "дд ’ “О т“ Эда 


то получимъ третее уравнен:е поверхности втораго порядка въ тетраэдри- 
ческихъ координатахъ: р 


-- 


5 1 9/ а а =0 


20 ’ 30% ’ 202. ’ 9 0дл.|_ 
Откуда вытекаетъ сл5дующее предложение: 


`Иредложене. Если полюсъ данной поверхности втораго порядка ие- 
ремфщается по другой поверхности, также втораго порядка, то его по- 
лярная плоскость касается третьей поверхности втораго порядка, и, 00- 
ратно, если полярная плоскость данной поверхности втораго порядка, каг. 
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сается другой поверхности втораго порядка, то ея полюсъ перемфщается 
по третьей поверхности втораго порядка. 

Вторая и третяя поверхность совпадаютъ съ данною, если полюсъ 
перем щается по данной поверхности, или если полярная плоскость ея 
касается. 

Изъ предъидущаго непосредственно слЗдуютъь еще ел$дуюшая пред- 
ложен!я: 

Предложене 1. Ангармоническое отношене четырехъ точекъ на 
одной прямой лини, равно ангармоническому отношен1ю ихъ полярныхъ 
плоскостей. 

ПИредложене 2. Ангармоническое отношене четырехъ плоскостей, 
которыя пересЗкаютея по одной прямой ливи, равно ангармоническому 
отношен1ю ихъ полюсовъ. | 

Предложене 8. Полярныя плоскости гармоническихъ точекъ суть 
гармоничны. 

Предложене 4. Полюсы` четырехъ гармоническихъ плоскостей, гар- 
моничны. $ 

Пуедложеняе 5. Полярныя плоскости, трехъ паръ инволюцонныхъ 
точекъ, составляютъ инволюшю. _ 

Предложене 6. Полюсы трехъ паръ инволюцщонныхъ плоскостей, 
составляють инволюцщю. | 


$ 524. Изъ свойства взаимныхъ поляръ ($5 511) поверхности втораго 
порядка вытекаютъ слБдуюция предложения: 

Предложене 1. Всякая прямая лин1я, пересекающая двф взаимныя 
поляры поверхности втораго порядка, встрЪчаечъ поверхность въ двухъ 
точкахъ гармоническихъь съ точками ея встрЪчи съ взаимными полярами. 


Такъ какъ полярныя плоскости, вофхъ точекъ, находящихся въ 
одной плоскости, пересекаются въ полюе$ этой послЪдней плоскоети, то 
полярная плоскость точки, находящейся на пересчен!и двухь прямыхъ 
въ данной плоскости, проходитъ черезъ полюсъ этой плоскости. Откуда 
сл$дуеть: 

Предложенае 2. Если дв% прямыя лии въ пространств перес®- 
каются, то перескаются и ихъ взаимныя поляры въ точкЪ, которая 
есть полюсъ плоскости двухъ данныхь прямыхъ и обратно, точка пере- 
сЪчешя двухъ данныхъ прямыхъ есть полюсъ плоскости, въ которой на- 
ходятся ихъ взаимныя поляры. 

Предложенме 38. Если прямая лиюя описываетъ, какимъ-бы то ни- 
было образомъ, плоскость, то ея взаимная поляра вращаетея около по- 
люса, описываемой прямою плоскости, 


554 ГЛАВА ХХХИ1.-—ОБЩ. СВОЙСТВА ПОВЕРХН. ВТОР. ПОР. ВЪ ПЛОСК. КООРД. 


_ Предложене 4. Если прямая вращается около одной точки, то ея 
взаимная поляра описываетъ плоскость, которой данная точка есть полюсъ. 


_Предложене 5. Если прямая лиюшя въ одной плоскости вращается 
около одной точки, то ея взаимная поляра вращается около полюса пер- 
вой въ полярной плоскости точки вращенля первой прямой. 


$ 525. Такъ какъ взаимная поляра данной прямой ливши находится 
въ полярной плоскости, какой нибудь, точки данной прямой ($ 511), то 
взаимная поляра касательной къ повзрхности втораго порядка, лежитъь 
вЪ касательной плоскости, проведенной въ точкЪ$ касаня касательной. 
Сл$довательно, взаимная поляра касательной къ поверхности втораго по- 
рядка есть также касательная къ поверхности въ той-же точк$. 

Изъ выше сказаннаго и изъ предъидущихъ предложевй вытекаютъ 
слздуюцшия: й и 

Предложене 1. Если прямая лимя движется, касаясь плоской кри- 
вой на поверхности втораго порядка, то ея взаимная поляра опишеть 
конусъ, который обвертываетъ поверхность, касаясь ея по плоской кри- 
вой, и обратно, если прямая, касаясь поверхности втораго порядка опи- 
сываетъ конусъ, то ея взаимная поляра касается плоской кривой, по ко- 
торой конусъ соприкасается съ поверхностью. 

Предложене 9. Если прямая лин1я движется, касаясь поверхности 


втораго порядка, отличной отъ основной поверхности, то ея взаимная по- 


ляра, перем$щаясь, касается третьей поверхности втораго порядка, кото- 
рой касаются полярныя плоскости точекъ второй поверхности. 

Если полюсъ описываетъ вторую поверхность втораго порядка, то его 
полярная плоскость касается третьей поверхности втораго порядка ($ 523). 


Касательная линйя ко второй поверхности есть ливня, соединяющая 
двф безконечно близк1я точки на поверхности, ихъ полярныя плоскости, 
которыя касаются третьей поверхности, лежатъ также безконечно близко 
и пересЖкаются по касательной къ поверхности. Эта касательная есть 
взаимная поляра, вышеупомянутой касательной во второй поверхности. 


$ 526. Методь взаимныхь поляръ. Изъ свойствъ полюса и полярной 
плоскости относительно поверхности втораго порядка вытекаетъ методъ 
изелЪъдован1я кривыхъ поверхностей втораго порядка, который извзстенъ 
подъ именемъ метода взаимности или метода взаимныхь полялъ. 

Онъ состоитъ въ слВдующемъ: | 
Всякая фигура въ пространств, состоящая изъ точекъ, прямыхъ ли- 
н!й, кривыхъ, плоскостей и поверхностей можеть быть образована точкою 
или плоскостью. Если выберемъ точку, какъ элементь образоваюя фи- 
гуръ, то каждая фигура есть собраве точекъ, которыя на ней находятся. 
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Если выберемъ плоскость, какъ элементъ образованая фигуръ, то точка 
есть собранйе плоскостей, черезь нее проходящихъ; прямая линйя ееть 
собран1е всЪхъ плоскостей, по ней пересЗкающихся; кривая есть собране 
плоскостей, перес$Зкающихея по ея касательнымъ; наконецъ, Преринониь 
есть собраше веЪхъ касательныхъ къ ней плоскостей. 

Возьмемъ, какую-нибудь, поверхность втораго порядка и назовемъ 
ее директрисой и будемъ разематривать каждую точку данной фигуры въ 
пространетвЪ, какъ полюсъ нЪфкоторой плоскости, относительно директрисы, 
а каждую плоскоеть, какъ полярную плоскость, нзкоторой точки относи- 
тельно той-же директрисы. Такимъ образомъ, каждой точкЪ данной фи- 
гуры будетъ соотвЪтетвовать плоскость, а каждой плоскости будетъ соот- 
вътетвовать точка. Эти соотв$тственныя плоскости и точки образуютъ 
вторую фигуру, которая называется взаимной данной, относительно дирек- 
трисы. СлЗдовательно каждой точкЪ данной фигуры соотв тетвуетъ плос- 
кость взаимной фигуры; каждой плоскости данной фигуры соотв$тетвуетъ 
точка взаимной; каждой прямой, данной фигуры, соотв$тетвуетъ прямая, 
взаимной; каждой кривой данной фигуры соотвЪтствуетъ кривая взаимной, 
и наконецъ, каждой поверхности данной фигуры соотвЗтетвуетъ поверх- 
ность взаимной. 

Обратно, каждой точк$ взаимной фигуры, соотв$тетвуетъ плоскость 
данной; каждой плоскости взаимной соотвЪтетвуетъь точка данной; каждой 
прямой лини взаимной фигуры, соотвЪтствуеть прямая данной фигуры; 
каждой кривой взаимной, соотв тствуеть кривая данной фигуры и нако- 
нецъ, каждой поверхности. взаимной фигуры соотвЪтствуетъ поверхность 
данной, т. е. данная фигура есть взаимная ея взаимной. Такимъ обра- 
зомъ, каждое свойство данной фигуры, относительно положен!я ея состав- 
ныхъ частей, обусловливаетъ соотвЪтственное свойство взаимной фигуры. 
Однимъ словомъ, изъ каждаго предложевя относительно положен1я частей 
данной фигуры слЪдуетъ предложене относительно соотвЪтственныхъ час- 
тей взаимной фигуры. 

Пояснимъ это начало простымъ примЪромъ; выберемъ для этого сл%- 
дующее предложение: три поверхности втораго порядей пересекаются въ 
восьми точкахъ. 

Тремъ поверхностямъ втораго порядка данной фигуры, соотвЪт-_ 
ствуютъ три поверхности втораго порядка взаимной фигуры. Каждой точкЪ 
одной изъ данныхъ поверхностей соотвЪтетвуетъ касательная плоскость 
взаимной поверхности. Каждой точкЪ, лежащей на всЗхъ трехъ данныхъ 
поверхностяхъ, соотвЗтствуетъь плоскость, которая касается веЪхъ трехъ 
взаимныхъ поверхностей. Сл$довательно число точекъ перееЗчен1я трехъ 
данныхь поверхностей равно числу общихъ касательныхъ плоскостей къ 
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тремъ взаимнымЪъ поверхностямъ. Если бы три взаимныя поверхности имЪли 
еще и девятую общую касательную плоскость, то мы, обратно, заключи- 
ли-бы, что данныя поверхности перес$каютея еще и въ девятой точкф. 
СлЪдовательно три поверхности втораго порядка имЪють восемь общихъь 


касательныхъ плоскостей. 


Легко видЪть, что методъ взаимныхъ поляръ есть только частный 
случай двойственности, гдЪ точка опредфляется разъ координатами, а дру- 
гой разъ уравненемъ также какъ и плоскость. 

Переходъ оть даннаго продложеня къ взаимному, дЗлается замфщая 


слова. точка, прямая, плоскость, 


словами: 


плоскость прямая, точка. 


Пояснимъ сказанное выше простыми прим$рами: 


Предложете 1. Если пара точекъ 
есть пара гармоническихъ полюсовъ къ 
каждой изъ двухъ данныхъ поверхностей 
втораго порядка, то эта пара будетъ пара 
гармоническихъ полюсовъ, относительно 
ве$хъ поверхностей втораго порядка, 
проходящихъ черезъ кривую пересЪ$чен1я 
двухъ данныхъ поверхностей. 

Это предложен1е можно доказать 
на основан!и 8 177. 

Предложете 2. Всякая прямая ли- 
н1я перес$каетъ три поверхности втораго 
порядка, изъ коихъ одна проходить че- 
резъ кривую пересфчен1я двухъ другихъ 
въ шести точкахъ, которыя составляютъ 
ннволюц1онный рядъ. Это предложение не- 
носредетвенно сл$куетъ изъ предъидуща- 
го и изъ $ 178. . 

Предложенае 8. Вс$ полярныя плос- 
кости данной точки относительно сниете- 
мы поверхностей втораго порядка, про- 
ходящихъ черезъ восемь данныхъ точекъ 
въ пространств, перес$каются ио одной 
прямой. 

Это предложене слФдуетъ изъ $ 506. 

Предложен +4.ВсЪ полярныя плос- 
кости данной точки, относительно систе- 
мы поверхностей втораго порядка, про- 
ходящихъ черезъь семь данныхъ точекъ 
‚въ пространств$, перес$каются въодной 
точк». 


Предложене 1'. Если пара илоско- 
стей есть пара гармоническихъ плоско- 
стей къ каждой изъ двухъ данныхъ ипо- 
верхностей втораго порядка, то эта пара 
будетъ гармоническая и къ каждой по- 
верхности втораго порядка, которая ка- 
сается всЪхъ общихъ касательныхъ пло- 
скостей къ даннымъ двумъ поверхностямъ. 


Предложене 2'. Если черезъ, какую 
нибудь, прямую лин!ю проведены каса- 
тельныя плоскости къ тремъ поверхно- 
стамъ втораго порядка, изъ коихъ одна 
касается всф$хь общихъ касательных 
плоскостей, къ другимъ двумъ, то шесть 
плоскостей составляютъ инволющонную 
связку. 

Предложене 3’. Ве$ полюсы дан- 
ной илоскости, относительно системы по- 
верхностей`втораго порядка, касающихся 


восьми Данныхъ илоскостей, лежатъ на. 


одной прямой линии. 


Предложете 4. Веф полюсы дан- 
ной плоскости, относительно системы по- 
верхностей втораго порядка, касающихся 
семи данныхъ плоскостей, лежатъ на од- 
ной плоскости. 
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ГЛАВА ХХХИУ. 
Роды поверхностей втораго порядка и первоначальныя ихъ свойства. 


$ 527. Уравнете поверхности втораго порядка въ АО Зричоекит 
координатахъ, какъ видФли выше, есть: 


(хоз) = 17 2 Яо" -- 93323* -- а44 4" -|- 
22 2-Н2 а 37, 23--2а! 471 74 Наоко: аоа о а--Зазахзл==0 (1) 


а тоже уравнеше въ плоскостныхъ тетраэдрическихъ координатахъ будетъ 
($ 516, 43): 
Е(& собзба ее : А Я . -- Аозе2” Е Аз? Е Дала? Е 

-- 2 Ао -- 2 Аз в 2 А -- 2.Аозбоба -- 2.446584 т. У —=0 (2) 


гдЪ А;, суть миноры опредЪлителя (5 510, 31). 
Еели у, у, Уз, 94 Суть координаты полюса, то уравнеше полярной 
плоскости будетъ ($ 510): 


0! и. О 
мо (8) 
Если полюсъ находится на поверхности, ТО чл, Ча: Уз, /4 ДОЛЖНЫ удовлет- 
ворять уравнеше (1) поверхности. 
_  МВоординаты полярной или касательной плоскости опредфляютея урав- 
нешями: 
1 9! 1 9. / 1 41 1 9 

- о .’ в Е т 4) 

ко 2 01 ТТ до / Г о 0 й " 2 дуа 
Если \|, То, з, 7. СУТЬ координаты! полярной плоскости, то уравнеше по- 
лЮса, (3 522) будетъ: 


но я гы а | о, я ны да ы (5) 


Если плоскость (1,7, з, 94) будетъ касательная къ поверхности, т. е. \ 
будетъь удовлетворять уравненге / (2), то (5) будетъ уравневе точки на по- 
верхности, а ея координаты оиредЪляются а 


_ 10 УЕ  _19Е. 15 
Под ' 9 ды ды. ’ 20 


$ 528. Плоскость, к на безконечноети (5 502), можетъ пере- 
сЪкать, коснуться и неперес$кать поверхность втораго порядка. Въ пер- 
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вомъ и во второмъ случаяхъ поверхность будетъ незамкнутая, полы ея 
будуть простираться въ безконечность, гдз онЪ ветрзчаются съ безконеч- 
но удаленною плоскостью. Таковы: 

1. Гиперболоиды: однополый и двуполый, 

2. Параболоиды: эллиптическай и гиперболическай. 

Въ третьемъ случа безконечно удаленная плоскость не встрЪчаеть 
поверхность; вс$ ея точки находятся въ конечномъ разстоянти— поверх- 
ность будеть замкнутая. Таковы: 

3. Эллипсоилъ, | 

Во всемъ сказанномъ мы полагаемъ, чко опредЪлитель, который на- 
зывается опредълителемь поверхности втораю порядка: 


т 015 Оз 014 


@1 @22 @253 424 
д ий 4 (7) 


ЯЗ @39 @3з3з 034 


(41 40 @43 044 


$ 529. Та же безконечно-удаленная плоскость, разсматриваемая, какъ 
полярная поверхность втораго порядка, имЪетъ своимъ полюсомъ весьма 
замЪчательную точку. 

Въ самомъ дЪлЪ, черезъ полюсъ безконечно-удаленной плоскости про- 
ведемъ, какую-нибудь, сЪкушую; эта сЗкушщая ветр$чаетъ поверхность въ 
двухъ точкахъ сопряженно-гармоническихъ съ полюсомъ и точкой ветрЪчи 
сЪкущей съ безконечно-удаленной полярной плоскостью ($ 510). Такъ какъ 
эта послЪдняя точка лежитъ на безконечности, то ея сопряженная, т. е. 
полюсъ, дЪлитъ разетоян1е пополамъ между точками ветр$чи, проведенной 
прямой съ поверхностью. Прямая была проведена въ произвольномъ на- 
правленши, слдовательно всф хорды, проходяшля черезъ полюсъ, безко- 
нечно-удаленной плоскости, дЪлятся въ немъ пополамъ. Эту точку назы-. 
ваютъ центромьъ поверхности втораго порядка. Безконечно-удаленная плос- 
кость, какъ мы выше предположили, можетъ касаться поверхности, въ 
этомъ случа полюсъ лежитъ на полярной плоскости ($ 512); сл довательно 
 центръ поверхности находится на безконечности. Поэтому поверхноети 
втораго порядка длятся на два рода: центральныя и не имююийя центра 
или лучше сказать, коихъ центръ находится на безконечности. 

1. Центральныя: эллипсоиды, гиперболоиды—однополые и двуполые. 

2. Не имфюшля центра: ` параболоиды-—эллиптическе и гицерболи- 
ческе. | 

Ниже увидимъ, что есть еще два, рода, поверхностей втораго порядка, 
имфющихъ безчисленное множество центровъ, которые вЪ однзхъ поверх- 
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ностяхъ вс№ лежать на одной прямой линш, а въ другихъ на плоскости. 
Въ этихъ поверхностяхъ опред$литель (7) А =0. 


$ 530. Изъ этого опред$леня цента поверхности втораго порядка 
имземъ сл$дующия предложеня: 


Пфедложешве 1. Геометрическое к центровъ поверхностей втораго 
порядка, касающихся восьми данныхъ бовостей, есть прямая линия. 


( 


Предложене 2. Геометрическое мЪсто центровъ поверхностей втораго 
порядка касающихся семи. данныхъ / лоскостей, есть плоскость. 


$ 531. Опред®лить центръ поверхности втораго порядка аналитически 
можно или координатами или уравнешемъ. 


Пусть: 
Р(ал мо дз 2.) =0 


будеть уравнеше поверхности втораго порядка. Мы видфли выше ($ 515), 
что если координаты полярной плоскости будуть &, &, #3, 54, координаты 
ПОЛЮСА 21, 4, дз, да, ТО: 


таке Иа аб 1 _ 
2 0х \“ з 2 дж. < , м й о ди. — (8) 
или: 
08 == да -- 2% @1з2з -|- 6144 
0$ = аа -- а22%о - 233 -ы 42374 (9) 
03 == 03127 -- Яз2о -- @ззХз -- аз47а мг. 
84 == ата -- ааа -|- бизиз 4414 
откуда: 
рад = Ан -- Ав -- Аз -- Ала 
9%. — Ао) Е А -- Азоёз -- Ава (10) 


рдз == А! з& -- Аозв - Аззёз -Н „Маз 
раз == Ала -- Аза -Г Аза -- Ааа 


Полагая одну изъ координатныхъ плоскостей на безконечности, т. е. пе- 
реходя къ декартовымъ координатамъ, мы должны положить ($ 501): 


бя == , 02=9 ‚ 05:=2 , 05.=1 


6 = , (1 — , 683 = , 6. =] 
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въ силу чего уравнения (9) и (10) сдЪлаются: 


= ах -— из - @1з2 -- @14 


С\ == 421% -- 4229 -- а2зё -- аз. к А 
11). 


66 — 31% -—- @3э9 -[ азз2 -- аза 
= ах -[ 4429 -- @4з2 -- ааа 
и: 
д = А18-- Адт-- Аб -- Ал 
ру == 4126-Е 4221 -- Аз26 -Е 442 (19) 
]2 
2 = 4,38 -- Аозй-Е 436 -- Аз 
р = 4:48 -- Ам-- Аза6-- Ааа 
Если полярная плоскость находится на безконечности, то: 
откуда: 
Г 
“сх = Ал ) Да ИН у б — 4.4 
изъ этихъ поселфднихъ уравненй, найдемъ координаты центра: 
Ад. _ А4о Ааз 
тн, — 1: и о 13 
А © г А 44 Аа и 


Чтобы поверхность. имЪла’ центръ, необходимо имЪть Ан 0, въ против- 
номъ случаз центръ будеть находиться на, ие и поверхность. 
не будеть имфть центра. _ 

Во второмъ случа, когда Центръ поверхностей опредЗляется урав- 
нен1емъ, пусть поверхность и порядка въ плоскостныхь координа- 
тахъ будетъ;: 

ЕЮ =0 р (14) 
Еели координаты полярной и оскости будуть 1, 12, "з, ., то уравнене 
полюса булетъ: 


дЕ ди, дЕ, де 
| 0% -- о о 3 03 -- 4 О ( ) 
Если одна ИЗЪ ‘координатных ‘плоскостей будетъ на безконечности, то 
_ Мы ДОЛЖНЫ ПОЛОЖИТЬ: | 


деть, ОБ, вые, быт 
у. Я э оз = т ' 63 — С ) 614 == 1 
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Въ силу этого уравненме полюса: 


ег. дЕ ОЕ 
м ыы 2 Е 9 НЕ 0 (16) 
сл$лается: | г з 
К Е Е Е 
я ЗЕ" 9% Е (17) 


._д =: 
гдЪ выраженве - означаетъ, что послЗ дифферевцированя нужно сдЪ- 


лать сч, ==1. Если полярная плоскость на безконечности, то ея полюсъ 
есть центръ; при этомъ: & =0, и =0, $ =0; откуда уравнеше центра 
будетъ: 
9Е 


| О =. (1) 
ИЛИ. | | 
Аа -- 447 = Аза —- Аа =0 (19) 


Это уравнен!е можно было Унаписать, зная, что координаты центра суть 
выражевя (13). Еели въ „равнени (19) 4..=0, то точка, выраженная 
этимъ уравнешемъ, находится На, безконечности, такъ какъ это уравнене 
вЪ этомъ случаВ, удовлетворяетея координатами: | 


0’ и м ==0'5:-5=0 


3 532. Если центръ поверхности втораго порядка находится въ на- 
чалЪ координатъ, то изъ уравневмй (11) и (13) видимъ, что: 


4—0 ,‚ @4=0 , ац=0 

А4=0 , 4а=0 , Аа =0 

что показываетъ, что въ уравнемяхъ поверхноетей: 
Г(т, у, 2)=0 , Р(\,)=0 


недостаетъь членовъь первой степени относительно перем$нныхъь: ‚у, 2 


и_ ФЕ 
—``Слдовательно форма уравненшй поверхностей втораго порядка, въ 
обфихъ системахъ координатъ, коихъ начало пом$щено въ центр, есть: 


аи оз? -|- 32° -- 2 а 27 -- 2 аизя2. 2 2 42372 -- ааа я 
4$, 2 - 452" -- 4336? -- 2.4129 -- 24, 5-Е 2.4 -- Ааа = 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЕЯ. | 36 





(20) 
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Конусъ. 
$ 533. Особеннаго вниман1я заслуживаеть поверхность втораго по- 


рядка, въ которой центръ находится на самой поверхности. 


Уравненме поверхности въ координатахъ Декарта: 


[= @112? -- аэзу? -- азз? -- 
+2 эху-- За зх2-Н2аззуе-Е 2 ат--2ау--азе-Ра4 = 0 (21) 


можно написать въ формЪ: 
РИ нео *# (90 
Ей а "а +2 Гале - аку Наше 044 = 0 (22) 


Но мы видЪли (11) и (13), что координаты центра удовлетворяютъ урав- 
невя: 


В ыы Зет, „Сы 
С АЕ и 


слВдовательно уравнене (22) для рии центра, сдЗлается: 
(И 4 -|- (54 —- ай + 44 — 0 (24) 


Откуда видимъ, что координаты центра должны удовлетворять и урав- 
нене (24), т. е. уравнен!я (23) и (24) должны удовлетворятся координа- 
‚ тами центра. 


Но эти уравневня суть: 


1х -- зу - @з2 -- и. =0 


ат -- аэзУ -- 4232 - ао =0 
(25) 


аз --- аззу -- 4332 -- аз —=0 
ах -|- аз -- @из2 -- а44 = 0 
Откуда видимъ, что коэфищенты въ уравнен!и поверхности втораго по- 


рядка, которой центръ находится на самой поверхности, должны удовле- 
творять уравнене: 


т‘ 9412 @3 014 
бод 32 .@23 494 (26) 
@з1 —@з2 @з3 @35 


Ч 43 б4з @4л 
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Изъ сказаннаго видимъ, что если поверхность, коей центръ находится 
на ней самой, выражена въ тетраэдрическихъ координатахъ, то есть. си- 
стема перемфнныхЪ 11,22, 2:,2., Которыя удовлетворяютьъ’ совокупно че- 
тыре уравненля: 

д д д д 


д ^^ с“ мы бы 


_ (27) 


изъ коихь вытекаетъ характеристическое свойство такой поверхности, 
выраженное уравненемъ (26). 
Первое характеристическое свойство такей поверхности есть то, что 
полярная плоскость относительно ея, какой нибудь, точки въ простран- 
ств, проходить всегда черезъ центрь и что вс точки, находяшйяся на 
прямой, проходящей черезъ центръ и данную точку, имЗють веЪ одну и 
туже полярную плоскость. 

Пусть 91. уз, Уз, у, будутъ координаты данной точки, то полярная ея 
плоскость будетъ: 


а са 
71 ду, 2 22 т 0 (28) 
ИЛИ: 
ны м Ни. (29) 


} 


но мы видзли выше, что всегда есть система координатъ, которая удовле- 
творяеть уравневя (27); слёдовательно эта система удовлетворяетъ и урав- 
неше (28) полярной плоскости, произвольно взятой въ пространств%, точки 9. 
Если означимъ черезъ 21,22, 23,2. координаты центра, то координаты, 
какой-нибудь, точки на прямой, соединяющей точки & и у будутъ: 


а № ) 2 -- № ) 23 + № 3 24 -- № (30) 


полярная плоскость этой точки будеть: 


д д 
они ний Не ЕЕ Ри) а, = 
Или: | 
и, 4 9 и, 0" _ 
и +5 Не Ни +. а 
Но первый членъ этого уравненйя, написанный въ форм%: 


„№, 4 р 
й да, аа с и 


36* 
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ПОТОМУ ЧТО #1, во, $3, #4, будучи координатами центра, удовлетворяютъ урав- 
немя: 

г д: д: 9+ 

021 о до и - дез 024 у | 


‘(Слздовательно полярная плоскость точки (30) будетъ (29), т. е. тоже что 
и точки (у; Уз). 
Очевидно, что полярная плоскость центра неопред$ленная, такъ 
какъ въ силу (31) каждый ея членъ обращается въ нуль. 
Изъ сказанизго заключаемъ, что только т$ плоскости имЗють по- 
люсъ, относительно этой поверхности, которыя проходять черезъ центръ. 


$ 534. Второе замчательно свойство разсматриваемой поверхности 
есть еще то, что прямая, соединяющая центръ съ какою-нибудь точкою 
поверхности, вся лежитъ: на, поверхности. Въ самомъ дЪлЪ, пусть 2, 20, 2, 44 
будутъ координаты центра, а и, у, Уз, 9, координаты, какой-нибудь, 
точки на поверхности. Координаты, какой-нибудь, точки на прямой, сое- 
диняющей точки хи у, будуть: 


дм, м , №, ми 


Х есть произвольный коэфищенть. Подставляя эти выражевя въ урав- 
нен!е поверхности, найдемъ ($ 510, 18): 


ВА? 20) Р=оО 
ГД: | | 
Р= Ра 273 Ре ‚ В=(Л 2 у} 


Но такъ какъ точки хи у находятся Е. поверхности, тт А—=0Ои Р=0, 
а @ =0, потому что х суть координаты центра, а слЗдовательно удовлет- 
воряютъ уравневямъ (27). 

Изъ этого видимъ, что уравнен!е поверхности удовлетворяется не- 
зависимо отъ \, ие 

Поверхность эта есть конусь, коего вершина есть и его центръ, & 
характеристическое свойство его выражается уравнетемъ (26). 

Сл»довательно уравнене конуса отличается оть уравнен!я поверх- 
ности втораго порядка: 


[== @112* -- 4239? | аззё? Е 
Е: 2) Ту -- 24) зде-- Заозуие-- дал 42 "ау 24342 -|- @44 == 0 (32) 
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только тфмъ, что коэфищенть ал. въ уравневи конуса опредвляется 
уравнешемъ (26). | 

$ 535: Мы видфли, что если начало координатъ находится въ центр 
поверхности, то ея уравнене есть: 


9112? —- @2эу? -- азз2? Е 2аложу Е 2а,зх2 -- 2аззуе -Е ал == 0 (33) 


Но если эта поверхность будетъ конусъ, то центръ, т. е. начало коор- 
динатъ, находится на поверхности, слфдовательно ея уравнене должно 
удовлетворятся координатами начала: 


д=—=0 ‚у=0 , #=0 


а для этого необходимо имЪть въ уравнени (33) ал = 0. 
‚ Ол$довательно уравнен!е конуса, коего вершина находится въ на- 
 чалЪ координатъ, будетъ: 


122 425 @зз32? -|- 21 оху -- 201 зх2 -- 2азу2 ==0 (34) 


Изъ формы этого уравненя видимъ, что если ему удовлетворяютЪъ коор- 
динаты 21, /1,21, то ему удовлетворяютъ и координаты Аж, ми, Аа, ГДЪ А 
есть произвольный коэфищентъ. Изъ этого заключаемъ, что всЪ точки 
прямой, проходящей черезъ начало и точку (х, у 2) удовлетворяютъ урав- 
нене поверхности, т. е. эта прямая вся находится на поверхности. 

Мы выше видЪли, что полярная плоскость конуеа, какой-нибудь, 
точки въ пространствз, проходить всегда черезъ его вершину, но каса- 
тельная плоскость есть полярная, точки на поверхности, слфдовательно 
касательная плоскость, какой-нибудь, точки на конусЪ, проходить черезъ 
его вершину и касается поверхности. по всей прямой, проходящей черезъ 
его вершину и черезъ точку касаня. 

$ 536. Мы видфли въ 6 534, что уравнене поверхности втораго. 
порядка: 

= ал -- 92292 Е азз2? -[- 
-Н2а зху-- 21 з22-- Заззуг-Н За ая--2ау-Н2аз42- Наша =0 (35) 


отличается отъ конуса только тфмъ, что въ конусВ коэфищенть а.4 свя- 
занъ съ другими коэфищентами уравнен!я уравнешемъ (26), слФдователь- 
но координаты центра поверхности (35) и конуса той же. формы опред%- 
ляются одними и т$ми же уравнешями. 


р. 2 


——щЩ 
сонный 


д _? 0 0 
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СлЪдовательно ихъ центры совпадаютъ, т. е. вершина конуса, коего 
уравнен!е есть (35) совпадаеть съ центромъ поверхности, коей уравнение 
есть также (35). Въ уравнени конуса а.. обусловлено уравнешемъ (26). 

Наконецъ система величинъ для координатъ 1,у,2 не можеть сово- 
купно удовлетворять оба уравневмя, т. е. поверхности и конуса; един- 
ственная система, которая удовлетворяетъь оба уравневя, это х== оо, 
у = со, 2==00; изъ этого заключаемъ, что поверхность (35) и конусъ (35) 
встр5чаются на безконечности, а поэтому этоть конусъ называется ассими- 
тотическимъ. СлЪдовательно ассимптотическй конусъ центральной по- 
верхности втораго порядка, коей уравненйе есть (35), получится, если 
въ этомъ уравнени вмЪето а. поставимъ его величину, полученную изъ 
уравневя (26). 

Ассимптотичесв!й конусъ касается поверхности втораго порядка по 
кривой перес$чен1я поверхности съ безконечно-удаленною плоскостью. 

Если начало координатъ находится въ центр поверхности втораго 
порядка, то ея уравнене есть (33), а уравноше ассимптотическаго конуса, 
будетъ (34). 

8 537. Уравнене конуса въ формЪ (34) содержитъ шесть коэфищен- 
товъ, а по. разд$лети уравненя на одинъ изъ нихъ, оно будетъ содер- 
жать только пять, слЗдовательно поверхность конуса вполнф опред$ляет- 
ся пятью данными точками или, что тоже, пятью данными прямыми, 
исходящими изъ его вершины, или изъ начала координатъ. 

Такъ какъ начало координатъ можно всегда перенести въ вершину 
конуса, то общему уравненю (33) этой поверхности можно всегда дать 
форму (34), а елЗдовательно поверхность всякаго конуса вполнф опредз- 
ляется пятью прямыми, проходящими черезъ его вершину. 


б 538. Такъ какъ въ уравнени конуса коэфищенты связаны урав- 
ненемъ (26), то координаты точки на поверхности не могутъ быть выра- 
жены въ координатахъ касательной плоскости изъ уравневий (8 531, 9, 10), 
а слЗдовательно и коническая поверхность не можеть быть выражена 
уравнешемъ въ плоскостныхъ координатахъ, а выражается двумя уравне- 
ями: уравненемъ поверхности втораго порядка и уравнешемъ точки— 
его вершины: 


8 539. ли: о д 
[=0 и ф=0 


суть уравненя двухъ омрхностет втораго порядка, то: 


Ро 
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будетъ уравнен!е всхъ поверхностей втораго порядка, проходящихъ че- 
резъ пересЪ$чене двухъ данныхъ поверхностей: 


[—=0 и 9=0 
Если поверхность: | 
ф —=0 
будетъ произведеше двухъ линейныхъ выраженшй Аи В, т.е. ф есть 

пара плоскостей: 

А=о0 и В=0 
то: | 
Г--АА. В=0 (36) 


будетъь уравнене веЪхъ поверхностей, проходящихъ черезъ пересЪчен!я 
поверхности }==0 съ плоскостями: 


А=о0 и В=до 


Положимъ, что Аи В ть полярныя плоскости точекъ (41 азу (л2а2зг4) 
относительно поверхности Г, то имфемъ: 


А +2 73) + маи Е = (37) 


Вы + о, =0 (38) 


СлЪдовательно уравнене (36), въ этомъ случай, будетъ представлять ве$ 
поверхности, проходяпия черезъь пересБчене поверхности: 


1—0 


съ двумя полярными плоскостями точекъ у и 2. 
Чтобы поверхность (36) вполнф опредфлилась надобно дать точку, 
съ помощью которой можно бы было опредлить Х. Выберемъ для этого 
полюсъ (412 Уз у.) и подетавимъ эти координаты. въ уравнене (36); опре- 
джлимъ изъ этого уравненя Х и вставимъ въ уравнене (36), то будемъ 
имЪтЬ: о 


оны) и На | 


о: + + 73 а чу а += в +5 73 а 5| 0 (89) 
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уравнене поверхности втораго порядка, которая, проходя: черезъ. кривыя 
перес$ чен1я поверхности: 
> Р — 0 


съ полярными плоскостями (37)`и (38), проходить и черезъ полюсъ плос- 
кости (37). 

Такъ какъ уравнене неизм$няетея, измФняя у на 2, то изъ этого 
слздуетъ, что поверхность (39) проходить и черезъ полюсъ (2 20 2з 24) 
второй плоскости (38). 

Если 0об% полярныя плоскости (т) и (38) совпадаютъ, то совпадутъ 
и ихъ полюсы и мы получимъ поверхность втораго порядка, которая, про- 
ходя черезъ пересЪчен!е поверхности /==0 съ плоскостью (37), проходитъ 
и черезъ полюсъ этой плоскости: 


а (еититьан) Г уъумин) — | те -+ - + я о (0 


Легко видфть, что эта поверхность есть конусъ, такъ какъ ея четыре 
производныя, по 271, 20, 23, х., удовлетворяются координаты полюса ‚у уоуз Ил ), 
который сл$довательно есть вершина конуса. 

СлЪдовательно уравнене (40) предетавляетъ касательный конусъ, 
исходяий изъ произвольно взятой точки (\/92з94.) къ поверхности вто- 
раго порядка }=0. Его основане есть перес$чене поверхности { съ про- 
извольно взятой плоскостью (37). Изъ этого ел$дуетъ, что перес$чене 
поверхности втораго порядка съ, какою-нибудь, плоскостью есть хони- 
ческое съченле. 

Если полюсъ (у12зу.) будетъь на поверхности {, то первый членъ 
уравнен1я (40) равенъ нулю и коническая поверхность превращается въ 
касательную плоскость. 


Если уравнене (40) представимъ въ. форм»: 


2 (ито) @ >. -- 9) г. -Е 9 у. 9 = 


а А а Е шы 
м) 0 61 


и перенесемъ полюсъ (у; узузу.) въ центръ поверхности втораго порядка 
и затЪмъ перейдемъ къ координатамъ Декарта, полагая: 


р — ‚ Во —= у р раз — 2 ‚ бх. = 1 


ру = ‚ р%=и , риа , ЕЕ 
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то найдемъ: 


ое ый а 4 На 





(= т и Га 7 2 ры ен 


Но для координатъ центра имфемъ: 


О В ба 


0% : ди _ 


Сл довательно будемъ имЪть: 











ай, ду 21 } = — ) м 
ИЛИ. 
27(ху2)— и —.==0 (42) 


Легко видЪть, что это ассимптотичесяй конусъ. Въ самомъ дЪлз: 


1д 
о те а и 4 -- 14/1 -- азай - аа 


СлЪдовательно уравнене (42) ед%лается: 
12” -- аззу? - азз2? -- За1зму -- Заза -[ Заззуе -- Зах -- 
> -- 2444 -- 2аа — (ал, -- вау! Е аза2 =0` (43) 


Но координаты центра суть: 


_ 414 424 о 484 
т Ан о А | О ба 


Сл довательно послФдь!й членъ уравнешя (43) будетъ: _ 


4.414 -- 434-424 -- 434 Аза 
А 


Но это есть ничто иное, какъ а.., опредфленное изъ опредфлителя (36),. 
а ото есть признакъ, что уравнене (43) представляеть ассимптотичесвй 
конусъ къ поверхности: 

[(х, у, #) = 0 
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ГЛАВА ХХХУ. 


Приведене поверхностей втораго порядка къ канонической формф. 


$ 540. Пусть данная поверхность втораго порядка будетъ: 


[= @1191 а ао” - азз23 2 444247 - 
-- 21257) т-г 232 з--2а таа-Е Заззхотз-Н2 аатола--2аза 34 —0 (1) 


Возьмемъ, какую нибудь, точку А, вн% этой поверхности (фиг. 161), 
построимъ ея полярную плоскость, на этой плоскости возьмемъ, какую 
нибудь, Точку 4., построимъ ея полярную плоскость, которая пройдетъ 
черезъ точку 4,; на перес$чени двухъ построенвыхъ полярныхъ плоско- 
стей возьмемъ опять, какую нибудь, точку 43 и построимъ ея полярную 
Фиг. 161. плоскость, которая пройдетъ черезъ точки 1 и Ао; 

а, три построенныя полярныя плоскости пересЗкут-_ 

ся въ точкЗ 4. 


Такимъ построен1емъ образовался тетраэдръ, 
коего вершины суть 41, До, Аз, 44; этотъ тетра- 
эдръ называется полярнымъ, такъ какъ каждая 
изъ его вершинъ есть полюсъ противуположной 
грани. 





Такихъ тетраэдровъ, относительно поверх- 
ности втораго порядка, есть, очевидно, безконечное множество— шесть 
разъ безконечное число. 


Свойства полярнаго тетраэдра. 


З 541. 1. Каждая изъ вершинъ 41, 4», Аз, А (фиг. 161) есть полюсь 
противуположной грани. ‚ 

2. Каждая пара противуположныхъ реберъ АА и А.А; АА, и 
АА; АА: и А.А, суть взаимныя поляры относительно поверхности 
втораго порядка (5 540). 

( 3. Пара смежныхъ граней и пара касательныхъ плоскостей, прове- 
денныхъ ыхъ черезъ перес$чеше граней къ поверхности, составляютъ гармо- 
ническую связку. нь я 
какую- ми прямую аб, нии ВЪ грани (4. А. 4.), плоскость прове- 
денная черезъ туже прямую аб и противуположный полюсъ А, и грань 
(А; 4. А.), составляютъ гармоническую связку. 
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5. Опредълеме. ДвЪ плоскости, у которыхъ полюсъ одной находится 
на другой, называются сопряженными плоскостями, и ихъ полюсы сопря- 
женными полюсами. 


- 6 549. Положимъ теперь, что грань (.4. А..4.) полярнаго тетраэдра 
отодвинута на безконечность, т. е. вершина „4, есть полюсъ плоскости, 
лежащей на безконечности. - 

Мы выше видфли ($ 528), что полюсъ А, будетъ центръ поверхности. 
Сл$довательно одна изъ вершинъ полярнаго тетраэдра находится въ цен- 
тр%, а три остальныя на безконечно-удаленной плоскости. Изъ этого по- 
ложен1я полярнаго тетраэдра слЪдуетъ: 

1. Что вс% хорды, проходяшия черезъ вершину .4,, длятся въ ней 
поверхностью пополамъ, такъ какъ 4, есть центръ поверхности ($ 528). 

2. Такъ какъ каждая изъ остальныхъ трехъ граней (.4, А. Аз), 
(АА А. Аз) и (А.А. А.) суть полярныя плоскости точекъ, лежащихъ на без- 
конечно-удаленной плоскости, то изъ этого слЗдуетъ, что каждая изъ этихъ 
граней д$литъ пополамъ веЪ хорды поверхности, проведенной параллельно 
пересЪченю двухъ остальныхъ граней; 

3. Опредьлене. Плоскость, дзлящая пополамъ хорды поверхности 
втораго порядка, проведенныя параллельно извфстному направлен!ю, назы- 
вается Озаметральною плоскостью, & направленме хордъ называется сопря- 
женнымь направленемъ д1аметральной плоскости. 

4. Изъ предъидущаго слфдуетъ, что каждая изъ трехъ граней, пе- 
ресЗкающихся въ центр поверхности, СУТЬ заметральныя плоскости, 
коихЪ сопряженное направление есть перес$чене двухъ другихъ граней. 

5. Такъ какъ каждой точк$, лежащей на безконечно-удаленной 
плоскости, соотвЪтствуетъь полярная плоскость, т. е. д1аметральная, то изъ 
этого заключаемъ, что каждому направленю есть сопряженная дламет- 
ральная плоскость. Слфдовательно каждая плоскость, проходящая черезъ 
центрь, есть д1аметральная. \ 

‚ $ 543. Отнесемъ теперь уравнен!е поверхности втораго порядка къ 
произвольно построенному полярному тетраэдру. 

Пусть этотъ тетраэдръ будетъ (4, 4. Аз А.), а уравнен!е поверхности, 
отнесенной къ нему, пусть будетъ: 


11229 -- аз”. -- аз -- оааж 4 


-Н2 аа аа-- 20 за хз ал 4-Е Заза 20494 --Зазазяа =0 (2) 
Уравнен!я граней полярнаго тетраэдра будутъ: 


д =0 ‚, 2=0 , 2=0 , 4.=0 
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Если въ уравненши (2) сдЪлаемъ: 


74 —0 
то найдемъ уравнение: 


12“, —- а т% —- азз72: —- 21.7142 -- 2а: 3 Хз -- аззХохз == 0 (3) 


кривой пересЪчен1я плоскости х. = 0 съ поверхностью. 

Такъ какъ грань (4, А. 4.) или 1.==0 есть, очевидно, полярный 
треугольникъ относительно коническаго сЪченя (3), къ которому оно 
отнесено, то его уравнене должно имЪть форму: 


ах”, —- 6х2, —- ах? = 0 
какъ видфли вь $ 241; слдовательно должны имЪть: 


из =0 ,‚ @з=0О , @23=0 


Разсуждая подобнымъ образомъ относительно каждой изъ граней, найдемъ, 
что въ уравненйи (2), если оно отнесено къ полярному тетраэдру: 


из = ‚ @3=0 ‚, @.=0 ,‚ а:=0 , 4.=0 , а.=0 
откуда уравнене поверхности, отнесенной къ полярному тетраэдру, будетъ: 


11771 - до ®о —- @з32 -Е а44х*. == (4) 


Такъ какъ переходъ отъ тетраэдра, къ которому отнесено уравнене по- 
верхности, къ полярному тетраэдру дзлается линейнымъ преобразованемъ 
тетраэдрическихъ координатъ, какъ показано въ $ 502, то изъ этого ви- 
димъ, что четверичной однородной формЪ (2), линейнымъ преобразован!- 
емъ, можно дать форму (4) и притомъ безчисленнымъ множествомъ спо- 
собовъ, такъ какъ поверхность, отнесенная къ каждому изъ Е тет- 
раэдровъ, имЪетъ форму (4). 

Это самая простая форма уравнен1я поверхности втораго порядка, 
которая называет?:я канонической. 


Центральныя поверхностя. 


$ 544. Если поверхность будеть центральная, то полагая въ урав- 
ненпи (4): 
ри —т ‚ р2—у , 65:— ‚ р24==1 


найдемъ: 
1127 -- а224? —- @3з2? + 4 =0 (5) 
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самую простую форму центральной новерхности, которая отнесена къ 
тремъ д!аметральнымъь сопряженнымъ плоскостямъ, Неудобетво только 
состоитъ въ томъ, что эти три д1аметральныя сопряженныя плоскости, 
къ которымъ теперь отнесено уравнеше (5), какъ координатнымъ, непер- 
пендикулярны. 

Въ уравнени (5) коэфищентъ а.. можно всегда сдЪфлать отрица- 
тельнымъ; въ этомъ предположени коэфищенты о1, @2о, @зз могутъ быть: 

1. ВсЪ три положительны: 

Поверхность будетъ замкнутая—эллитсоидь. 

2. Два положительныхъ и одинъ отрицательный: 

Новерхность будетъ однополый зиперболоидъ. 

3. Одинъ положительный и два отрицательныхъ: 

Поверхность будетъ двуполый зиперболоидъ. 


4. Ве три отрицательные: 

Поверхность будетъ мнимая. „ 

У 545. Остается рзшить вопросъ: Есть-ли такое направлеве парал- 
лельныхъ хордъ, въ центральной поверхности втораго порядка, къ которому 
ему сопряженная д1аметральная плоскость перпендикулярна? 


Уравнене полярной плоскости точки (2149121) есть: 


ее Ча 
7 д; ТУди да т ди=1 о (6) 





ИЛИ: 
2 (ал -- зи Раза -- @4а)-- 
-Е у (аз, -- аз, - аз -- аз) Е 
-- 2 (аи 27 Е азз у, -- азза -- аза) -- 
-- (ил - 42, -Ё аазА —- а44) =0 


Чтобы полярная плоскость точки (219,2) была д1аметральная, необходимо, 
чтобы ея полюсъ лежалъ на безконечно-удаленной плоскости. 


(7) 


Положимъ: 


= 608& ; = 6038 ; А = 6057 (8) 


Если полюсъ (219/12,), коего направлен!е дается углами а,В,`, находится 
на безконечности, то 71 = со, СлЗдовательно, чтобы найти уравнеше д1а- 
метральной ‘плоскости, сопряженной направлен1ю х, В›у, надобно въ урав- 
‘нени (7) вставить вмЗето л.д, 21, выражеюня (8) и сдЪлать 7” = со. Такая 
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операщя даеть слфдующее уравнен!е д1аметральной плоскости сопряжен- 
ной направлен!ю о, В, *:: 


д (1 с03 а -- а12 с08 В -- 13 ©0877) = 


-- у (ал с03 & -|- а2о 08 В -- аз с08 1) Е 


(9) 
-й # (аз 05 & -- зо С05 В -- (33 6087) -|- 
-- (аа С05 |. Одо СОБ 6 —- аз СОБ у) =.() 
^ ИЛИ: 
ОТ ОР 9 
О ый. —Р = 0 
605 @-. —- созВ 5 —- с0$ 7 и (10) 
Изъ этого уравнен1я видимъ, что уравневя: 
а Ох бб 
р ' 04 90 2 де _ №». (11) 


суть д1аметральныя плоскости, сопряженныя направленмямъ координат-. 
ныхъ осей х,у,2.. 


`$ 546. Если даметральная плоскость (9) будетъ перпендикулярна 
своему сопряженному направлен1ю, то мы должны имЪть: 
ат 608 & —- 412 605 В -- 013608 у = 608“ 
ат с08 © -- ао с03 В -- аоз с08 у == А с08 В (12) 


аз с08 & Г азо с0$ В -- азз 608 = А 6081 
ИЛИ: 


(из — №) с0зх-Н из с05В -[ аз 6087 = 0 
аз] 608 @ —-- (аа2 — А) с0з В - а2з ©0811 ==0 (13) 
аз1 ©08% —— азо соз В + (а: — ^) с05 у =0 


Е 


откуда имФемъ: 


1: —А би. (ИЗ 
421 (аа а (23 ==0 (14) 
@з1 зо Язз — ) 


развертывая опредълитель, найдемъ: 
(и1—^) (а2—№) (азз—) — а? (1 —^) — а? з(а8—^) — @^ ›(азз— №) -- 
-- 2012 из азз = 0 | (15) 
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ИЛИ. 
23 — (а! На @33) А (а ] ааэ-- 0 ; @зз--@2з@зз— а — а" 3—@20з) л -- 


о 2 8 __ и 5 
-- 114 оз-- 4224 13-Г@334“12—@11422@зз3—201@1з@эз ==0 (16) 


Это уравнене третьей степени, слЪдовательно имфетъ всегда хоть одинъ 
дъйствительный корень, но мы ниже. покажемъ, что оно всегда имзетъ 
три дЪйствительные корня, кавме бы коэфищенты въ уравнен!и поверх- 
ности ни были. СлЪфдовательно всегда существуетъ по крайней мЪрЪ три 
направленя, которыя прииенликтияриы КЪ СВОИМЪ ры ров дламе- 
тральнымъ плоскостямъ. а 


$ 547. Покажемъ теперь, что вс три корня уравневия (16) В 
тельны. Мы приведемъ здесь два доказательства. Первое принадлежитъь 
Коши (Саасву), а второе ПОСЛУЖИТЬ КЪ выводу нФкоторыхъ слЪдетый, ко- 
торыя намъ будуть необходимы въ дальнфйшемъ изслвдован1и свойствъ 
поверхностей втораго порядка. 


Напишемъ уравнен!е (16) въ формз: 
(А—а 1) (— а) ((—яазз)— а 3А—аи фа 3О— аа, —азз) — 
— 2012 из @2з ==0 ._ (17) 
а это полЗднее можно написать такъ: 
(\—@1) ([— а») (\—азз)—а?з}—а^ 3(^— 22) —а?1 (А —азз) — 

— 20: Из @23 =0 (18) 

Означимъ черезъ Хи ^'’ корни уравнешя: 
(\ — аз) О — 4:33) — аз =0 (19) 


Очевидно, одинъ изъ корней, напримЪръ А, больше аз И аз, & другой А" 
меньше этихъ количествъ. 


Если подставимъ въ уравнеше (18) вм%ето ) корень ,, то найдемъ: 
{5 {© — (2) аз -- Ваз 3 23 НО — аз) 13} (20) 
Но такъ какъ мы имфемъ (19): 
(№ — аз) (©! — аз) == а4*оз 


то выражене (20), въ скобкахъ, есть полный квадратъ, ние ве- 
личина отрицательная. 


3) - 
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Если въ уравнене (18) вставимъ другой корень Х’ уравневя (19), 
то будемъ имЪть: 


(423 — №) аз — 22 @1з аз -- (@33 — №) а%› 


полный квадратъ и притомъ величина положительная. 


Если теперь въ уравнене (18) вставимъ, послЗдовательно, вместо ) 
величины: -- со, /', \’, — со, то найдемъ результаты: 


& это иоказываетъ, что между: 
со И ! д И ты | )' И — © 


находится по одному корню дЪйствительному. 

Итакъ видимъ, что вс три корня уравнеюя (17) суть величины 
дЪйствительныя. 

$ 548. Приведемъ второе доказательство, что три корня уравневия (15) 
всегда дЪйствительны, изъ коорато намъ будуть необходимы н%Ъкоторыя 


сл детвя. 
Возьмемъ первое изъ уравненя (13) 8 546 и напишемъ его въ форм$: 


созВ , бот _ 608 © 


—— (А — @1 1) 
Из Со (213 





0 
и едЪлаемъ съ ос- 
(23 


тальными двумя уравнешями (13) $ 546, подобное же преобразоваве, то 


найдемъ: 


прибавимъ къ обфимъ частямъ этого уравненя по 





08%, 05 В сов 00$ м ( ы ее] 
А и — 1 





(03 3 (12 203 \ 
05а, 6038 ‚ 6051 _ 6058 а Нее (21) 
(03 Из Из (1 3423 


605 @ со5В , ©0517 _ 6087 а | (И 3@33 
а 


93 1 з (2 @13@23 \ 
ПОЛлОЖИмМЪ: 
сова, 605 6087 у. 
‘23 ‘Из 2 — 
‚1 2 @у 912923 _. 13428 __ _ (9 
ан — 94а — и у а — 02 ; @3з3 `` = @3 (22) 
194 13 (о 


к 
—1 
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вслЪдеств1е чего уравнен1я (21) дадутъ: 


К 2@23 Ка 3023 (2 3) 


к — 08 у — ——* 
3 ‘ А № В ( ) у У\ ее 


Раздълимъ эти уравнен1я па 403, @/з) @2, сложимъ и сократимъ на Ё, то 
найдемъ: 


(И 213 412423 __ (1 3423 


ее 2 
Ч2з (А — а) из (). — а) а (^ — аз) (24) 


ИЛИ: 
1 1 1 ] “. : 
> —=0 ОЕ 
(А —@) а —а2) а. О— а) ао аз @зз У 


Откуда вилимъ, что уравнению (25) можно дать сл®дующую форму: 


Иа) а) Па) _ 
(2 @13 @23 | 43 
(26) 
О —@) А — аз) _ И—а)@—аз 


о 
13 а.о 


—0 


Положимъ, что а < а < аз. КромЪ этого произведене а, с а,з аз можетъ 
быть и положительнымъ и отрицательнымъ. Положимъ @за:з 423 < 0 и 
подставимъ въ уравнене (26) вм\сто ^ значення: — со, (1, @, @з. Резуль- 


таты подстановлен!й будуть: 


(и — а) (а — @з) (2 — а )(аг — аз) ^ (аз— а, ) (аз —@) о 
РЕ от аа о а (27) 
(1723 Г @13з о 


| 


Знаки этихъ величинъ будуть: | 
| | 
| 

г 


ей | 
СлЪдовательно уравнене (26) или (17) будетъ имЪть три дЪйствительные 
{ 
корня, заключенные между числами: 


Ио И 9 т и И @2 ,„ @2И 03 


Если произведене 010 @1з @2з > 0, то мы подставимъ въ уравнеше (26) ко- 
личества @1, @2, @3, 00. ры подетановленя дадутъ знаки: 


г Я -- 


Сл довательно опять три корня дЪйствительные. 
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Давая уравненю (17) 5 547 форму (26), мы неявно предположили, 
что коэфищенты (12, из, азз Не равны нулю. Положимъ теперь, что одинъ 
изъ нихъ, наприм$ръ оао = 0. 

Тогда уравнеше (17) сдЪлается: 


(а — №) (а: — №) (азз — №) — а?ьз (и! — ^) — аз (а — №) =0 (28) 


полагая а22 >а: и подставляя послЗдовательно — со, а, а, - 60, 
знаки результатовъ подстановлен!й будутъ: 


СлФдовательно корни дЪйствительные и будутъ заключаться между — © 


И а11, @1 И 422, а и ©. 
Наконецъ, можетъ случится, что а. =0, и аз==0, въ этомъ слу- 


ча уравнете сдЪлается: | 
(иг — №) (а — № (азз —^) — аз (а 


ИЛИ: | 
(1 — А) | (а — ^) (@зз —^) — а^эз} 7 (29) 


^) —'0: 





Одинъ изъ корней очевидно ет и:, а друге два дЪйствительные. Сл$- 
довательно во воЪхъ случаяхь уравнеше (17) имфеть всегда вс три 
корня дЪйствительные. 

Гб 549. Мы предположили, что вс три корня уравнешя (26) или 
(17) различны; положимъ теперь, что это уравнеше имфетъ два равные 
корня. Мы видЪли выше, что корни заключены между предЖлами — со, 
и, @2, аз или между аи, ао, аз, -- <>, смотря по тому будетъ-ли произведе- 
е о @за2з отрицательнымъ или положительныиъ. Но если два корня 
сдЪлаютея равными, то необходимо, двойной корень совпадетъ съ однимъ 
изъ предЪловъ а, а, @з. 

Если положимъ, что двойной корень есть а1, то уравнене (26) должно 
имЪть множителемъ (»Х — а), что влечетъ за, собой равенство @/ = ао == а. 

Обратно, если а = 4 ==аз, То уравнене (26) будетъь имЪфть множи- 
тель (^—а,) и а будетъ двойной корень. Слфдовательно услове, необхо- 
димое и достаточное, чтобы уравненя (96) или (16) имЪли два равные 
корня, есть: е ОУ 2 
— а (оо ыы — а — база | (30) 


11 за | 
(123 Из (Ио 





Легко видЪть, что если два корня уравнен1я равны нулю, то: 


(за (1 2 @53 (И 3 @53 
а 2 = 0 ‚ бт =0 , а: =0о. 
Из. о 


(23 
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и, обратно, если эти уравненя имфютъ мЪето, то два корня уравневя (17) 
равны нулю, ибо послЪдй членъ и коэфищентъ при Х обращаются въ 
нуль при этихъ значеняхъ. 


Если наконецъ уравнен!е ‘будетъ имЪть тройной корень, то очевидпо, 
необходимо. чтобы: 


(12 == @1з == @2з3 =0 ,‚ а = 422 == а43 (31) 


$ 550. Легко показать теперь, что три направленя, соотвЪтетву- 
юпия дЪйетвительнымъ корнямъ уравнен!я (17), перпендикулярны между 
собою. 

Пуеть А,,^, Аз будутъ эти корни уравневя (16). Если эти корни: 
подставимъ послЪдовательно въ уравненя (13), то для каждаго найдемъ 
соотвфтственное направлен!е: для \| направлене а, В,)!, для » направ- 
леше ао, в, ]», для Х; направлеше аз, Вз, уз.` 


_ Эти направлен!я называются злавними. Подставимъ въ уравнения (12) 
\, и углы соотвЪтетвенные этому корню о, ,8,,',, затЪмъ подставимъ ко- 
рень А и соотвЪтетвенные углы ч›, @»,“., то найдемъ: 


(01 05 9 —- (о 605 В _- (Из 608 “1 — Л С08 61 
Ча 60$ 04 -- зо 60$ В, -- аэз 608! = № в08 8 = (32} 


@з1 608 0 -|- @зз 608, -- азз ©08 '/ == А 605 


(1 008 05 —- (Но С05 Во —- (13 СО “2 — Ло С05 о 
ао1 60$ % —- 02 60$ Во -- а2з С08 о == Ао 608 Во — (38) 
@зт ©0$ 2 -- @зе 08 Во —- азз 608 12 == Аз 60$ а 


Умножимъ теперь уравнения (32) на соз ао, с0$ Во, 0$ 1, & уравнения (33) 
на с03а,, с0$ В,, с05\\, и сложивъ, первыя между еобою, вторыя между со- 
“бою, вычтемъ эти суммы, найдемъ: — 


(\, — 5) (соза, созо, -- с0$ В, с0$ В» —- ©0811 608 12) =0 
полагая корни № и ^А› неравными, найдемъ: 
60$ м; 608 @ -- с05 В, с08 Во -- с0$ 1, 608 {2 = 0 


а это показываетъ, что направлен!я 0,8,” И ао, В», 12 перпендикулярны. 
Точно также можно показать, что и направления -0;, В, И оз, Вз, 1з› 
Чо, Во, {2 И 93, Вз, (3 перпендикулярны. ` 
37* 
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‚ Еели въ уравнени д1аметральной плоскости (9) подетавимъ вм%сто 
о, В,” поел довательно углы 0, 1,1; 9, Во, 2; @з, Вз, {з, сООТВФтетвующие 
корнямъ А,,А,, Аз И замфстимъ коэфищшенты при х,у,2 ихъ величинами 
изъ (32), то найдемъ уравнен!я даметральныхъ плоскостей перпендику- 
лярныхъ къ направлетямъ о, В, "1; @, Во, {2 бз, Вз» Уз: 


№, (хс0за; —- у с0з В, -- 2608 ) -- 414 60$ а, -- а24 с08 В, -- 34 08! = 
№2 (п с08 ©. -- усов Ве —-- 2603 2) + а 4 608 во -- ааа 605 Ва -- аза ©0320 = 0` (34) 


Аз (х сов аз -- у с0з Вз -- 2 603 13) -|- @14 с08 3 -- ао4 с0$ Вз -- аз 608 13 == 0 


Ни одинъ изъ корней уравнен!я (16) не можетъ быть равенъ нулю, 
такъ какъ его послздн! членъ есть 4.., а въ центральной поверхности 
А. не можеть быть равно нулю... 


8 551. Итакъ ВИДИМЪ, что въ центральныхъ поверхностяхъ есть 
три направленя, перпендикулярныя ‘между собою, коихъ сопряженпныя 
А1аметральныя плоскости къ нимъ перпендикулярны. Неренесемъ начало 
координатъ въ центръ, то уравнен1е поверхности слолается: 


| , | ЗЕЕ 
= а 15° -- 42° -Назз2? -+ 24; ху -- 2а,зхе -- За»зуг -- а =0 (35) 


такое перенесеше дЪлается, замфщая х,у,2 черезъь жж, уУКи, 2+а. 
и опредЗляя м, у,2 изъ уравнеюй: 


Я: > АР бб 
о аа и (36) 


А 
Полагая м” величина Н и уравненемъ: 
44 


Возьмемъ за новыя координатныя оси три перпендикулярння между со- 
бою направленя, коихъ сопряженныя дламетральныя плоскости къ нимъ 
перпендикулярны, то уравненше (35) сдзлается: 


А? -Р Ву?-- (г? = Н 


такъ какъ координатнымъ тетраэдромъ будетъ полярный тетраэдръ, коего 
одна грань находится на безконечности. Остается только сдЪлать это 
преобразованйе на самомъ д%л%. 
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Для этого, означая новыя координаты черезъ х,у,2 мы должны по- 


ложить: 
= 608301 -- 4 60$ & — #' 60$ 93 


у=х 03 В: у с0$ В. —-2 60$ Вз (37) 


2—7 608 -- 9 60$ 42 -- #' 6083 





Если эти выражевня подетавимъ въ (35), то первый членъ этого уравне- 
н1я преобразуется въ: 


9152 -- 5"? -|- 6322 -- 26 .жу + Зи -Н 20532’ 


А 2 
а неизм$ няетея, слЪдовательно будемь имЪть: 
43 з 





4122 —|- ау? -- изз2? -- 2 оху -- За заа -- аззуг == 
= 1х -|- бу? -- бзз2* -- бзжу -- 36,72 и зу 2 


гдВ бк суть функщи оть с05$@, е0$8, 6051. 


Такъ какъ всегда существуетъ зависимость: 


у Ту” 


то предъидущее уравнене можно’ написать въ форм: . 


С ‚22 —- 9229? -- аз32? -- За зжу -- За зха-Е Заозуа - ^ (2? -- уз 22) = 
_ = 12? я 0.2? = рзз2 2 -|- 292% у —- 261352 Е 26.3 - (%2-|- у? - 2?) 
ИЛИ: 
(1 — ^) 22 - (а22—^) у? (изз —^) 2 -- За ожу -- 29 за -- 2азу2 = 
== (9: — ^)ж? -|- (6,2 — у? -|- (63 — №) 22-2 ху -- 26:5 35у' 2 


гдЪ А есть количество произвольное. 
Если возьмемъ инварантъ этой формы, который называется приз- 
начною или дискриминантомь и зам$тимъ, что модуль преобразованя: 


{ 


605 60592 608 0%. 


| 
; 
' 
‘ 


6058: ©0565 60$Вз = 


| 
С05`\1 60592 60813 | 

то найдемъ: 
аз ‚  422—^ ‚ 43 = бы ‚› —А , 6 


@з1 А: 9 аз— 631 ) 053 , 653 —^ 
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ИЛИ: 
№3— (а, Н а»-Назз) А - (а 1 аз На азз-Наззазз— а о— а з— аз) А в а’оз-|- 
аа з Е азза1 2 — @1 142233 9 21 3@1 3423 == 
== А — (В Нез баз А-а в 2- Ро 1бзз- 6526 3— 6— 0 — бАз)А-Е 16,3 -- 
6520°1з -- 633021 2 — 611622633 — 28 26, збоз 


Такъ какъ это уравневше должно существовать для произвольнаго значешя 
А, то будемъ имфть: 


И -- 5 —- 6зз = 1; -Е 952 -[ 433 


р 1бо2 -[- б116зз -- 652633 — 6 — 6.3 — 0.3 == 


Е 2 2 
— 011 @22 -- 1133 -- 922443 — 18 — аз — @ 93 


3 о о | ме 
611653 -- 62201 3 -- 03301 > — 011652633 — 261 261 збоз = 
РЕ 9 о с 
— а! 1 аз -- 12207] 3 -- Язз@] о (11452533 201 201 393 


Но если за новыя оси взяты три направлен1я, коихъ сопряженныя д1а- 
метральныя плоскости къ нимъ перпендикулярны, то: 


2—0 , б:=0 , 0:=0 
откуда: 


от 5.2 -- 033 — И! -- (оо -- (33 
к. | [_ ой 
о: бо2 -- 611633 = 022633 — @11@2з -Ё бл! @зз Е @22@зз — @/2 — @13 — 4,3 
— 9 о 
С 1 ообзз — @1! 42233 —- 20 30 3423 — 1 @“оз — @з@лз — азза о 


Вторыя части этихъ уравнеюмй изв$етны, а первыя суть сумма количествъ 
ба, 622. 6зз, Сумма ихъ различныхъ соединений по два, и ихъ произведене, 
слЪдовательно онЪ суть корни кубическаго уравнения: 


2 


№3 — (а 1-Назз-Газз) №? -{ (а 1402 Налазз-Раоазз— а з— а 3—3) ^ — 


/ 


а (и .Чооазз-- 2 (И 3493 — 1 4203 а аа” ети азза? а) — 0 р (38) 


РЁшивъ это уравнене, котораго ве корни ино ($ 547), будемъ 
имфть корни 611,6.2, 633 и наше уравнене едфлается: 


12 - 6,29 - 6:22 и =0 (39) 


ИЛИ: | 
6. 12° —- 62° -[ 6:32* = Н | (40) 
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$ 552. Легко показать непосредственно, что если’ в, В, “и; 25; В, 1; 
аз, В, “з СУТЬ т направленя, которыя опредфляются изъ (12) или (13), 
соотвЪтственно каждому изь трехъ корней №,^.,А. уравненмя (16), то 
коэфищенты при ху, 12 и у2 будутъ равны нулю. _ Г 

Въ самомъ дЪлЪ послЪ подстановлея выражеюшй (37) въ уравне- 
не (35) коэфищентъ, напримЪръ, при у2 будетъ: 


11605926050 -—[-@226058260583—-@33605726053--2423(с08В2с05\ ий 
-- 241 3(6059260$3-- 60593605.) 21 ›(созазеозВ-- совазсозВо). 
Но мы имфемъ (33): 
1 605 @о -- @12 60$ Во -- @1з 20$ а = А 608 аз 
@01`608 05 —- аод 60$ В. —- @23 с0$ \2 == №0 0$ Ва. 
аз1 608 9% —[- 432 605 Во -- @зз 60$ а = ^› 605 2 


Если эти уравнен!я умножимъ, послФдовательно, на с0$ оз, с0$ Вз, с0$ уз И 
сложимъ, то найдемъ: 

0116059560893 бо2созВосо5В. | а33605126053-"2аоз(с03В.с0$у3-- 60583605. )-- 
-- 2413(6059560813-- с050360$72) -- 2412(6080560883--6056360585) == 
—^5(с03%,60503--с038260883--6051360$\з) 

Но такъ какъ направлен!я ао, В, 1. и @а:,Вз,1з перпендикулярны между 

собою, то вторая часть предъидущаго уравнен1я равна нулю. 
СлЪдовательно коэфищентъ при у2 такимъ преобразованлемъ унич- 


тожаетел, точно также можно показать, что уничтожатея коэфищенты 
при: хуи х2г. 


$ 553. Три корня уравнешя (38) суть коэфишенты при 2, у и 2 въ 
преббразованномъ уравнени: 


6.1 22 -- 652 9? -- 6:32 =Н (41) 


Случай 1. Ве три корня положительные. Полагая: 


Н Н Н 
а, =, =? 
(0 62 633 
уравнене (41) сд$лается: 
а, 3 р $ 67 ыы | (42) 
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Полагая, поелфдовательно, въ этомъ уравнене: 
у=О0 ‚, 2=0 ; х=0 , 3=0 ; д=0 , у=о 


изихдемъ: | 
ИИ с унЕ-ЕЬ к Же 


Слфдовательно а,6,с суть разстонн!я начала координать или центра по- 
верхности отъ точекъ встрзчи поверхности съ координатными осями. Эти 
разстоян1я называются лавными осями поверхности. = — 

Если «>>, то а называется больиюю, 9—среднею, а в-—малою 
Осъю. 

Легко видЪть изъ формы уравненя, что это поверхность замкнутая, 
такъ какъ ни одна изъ координатъ въ уравнен!и не можетъ быть равна со.. 
Она называется эллиясоидомь. | 


Случай 2. Два корня положительные, одинъ отрицательный. Уравне- 
н1е (41) будеть: 





6.152 --- 652 у? — 6:3 22 =Н | (43) 
Полагая: 
р Н Н 
а о = , == 
61 052 033 
уравнене (41) приметь форму: 
аи т 
а Г 5 2 — 


Полагая, посл довательно: 
у=0 ‚, 2=0.; х=0 , 2=0 ; х=0 ‚, у=0 


найдемъ: 
—=2=а ‚, у=-0 , 2=-&а 


з 


т. е. оси хи у вегр$чають поверхность, а ось 2 ее не ветрЪчаетъ, поэ- 
тому а и 6 называется дЪйствительными осями поверхности, а с мнимою 
осью. 

Если едфлаемъ х =0, то будемъ имЪть; 


2 22 


она (44) 


т. е. пересчете плоскости УЙ съ поверхностью есть гипербола, поэтому. 
поверхность имфетъ точки на безконечности, а сл$довательно незамкнута. 
Это однополый итеуболоидъ. 
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Случай 3. Одинъ корень положительный, & два отрицательные. 
Уравнен1е будетьъ: 









р. 1% = оо! =: 053 Н 
хълая: | | 
Н д Н о 96 Н_ 5 
< = (1- ей == `‹ м 0“. 
011 бо 633 
оно едЪлаетея: 
| 2.2 уу 22 | 
И, 1 (45) 


Нолагая, поел довательно: 





найдемъ: 





—ивляа 


откуда видимъ, что ось Х встрФчаетъ поверхность, а оси Уи Дее не- 
встр$чаютъ, поэтому а называется ыы осью поверхности, а 
Бис мнимыми осями. 

Если сдфлаемъ у=0 или 2==0, то ‚ получим: 





ао 8 92:9 
2? 2 2 1 
а е 4° 0 


двЪ гиперболы, какъ перес$ чен1е плоскостей (ХЕ) и (ХУ) съ поверх- 
ностью. Откуда заключаемъ, что это поверхность незамкнутая. Легко ви- 
дЪть, что она хвуполая. 

Въ самомъ дБлЪ, если сдфлать х==0, то найдемъ мнимую кривую: 


4/2 22 ве 
ра 


СлЪдовательно плоскость (УЙ) не ветр%чаетъ поверхность, т. е. одна ея 
пола лежитъ по одну сторону плоскости ‘д =0, а другая по другую. Это 


двуполый зитерболоидь. 


Поверхности не имфющия центра. 


6\54. Если поверхность втораго порядка не имфетъ центра, т. е. 
какъ мы’ видфли, центръ находится на безконечности, то координаты 
центра (8 531): 

р. т. __ 44 а Аза 
к а * "Аа 
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равны безконечности, т.е. 4..==0. Но въ уравнении (16) посл дей членъ 
есть, очевидно, 4.., слЪдовательно одинъ изъ корней этого уравненя 
равенъ нулю. 

Если поворотимъ координатныя оси параллельно главнымъ направ- 
лен1ямъ, т. е. преобразуемъ уравнен!е линейнымъ подстановленямъ (37), 
то уравнене: 


9 2-Гаоу*-Разз"--2а, оту--2а1322 -- 2аозу2-Г 2 аа--2ау-Е2азаа-Нац4 =0 
сдфлаетея: 
А-а? 25 (и еозои -Наз4еоз В -|-@з46057 )--29(и 6030 --@24608 В8- 

-- аз 6054) Е 22 (14 605 93 -|- аз 608 Вз -- аз 608 уз) -- Н==0 (46) 


Если теперь перенесемъ начало координатъ въ точку (жи), т. е. сд 
лаемъ подетановлене х-|- м, у--и, 2-2, то вообще можно такъ опре- 


длить п,у,2, Что коэфищенты при 2,у и величина Н исчезнуть, и 


уравнение (46) едЪлаетея: 
№2 -[ 322 -- 25 (4 60891 -[- 924 608 В, -|- аз 608 1) =0 (47) 


Если коэфищенть при х неравенъ нулю, то означая его черезъ — 0, предъ- 
идущее уравнене будетъ: | 





124? —- Аз 2? — 20х (48) 


Корни № и ». могуть имБть одинаковые знаки и могутъ имфть разные. 


Случай. 1. Корни ^ и Л: оба положительные или оба отрицательные; 
въ обоихъ случаяхъ, полагая: 


найдемъ: 


(49) 


смотря потому будуть-ли корни оба положительные или оба отрицатель- 
ные. Поверхность эта, есть параболоидь эллиптический. 


Случай 2. Если корни имФютъ разные знаки, то будемъ имЪть: 


би НЫ + РИ 


Поверхность эта есть параболоидь зиперболический. 


< Ш 
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Это и веЪ поверхности не имфюная центра. 


Д1аметральныя плоскости въ этомъ случаЪ будуть: 


4 608 а; —[- 424 60$ В: —- 34 605, =0 


2 (1 603 а -- 9603 Во - 26032) -- @14 ©0892 Е @04 60$ Во -- @34 с08 а =0 
(50) - 
13 (2605 0; -- у 005 Вз -- 260513) -- б14 603 9з -- ар 603 Вз -[ аз 60$ 13 =0 


изъ коихъ первая находится на безконечности. 


Поверхности имфющия безконечное число центровъ. 


$ 555. Выше мы предположили, что коэфищенть при х въ уравне- 
н!и (46) не равенъ нулю. Положимъ теперь, что: 


11 6081 -- ао4 60$ В: -- @з4 603 = 0 


Въ этомъ случаЪ уравнеше (46) не содержитъ х. Начало координатъ мо- 
жемъ перенести въ точку (7,2) на илоекости (УЙ) и выбрать у и д 
такъ, чтобы коэфишенты при у и 2 иечезли и уравнеше (46) сдЪлается: 


Ао у? А; 22 = (51) 


Это будетъ, очевидно цилиндрическая поверхность, коей ось есть ось Х. 
Цилиндръ будетъ эллиптическй или гиперболическй, смотря потому бу- 
дутъ-ли корни А) и А. съ одинаковыми знаками или съ разными. Если Н 
будетъ величина положительная, а корни отрицательные, то поверхность 
будеть мнимая. Центры такой поверхности вс$ лежать на ея оси Х. 

Въ этомъ случаЪ, первая изъ дламетральныхъ плоскостей (50) 0=0 
неопред$ленная, а пересчевне двухъ послВднихъ дадутъ ось цилиндра 
или геометрическое место центровъ. 

$ 556. Положимъ теперь, что одинъ изъ корней ^,, Аз равенъ нулю, 
наприм$ръ \›. Въ этомъ случаЪ уравневше (46) сдЗлается: 


Же -- 229 460804 --@4с0зВ, | @з4605 1 )-Н 29 (а «60892 -Р азов» Назае08т2)-- 
-- 22(0 .созз -аз4со5Вз- @ 346053) -- Н==0 (52) 
Можно направлене ах, В», у» такъ выбрать, чтобы: 


1 608 9 -- дла 608 Вь -- @з4 60$ {2 == 0 
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Въ этомъ случа уравнене (52) слЪлается: 


А 2°--2х (41460804 -|- 404 608 В -- аз4 605) -- 


(53) 
-- 22(а14 608 &з - а24 603 Вз -- аз 60$ 13) = Н==0 


Можетъ случиться, что коэфищентъь при х равенъ также нулю, въ этомъ 
случа уравненше (53) будетъ: 


Аз 2? -- 22 (@1 1 608 аз -- за 03 Вз --- аз ©0583) -- Н=0 


Перенося координаты параллельно самимъ себЪ, уравнешямъ (52) и (53), 
можно дать форму: 


Аз 22 —- 2х (4 С05 9] —- Дод СОБ В -- Чз4 605 \) =0 (54) 


Первое есть параболическя цилиндръ, & второе двЪ параллельныя плос- 
кости. А есть постоянная величина. 

Въ первомъ случа$ одна изь даметральныхъ плоскостей, сопряжен- 
ная направленю 9,8,“ находится на безконечноети, а сопряженная 
направленю а.,68,,{» неопредленная. Во второмъ случаЪ первыя двЪ 
аметральныя плоскости неопред$ленны; а послЪдняя есть геометрическое 
мфето центровъ поверхности. 

Но когда два корня уравненя (17) равны нулю, то имЗемъ: 

СИ 20 3 СИ 24423 ы __ 913493 


СИ] «зао 28 (№ Си ан 
3 ) 22 а ) 33 а 





Подставляя эти выражен1я въ уравневя (12) найдемъ, что онф слива- 
ются въ одно: 


(И об з 608 9 -- (И эСоо СОБ В —- (И зэз 605 ^/ = 0 


СлЪдовательно есть безчисленное множество главныхъ направлен, соот- 
вътетвующихь корнямъ ‘равнымъ нулю въ сопряженной направлен!ю 
03, Вз, "\з ЛЛаметральной плоскости. - | 

Это и вс поверхности, которыя представляетъь уравневе второй 
степени между тремя координатами, 

Если бы мы имЪли въ одно время: 


(ит -- 442 -- @зз = 0 
таз —- бит @зв + 02383 — 912 — 13 — аз =0 


а 
9119” 2з Г @93 13 -- 9339712 — 1 93заз8 — 201201392: == 0 
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то три корня уравненя (17) равны нулю. Возвысимъ первое изъ этихъ 
уравневшй въ квадратъь и складывая со вторымъ, умноживъ его сначала 
на 2, найдемъ: 


2 2 р 2 ыы 
т --а 2 га 8 Е 242 -- 2айз -- 29% = 
что можетъ быть только тогда, когда: 


у == ‚ @2==0 , @зз = 0. ‚ @2=0 ‚, а:3=0 , аз=0 


но въ этомъ случаЪ уравнен!е поверхности не будетъ второй степени. 
СлЪдовательно невозможно, чтобы три корня Х, №, № были въ одно время 
равны нулю. Изъ этого заключаемъ, что въ поверхности втораго порядка, 
существуетъ, покрайней мЪрЪ, хоть одна даметральная плоскость въ ко- 
нечномъ разетояни. 


Поверхности вращенй. 


$ 557. Поверхность вращеная, около извЪетной прямой называемой 
осью вращенля, есть такая поверхность, которой пересЖчене съ ИлОСКоСтью 
перпендикулярной къ оси вращен1я есть всегда кругъ, коего центръ на-. 
ходится на оси. 

Если уравнеюше второй степени, выраженное въ прямоугольныхъ 
координатахъ, можетъ быть преобразовано въ форму: 


01127 - 002? -|- бзз2? -- 20445 -- 29049 -- Зазаё -- 04 ==0 (56) 


въ которой два коэфищента при перем$нныхъ въ квадратЪ равны, то это 
есть поверхность вращеюмя. Пусть напримЪръ: 1! =. Полагая 2 = 
пересВкаемъ поверхность плоскостью перпендикулярною къ оси и про- 
экщя этого пересЪченя на плоскости (ХУ) будетъ: 


она (у? -- 22) -- 2 4х -- Заоау - аз? Е Заз4Ё -- 4 ==0 (57) 
Очевидно, что это есть кругъ, коего координаты центра 


4 454 


“11 11 


независять отъ К; сл$довательно пересЪченйя поверхности съ плоскостью, 
которая перемфщается параллельно плоскости (ХУ), суть круги, коихъ 
центры находятся на прямой параллельной оси Й и коей координаты 


4 


з & 
точки перес$ченя съ плоскостью (ХУ), суть:— а -** . СлЪдователь- 


п м 
но ось вращеня поверхности есть эта прямая. 
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Обратно, если общее уравнене второй степени представляеть по- 
верхность вращеня, то ему можно дать форму (56). Въ самомъ дЪлф, 
возьмемъ за ось 2 прямую параллельную оси вращещя, а за друйя дв\ 
оси перпендикулярныя прямыя. Пусть въ этомъ предположенли уравнене 
поверхности будетъ: 


91 2*-- аз? за" 20 лу-- 20 за2-- Заозуг-- 20а 2ау--2азаа--о4=0 


Проэкця кривой пересЪчен1я этой поверхности съ плоскостью 2 = на 
плоскости (ХУ) будетъ: 


12 9озу м 2 оту--2и зи ж- 23 КУ На ау-Е а -Назз 4. ==0 
чтобы это уравнеюте представляло кругъ необходимо: 
1 == 922 , б2==0 


Если К будетъ перемЪнное, то предъидущее уравнеюше должно предетав- 
лять круги, коихъ центры находятся на одной и той-же прямой; но ко- 
ординаты центра суть: 


_ изб 3 


1 1 “1 


СлЖдовательно мы должны имфтТь з=0, оз =0. Такимъ образомъ въ 
уравнеми нфтъ членовъ #29, 92, 22, а коэфищевты при 4? и у’ равны, 
сл®довательно оно имфетъ форму (57). 

$ 558. Мы видЪфли, что уравнеше поверхности втораго порядка, 
отнесенное къ прямоугольной систем координатъ: 


из 2? -[ аоз У -- азз 2°-- 
-- 2аожу--2 а ха--Заззуе-- 2 ах + 2ау--2азаа-Наа = 0 (58) 


подстановленями вмЪесто х, у, 2 выражетй: 


деоза, 4 608 а Г 2603 03 
д с03 8, + ус03 В» -- 2603 63 (59) 
х с08 "1! Е У 608 3 - 2 608 в 


ГДЗ 9, В, 1; ба, во, То; бв, вз,1з Суть направленя злавныхь осей, преобра- 
зуется въ: 


№22 -- А у? Г 2942 -Г 244 у | аа - аа =0 (60) 
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Если теперь корни А, и ^, будутъ равны, то уравнене (60) будетъ 
предетавлять поверхность вращен1я, какъ мы показали въ $ 557. 


Но если уравненше (16) имфетъ двойной корень, то имФемъ (30): 


__ 12913 — 2 __ 912 @23 __ бе (Из 033 


СИ | 
153 Из (Ио 


(61) 
слфдовательно это есть услове, необходимое и достаточное, чтобы урав- 
нене (58) представляло поверхность вращен!я. Мы видЪФли ($ 557), что 


одинъ изъ двухъ равныхъ корней, напримзръ, ^,, равенъ выраженямъ (61), 
ел ловательно имЪемъ: 


__ а @13з (о 423 __ @1з @23 / 
ИА — о @ — А д 083 —Х ее (62) 
(153 (Из (о 


подставляя эти выражен1я въ уравнешя (13), найдемъ, что эти три урав- 
нен1я тождественны: 


(2 из 60$ 91 -- ао 3 С05 В, -- @з @зз 608 \ = 0 (63) 


Откуда видимъ, что главныхъ направлен, соотвЪтствующихъ двойному 
корню, есть безчисленное множество и веЪ онф, очевидно находятея въ 
плоскости: 
12 из 2 -- 912 аз У -- азазз 2 ==0 (64) 
ИЛИ: 
уе 


— =0 (65) 
(03 т 


Вс эти направлевая перпендикулярны къ направленю аз, Вз,\з опредз- 
ленному третьимъ корнемъ 2. 


Сопряженная направленю 04,8,“ даметральная плоскость, какъ 
мы видфли есть (34): 


№: (1 с0заз —- у 038. -- 2 в05\3) -— а! 460308 -- @246038з —- а346033 =0 (66) 
которая сдфлается, если вмЪето с0$ оз, с05 Вз, с057з подставимъ выраже- 
н1я (23): 

№3 за 32 -- а, 2@эзу —- @ з@2з2) -- ио@збиа -- @о@2з@о4 Е и заза =0 (67) 
ИЛИ: 


(68) 


у 1 [ ба 34) 0 


аз бз @2 № \@53 @з 413 
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слфдовательно ось вращеня будеть перпендикулярна къ этой плоскости. 
Если поверхность будетъ центральная, то координаты центра удовлетво- 
ряютъ уравнен!ямъ: 


11 -- @1 29 -[ @1з2 -- а = 0 
а -- а229 -Е аэз2 -- аэ4 = 0 
аз 2 —- @з29 + азз2 -- аз4 = 0 


подставляя вмЪето (11, ао, азз ИХЪ выражевня (62), найдемъ: 


си 4 3% Е и2а2зу -Ё @1 з@2зё -- аз (Мх-Е 14) =0 
оби зх -- а эаэзИ | @з@2з2 -Е @з (му -Е а24) =0 (69) 


12132 -- а1за2зу -- @из@азё -Г а (№2 -Ё аз) =0 
Сл$Здовательно координаты центра удовлетворяютъ уравненямъ: 
(123 (12 -- 14) == @1з о 9 -- 924) == @1о (^12 #-Е аз) (70) 


которыя предетавляютъ прямую, проходящую через центръ и перпенди- 
кулярную къ д!аметральной плоскости, сопряженной направлен!я аз, Вз, з. 


Условя (61) невозможны, если какой-нибудь изъ коэфищентовъ ао, 
(из, @2з равенъ нулю, но если два изъ этихь коэфишентовъ равны нулю, 
наприм ръ а. =0, а: =0, то уравнеше (15) сдЗлается: 


(а: —^) | (432 — №) (азз — А) — 493} —0 (71) 


Одинъ изъ корней этаго уравиеня есть и; и если онъ удовлетворить и 


уравнение: аи | | | 
| (@22 — №) (@зз — ^) — аз = | (72) 


то ОНЪ будетъ двойной корень; поверхность’ будеть поверхностью враще- 
шя, если при условяхъ си. =0, из ==0 имЗемъ: | 
_ Ч? == (11 — @22) (т — @2з) 
Второй корень квадратнаго уравневшя (72) будетъ: 
(25 + 433 — 11 


подставляя его въ уравневя (12), Аба, Уравнен1я для мы 
направлен1я оси вращеня: 


. и. 6088 = 605 
1 — @22 @ 23 


24 ® 


= 0 
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_$ 559. Если поверхность будетъ поверхностью вращен!я, то всякая 
плоскость перпендикулярная къ оси вращенля, пересЪкаетъ ее по кругу. 
Если въ круг проведемъ, какую-нибудь хорду, то плоскость, проходящая 
черезъ ось вращения и середину хорды, перпендикулярна къ хордф, сл\- 
довательно каждую плоскость, проходящую черезъ ось вращен!я, можно 
разсматривать, какъ злавную. Это замЪчан!е сейчасъ даетъ услове (61). 
Въ самомъ дфлЪ, выражая, что уравнен1я (13) 8 546 тождественны, такъ 
какъ есть безконечное число мавныхь направлений, будемъ имЪть: 





1 — А _ @ __@1з и: —Х _ @12 _ ИЗ 
2 аз — А 453 ИЗ аз  @з3— А 
откуда: 
20 | @12 @23 ‚ _ @13@28 
т А , бо АННА, А 
23 ИЗ (Ио 
исключая ^, найдемъ услов1я (61): 
2013 (И 2423 __ 323 
1 == @23= Оз ==? 
(3 бл з 12 


8 560. Такъ какъ кубическое уравнене (16) 8 546 имЪетъ веегда 
три корня дЪйствительные, то можно судить о род поверхности по зна- 
камъ его членовъ. 

1. Если вс члены въ уравнеюши положительны, то вс его корни 
будутъ отрицательны, если же знаки идутъ по ‘перем$нно, то вс его 
корни будуть положительные (теорема Декарта). Въ обоихъ случаяхъ по- 
верхность будетъ или дфйствительный или мнимый эллисоидь. 


2. Если знаки расположены не въ вышесказанномъ порядкЪ, то 
каждой перемзн$ соотвЪтсетвуетъь положительный корень, а каждому пов- 
тореню знаковъ— отрицательный. СлФдовательно въ этомъ случа$ поверх- 
ность будеть одинъ изъ зийерболоидовь. 

3. Если въ квадратномъ уравнени, въ которое обращается кубиче- 
ское, въ неимфющихъ центра поверхностяхъ, знаки членовъ одинаковы 
или идутъ попербм%нно, то поверхность будетъ, въ первомъ случа» пара- 
болоидь эллиптический а во второмъ параболоидь зиперболическаи. 

4. Для цилиндрическаю параболоида кубическое уравнеше обра- 
щается въ уравнеше первой степени, такъ какъ два его корня равны 
нулю. | | 
Пр. 1. Какая поверхность представляется уравнешемъ: 


722 -- бу? -- ба? — 4ту — 42 —6=0 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРТЯ. | 38 
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Соотв}тствующее кубпческое уравневе будетт: 
А’ — 18)? - 99^ -- 162 =0 


Знаки идутъ поперем$нно, слфдовательно это одинъ изб эллинсондовь. Корни этого 


уравнения суть: | 
=8 ‚, №=6 ‚, \№=9 


Преобразованное уравнене будеть:. 
32:2 -|- 6? -|- 92 = 6 


2 2? -|- 322 =9 


ИЛИ: 


эллипсоидъ, коего оси суть: 


а = УЗ . ОИ: [И 2 





Пр. 2. Какую поверхность представляетъ уравненле: 
1152 -- 10? 622 — 12жху -- 4х2 — 8уг — 18 =0 
Соотвфтствующее кубическое уравненле будет: 
№8 — 271 )2-- 1807. — 324 =0 
По знакамъ это одинъ изъ эллипсоидовъ. Корни этого уравненя суть: 
№=3 ‚, \№=6б6 ‚ )=18 


Преобразованное уравнение: 
22 -- 292 - 62° =4 
эллнпсоидх. 


Пр. 3. Какую поверхность представляетъ уравнение: 
15? —- 13? - 62? -- 24ху — 12хг -- 12уг - 84 =0 
Кубическое уравнене будетъ: 
8 — 343) — 2058 —=0 
Корни этого уравненя суть: 
| м =-—7 , №=-М , ж=42 
Преобразованное уравнене: 


22? -|- 29? — 32? — = 12 


—. 


Это будетъ однополый или двуполый гиперболоидъ, смотря по знаку второй части. 


Пр. 4. Какую поверхность представляетъ уравнен!е: 
25? -- ЗУ? -- 42? -- 6бху -| 8х2 + 4у2 —8—=0 
Кубическое уравнеше будетъ:. — 
№ 9—8. -20=0 


Въ этомъ уравнеши два корня положительные И одинъ отрицательный, АОИ 
тельно это одинъ изъ гиперболоидовъ. | 
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Пр. 5. Какую поверхность представляеть уравневе: 


52? — 12 -- 22 -|- 4ху - бл | 2х + 4у-- 62 —8—=0 
Кубическое уравненше будеть: 


№ — 5) — 14) =0 
ИЛИ: | 


А — 5 — 14) =0 


Одинъ изъ корней равенъ нулю, слфдовательно это одинъ изъ параболоидовъ. По 
знакамъ квадратнато уравнен1я — это параболондъ гиперболичесый. Корни кубиче- 
скаго уравненя суть: 


\ =0 $ 2 =1 3 3 =—2.. 


Преобразованное уравнен1е поверхности есть: 


72? — у? = я 
и 14 


$ 561. Вотъ еще одно доказательство дЪйствительности корней кубическаго 
уравнения (16) $ 546. Пусть два его корня будуть: 
№2 = а. 65 ‚, 7: =а, — 65 
трет! всегда д№йствительный. = 


_Уравненая (12) $ 546 дадутъ, очевидно, для косинусовъ угловъ главныхъ на- 
правлен!й, выражен1я формы: 


603 @, = д +0 ‚, 6038 =б ол ‚, 6031, = р 0 
С08 23 = М, — 5 ,‚ 608 В = 6—0 ›, 603], =0, — 91 
Но въ этомъ случаЪ услове: 


03 9, 039; -- соз В, совВз -Р соз *[› с0з-{; = 0 

обращается въ: 

и -Е у’ -- Е ы *»-Е д’, = 0 
оо 


И Это возможно только при услов!: 


№ =0’, У. = 0 9 5, =0 р ш, = 0 р =0 ,. 0, =0 


Но при этомъ значен1и нельзя удовлетворить уравнен!е: 


03° ©, -|-- ©0328, -- соз?у, = 1 


Слфдовательно невозможно, чтобы кубическое уравнеше имфло мнимые корни. 


38* 
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ГЛАВА ХХХУГ. 
Свойства центральныхъ поверхностей. 


$ 562. Теперь остается изелЪдовать отдЪльно свойства, каждой ИЗЪ 
пентральныхъ поверхностей и поверхностей неимъБющихь центра. Мы ви- 
дли, что уравнен1я всЪхъ центральныхъ поверхностей приводятея къ 
формЪ: 
В. Блу? - Вне? = Н 


Если Н есть величина постоянная, а коэфищенты 61,622, 6зз будуть 
всЪ три положительные или отрицательные, то поверхность будетъ, въ этомъ 
селучаЪ, эллипсоидь дъйствительный, а во второмъ эллийсоидь мнимый. 


Если два изъ коэфищентовь В, 62, 633, каке бы то нибыло, бу- 
дуть положительные, а одинъ отрицательный, то поверхность будетъ одно- 
полый терболоидъ. 


Если одинъ изъ коэфищентовъ вла, 622, 6зз, какой-бы то нибыло, бу- 
деть положительный, а два отрицательные, то это будеть двуполый и 
дерболомдъ. 


Эллипсоидъ. 


< 563. Въ $ 553 мы дали уравненцо эллипсоида слЪдующую форму: 


г 
[5 


пе, № 
эты+а-! | 
ИЛИ. 
| 2 с? -- а?с2у? -|- М — 22? (2) 


Полагая въ уравненши (1): 


найдемъ: 


==Ра ‚, у=-Ь , = 


Это суть точки 4 и А', Би ВБ, СиС, въ 
А у которыхъ координатныя оси Х, У. 7 (фиг. 162) 
ветрзчаютъ поверхность. з 
С `Эти точки называются вершинами эллип- 
соида, при чемъ 2а = АА называется боль- 
щею осью, "а = ВВ— среднею, & 2 = ОС'—малою, если а>Ь > с. 
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$ 564. Если вместо координатъ 4, у, 2 подетавимъ въ уравнеше (1): 
д==рс08% ‚, у=р605В ,‚ 2==р60$\ 


то найдемъ, замЗчая, что: 


60520 -- ©0528 -- с0824 = 1 
слфхующее: в ых 
1 1 1 1 


"и 5—8) Вх (==) г р 


1 ] 
Такъ какъ, по условю, а>ф > с, то т > и <а > о слЪдовательно хва 


поел дн1е члена второй части уравненйя (3) суть всегда положительные, 
& вторая его часть будеть найменьшая, когда: 


6058 =0О и с03У=0 


т. е. когда направленте рад1уса вектора р совпадаетъ съ осью Х. Но, 
когда вторая часть будетъ найменьшая, то р = а будетъ найдбольшиее, слф- 
довательно вершины Аи А эллипеоида суть самыя отдаленныя точки 
отъ начала координатъ или отъ центра. Легко р, что Си С будуть 
самыя ближайпйя точки отъ центра поверхности. ‘. 

; 75 565. Если въ уравнении (1) сдФлаемъ, НЕ о 8—0, у==0, 
х=0, то найдемъ перес$ченя поверхности съ координатными плоскос- 
_ ТЯМИ ХУ, ХЕ. УЕ 


а?‘ 62 


у. м. 22 2°__ 42 ОЙ ах 


это суть эллипеы, проходящле черезъь вершины эллипеоида. Полагая въ 
уравнеши (1) 2==о, найдемъ: 


и2 


12 О 
ты 1— 


ИЛИ: 


СлЪдовательно перес$чене эллипсоида съ плоскостью 2==0 есть эллипеъ, 


коего оси суть: | ы 
2 2 
и ли жь © ое (6) 
2 о 
С > | 
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Пока & «с эллипеъ будетъ дЪйствительный, его оси будутъ уменьшаться, 
по м5р$ возрастан1я & отъ нуля до с. Въ вершин% эллинеъ обращается въ 
нуль, а затфмъ для всЪхъ значенй а > с будетъ мнимый. Поверхность 
не распространяется дальше вершины С. Точно таке-же результаты по- 


лучимъ, перес$кая эллипсоидъ плоскостями параллельными плоекостямъ 
ХГи УХ. 


Найдемъ теперь перес$чене, какой-нибудь, плоскости: 





(7) 


съ поверхностью. Подставимъ вмЪето 2 въ уравнеше (1) его выражене 
(7), то найдемъ: 








+ ВЕ 1 (8) 


Составляя выражеше 07. — 01а. ($ 236), найдемъ: 


2 
— (2+. р 1262 а яв) (9) 


величина всегда отрицательная, слЪдовательно уравнение (8) предетавляетъ 
эллипсъ на плоскости ХУ, каке бы нибыли коэфищенты х,В,у. Но этотъ 
эллипсъь есть проэкшя кривой перес$чен1я плоскости (7) съ поверхностью 
(1), которая, очевидно, будетъ также эллипеъ. СлЪдовательно перес чене 
всякой плоскости съ эллипсоидомъ есть эллипеъ. Откуда заключаемъ, что 
эллипсоидъ есть замкнутая поверхность. 


ЗамЪтимъ, что эллипсы, полученные отъ пересфченя поверхности 
параллельными плоскостями, подобны, такъ какъ члены второй степени 
ъ уравненши (8) не зависятъ отъ 1, съ изм ненемъ котораго плоскость 
(7) переносится параллельно самой себЪф. Это свойство принадлежитъ 
всфмъ поверхностямъ втораго порядка. ` 


$ 566. Круювыя съчешя. Пересфчемъ эллипсоидъ плоскостью, про- 
ходящей по средней оси 6. Если эта плоскость совпадетъ съ плоскостью 
ХУ, то оси эллипса будутъ а и 6, а если плоскость совпадаетъ съ плос- 
костью УХ, то оси эллипеа будуть Ви с. Ось В остается постоянною, а 
другая будетъ изм$няться съ наклонен1емъ плоскости сВченля отъ с до а, 
слфдовательно есть такое . положене сЪкущей плоскости, при которомъ 
другая оеь эллипса будеть равна 6, а если обЪ оси въ эллиисЪ равны, 
то онъ будеть кругомъ. | 

Итакъ видимъ, что есть такое положене. сЗкущей плоскости, при 
воторомъ перес$чене ея съ эллипсоидомъ есть кругъ, Если есть хоть од- 
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но положен1е с$кущей плоскости, которое даетъ кругъ, то пересЪченя 
веЪхъ плоскостей, параллельныхъ этому направлен!ю плоскости, съ поверх- 
ностью, будутъ круги, такъ какъ выше замфтили, что веЪ сЪченя 
параллельными плоскостями подобны. — 

Уб%дившись въ этомъ, пересЪчемъ эллипеоидъ плоскостью, проходя- 
щей черезъ его центръ и положимъ, что это сЪченле есть кругъ, коего 
радлуеъ назовемъ г. Этотъ кругъ будеть находиться на шарЪ, коего центръ 
находится въ началЪ координатъ, а уравнене есть: 


д? уз 22 == 92 
или; 
22 9? 22 _ | 
ятят = 


Если это уравнене вычтемъ изъ уравненя (1), то найдемъ: 


“(в-п) + (в-пв)-+#(а-п)=0 09 
Это есть уравнен!е` поверхности, проходящей черезъ перес$чен1е эллип- 
соида съ шаромъ, а какъ оно однородное и втораго порядка, то это ко- 
нусъ, коего вершина находится въ центрЪ. Чтобы эллипсоидъ и шаръ 
имфли перес$чешемъ кругъ, необходимо, чтобы конусъ (10) преобразовал- 
ся въ двЪ плоскости, проходяшия черезъ начало, а это требуетъ, чтобы 
одинъ изъ членовъ уравнен1я конуса (10) исчезъ. Одинъ изъ членовъ 
исчезнеть если ПОЛОЖИМ У==а, у==6, у==с; при этихь положеняхъ 
уравненя конусовъ сдфлаются: 


рол 
[в =) (я) 


‹ > де г © > че ао ти —- м 
лены Е а ы > 


= = ^* =. 


Ре 1 ии 1 м 


кии ^” 


=. а т . | 
2 2 — 
И Ее 
| с? у р? С? 


полагая «а >Ь>с первое и третее уравненя представляютъ мнимыя 
плоскости, а второе преобразуется въ форму: 


№ 2 и 
@ С 4—5 А 


которая представляетъь двБ плоскости, проходяшия по средней оси по- 
верхности. | 
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Если означимъ черезъ ф наклонене этихъ плоскостей къ плоскоети 
ХУ, то будемъ имЪть: 


— -- Г— с ЕЕ. а? — В? 
608 ф = ъу Ре эф == И (13) 


а сл довательно: 


о 
2 8 (14) 
Изъ этого видимъ, что въ эллипсоид$ есть два ряда сЪченй, дающихъ 
кругъ. Плоскости сЖченй параллельны средней оси Ь и наклонены къ 
плоскости ХУ подъ углами (14). 

^ Когда плоскости круговыхъ "Чье будуть переноситься, отдаляясь 
ОТЪ и. параллельно самимъ себЪ, то круги будутъ дЪлаться все мень- 
ше и меньше, наконецъ, когда плоскости сЗчеюй коснутся поверхности, 
то круги обращаются въ точки, которыя называются крумячками. эллил- 
соида или омбиликами (от с, рошё ош са); такихъ круглячковъ На 
поверхности эллипсоида четыре. Координаты этихъ точекъ легко найти. 


Легко видЪть, что круглячекъ будетъ находиться на эллипс$: 





Гон о (15) 


въ конц д1аметра, сопряженнаго д1аметру равному В въ эллипе% (15). 
Но мы знаемъ, что: 


- 9 9 

а? — с? , 

рам 2 
а 


2 _— 18 9: ле 
= -а1/ 8, у=о , и=-ел/ “8 (16) 
о 2 : о: 
а?— с? ^ а? — с: 


суть координаты четырехъ круглячковъ. } 
< $ 567. Если въ ‘уравнеше (1) эллипсоида а =—=6, то оно биелея 


Ру 


а. -; 


а — 625 = а — 


откуда: 


нее 


изъ котораго видимъ, что ве плоскости перпендикулярныя къ оси Я 
перес$каютъ поверхность по кругамъ, слЪдовательно поверхность есть 
эллипсоидъ вращенля около оси #. 


Если: 
@а=е=с 
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то эллипсоидъ будетъь шаръ: 
д? у? -|- 22 = а? 


Если с == со или корень уравневйя (16) 8 546, \. =0, то эллипсоидъ об- 
ралкается въ эллиптичесюмй цилиндръ: 


о о 
> У —1 
а 6? 


Наконецъ, если и другой корень А. =0, то будемъ имЪть дв плоскости: 
х=-а 


_8 568. Координаты точекъ поверхности эллипеоида заключены въ 
пред$лахъ а, В, — с. 


Поэтому можно положить: 
#=0.605% , 1у==6.60$В ‚ 2=6.6084 
подставляя въ уравнеше (1) найдемъ, что: 
60524 —- ©0528 к 6052 = 1 


откуда видимъ, что ©, @,'{ суть углы, которые составляетъь съ координат- 
ными осями прямая, проходящая черезъ начало, къ нзкоторой точк$ по- 
верхности. Каждой точкЪ поверхности соотвЪтетвуетъь прамая (о, В) и 
обратно. Въ вершин А, гдЪ х=а, у=0, 2=0 имфемъ: 


6054 =1 ,‚ 6058 =0 , в03у=0 


слФловательно прямая направляется по оси Х. Но это исключительный 
случай, въ которомъ прямая проходить черезъь соотвЪтственную точку 
на поверхности. `. 


< Если черезь центръь проведемъ дв перпендикулярныя прямыя 
} ] | й И И 5 з 
(«, Вт), (&,В,\), то: 


03а’ 608” -- 60$ 8' 603 В" -- с03' 6084" =0 (17) 


а соотвфтетвующ!я точки (29121), (15 Уз 22) удовлетворяють уравнеше: 


) 


21% | 9192 | 2122 | 
а Ты Ра —° (8) 


Обратно, если координаты двухъ точекъ на поверхности удовлетворяютъ 
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уравнене (18), то соотвфтетвующйе углы будутъ удовлетворять уравне- 
не (17). Длина д1аметра, проходящаго черезъ точку (212), будетъ: 


= Ну 2 = 4760874! Г 676058 -[ со 


о, ь и 7 называются умовыми координатами: | 
8 569. Касательная плоскосать. 
оеоой плоскости къ поверхности втораго порядка [=0 въ точк 


(у 2): 





@— т) ши) +2) =0 (19) 
откуда для эллипсоида имъемъ; 
—2 И ы а (20) 
ГДЪ: 
= -- у —|- г =1 (21) 


Еели точка (129,2) не удовлетворяетъ уравнене (21), т. е. если она нахо- 
дится внЪ или внутри поверхности, то (20) будетъ уравнеше полярной 
плоскости, коей полюсъ есть точка (мил). 

Въ угловыхъ координатахъ уравнене (20) сдфлается: 


— вова! -- 7 008 Р-Н 0087 =1 (22) 


Означимъ черезъ р перпендикуляръ, опущенный изь начала координать 
‚на касательную плоскость (20), Пусть а, В,у будутъ углы, которые р с0- 
ставляеть съ осями Х, У, И, то уравнеше касательной плоскости можно 
написать такъ: к | 
д 605% -- усоз В 26057] =р (23) 


Сравнивая съ (20) и (22), найдемъ: 























ж __ 6039 у _ 6058 д _ 6081. (24) 
Ча > Ты, ” 
Ч р ° р С р 
608 с 03 с усе 
зи _ 6084 603 _ 6058 605 ^_ 6057 (25) 
а < р г О р 
откуда найдемъ: 
Тб, ру + и 1 60а + Бык Е 0877 (26) 


Въ $ 514, (36) мы нашли уравнене 


о$Р 
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_ Предложене. Если изъ центра эллипсоида опустимъ перпендикуляры 
на три перпендикулярныя между собою касательныя плоскости къ по- 
верхности, то сумма квадратовъ этихъ перпендикуляровъ будетъ величина 
постоянная. 


Доказательство. Пусть в, В, 1; 2, Во, 12; @з, Вз, {3 будуть направ- 
лен1я трехъ перпендикуляровъ р, 2, рз, то будемъ имЪть (24): 


р == 226052, -- $20528, -- с2е052 
ро == 2260580 626052 Во —- 626082“ а 
р; = а2с05?аз -- 9260328. - с2с082 у 


складывая и замЪЗчая, что: 


60520, —- с0520% —|- ©05@3 = 1 
наидемъ: | 
вр, + 3 = Не? (27) 

Съдстве. Отеюда слфдуетъ, что геометрическое мЪето вершинъ 
прямоугольнаго треграннаго угла, описаннаго около эллипсоида, есть 
шаръ, коего радусъ есть Иа? Ъ2- с?. 


$ 570. Нормальная лищя. Перпендикуляръ къ касательной плоскости 
вь точкЪ касамя называется нормалью къ поверхности. Его уравненя 


‘суть ($ 515): 





Юм У 8 #1 





=“ м = (28) 
ИЛИ. 
| а? | 62 | 
(х—ж)— =) — = (@—а)— | 29 
НУ {9 Чу, ( 2; (29) 


_ Задача. Сколько можно провесть нормальныхъ ли къ эллипсоиду 


‚черезъ данную точку вн е!0? 


Рьшене. Пусть координаты данной точки будуть х’, у’, 2’. Черезъ точку 
(хуг) проведемъ нормаль къ поверхности, пусть ея точка ветрфчи съ 
поверхностью будеть (212,). 


Координаты м, у, 21 будутъ удовлетворять уравневя: 


Е Уф ВЕ 22 3/2 =. 

о ТЕ и , ПН - = (30) 
а 1 21 @ Ь (7 
- 0 с? 
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Пусть: 
| 
О Я 8 — 21 1, 

п У г 

а? 62 6: 
откуда, найдемъ: 

ах 62 у 6227 
ИЕ › ИЕ › АЕ (1 
ай 2% я -НЁ | 


подставляя эти выраженя въ уравнен1е эллипсоида, найдемъ: 


д? 62" с? = 
а Г ЕО 1 
ИЛИ; 


(@ Е Е) (6-Е)? (62 - #2 — а? (6 -- В) (6-6) — 
— 2 (42-1 (3 у о -- В -- В = (82) 
Это уравнение шестой степени относительно &, оно всегда иметь два дЪй- 


ствительные корня, такъ какъ, полагая послфдовательно # = — со, — а*, 
—- <>, получимъ результаты: 


Перенося начало координатъ въ точку (5у2’), назовемъ новыя коорди- 
наты точки (21/2) черезъ и, 0, №, то уравнеюя нормали сдфлаютея (28): 





в оба 
их оу и- 
а? 02 В 


откуда получимъ: 


и(е--у) сих и(в--2) _ и(и-рх) и (ю--2) _ %(%5-гу) 
с к пати Рае, 


а 2 р- 
или: 
— (4? — 6?) о = 925% — уи 


(6? — а?) иш = фи — сии 
(62 — с?) уд = су — 6% 
Умножая эти уравненвя на 2’, у’, м’ и складывая, найдемъ: 


ж (62 — 6?) и у (6 — а?) и Е 2' (а? — 62) и =0 
ИЛИ: > в в 


ии еуЕ у — а?) же 2' (а? — 5?) ху =0 (33) 
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а это есть конусъ (34) 8 535. Сл$довательно черезъ данную точку виъЪ 
эллипсоида можно провесть шесть нормальныхъ лиюй къ поверхности, 
изъ коихъ двЪ всегда дЪйствительны: вс№ шесть нормальныя ливни ле- 
жатъ на ие конуса, коего вершина находится въ данной точ- 
К д,у,г. 

$ 571. Дзаметральная плоскость. Если черезъ ‚В,‘ означимъ нап- 
равлен!е прямой, проходящей черезъь центръ эллипеоида, то уравнен!е 
д1аметральной, сопряженной этому направлен, плоскости будетъ: 


сз 0089 -- = 1 0088 -- 5 081 =0 (34) 


Пуеть ,9,,2 будутъ координаты точки ветрзчи прямой («3 1) съ поверх- 
ностью, то: — 
2 у 21 














— — 5 
с08 % с05 В ©08у ео 
откуда уравнене (34) сдЪлается: 
И а Ул паж» ета 0 
по с | о 


Это уравнене плоскости параллельной касательной плоскости въ точкЪ 
(я: 2,). СлЪдовательно д1аметральная плоскость, сопряженная направле- 
ню, соединяющему центръ съ точкою касавя, параллельна касательной 
плоскости. 

Если черезъ о, означимъ полудламетръ, проходяший черезъ точку 
(*у,2,), то будемъ имЪть: 


2] =: 6089 ‚, = , == 608" 


гдЪ © ,В,,`! есть направлене $. Подставляя эти выражения въ уравнене 
эллипсоида будемъ им$ть: 








1 605 ыы е в 60$ {1 | р. 
р ее т. = < 


Возьмемъ еще два полудаметра с» и рз и положимъ, что р, ро, рз, пер-. 
пендикулярны между собою. Пусть направленя ©» и ©з будуть: 4», №, 1з; 
93, Вз,`з, ТО будемъ имЪть также слфдующее: 





с ВН 
62 
(38) 





] Же а ие гы о. 
с 3 Ве, 3 жа 3 
- 
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Складывая (37) и (38), найдемъ: 


я ея +9 (9) 


СлФдовательно сумма квадратовъ обратныхъ величинъ трехъ перпендику- 
лярныхъ даметровъ есть величина постоянная. 


У 572. Пусть 20, 2, 2а будуть длины трехъ сопряженвыхъ дйа- 
метровъ эллипсоида, т. е. такихъ д1аметровъ, каждый изъ которыхъ есть 
сопряженное направлене д1аметральной плоскости, проходящей черезъ 


два друге. 


Пуеть (2142), (2 Уз 2%), (13 Уз2з) будуть точки встрЪчи этихъ д!а- 
метровъ съ поверхностью. Если выразимъ, что д1аметральная плоскость: 


- и и - —0 


сопряженная первому даметру, заключаетъ два друге, то будемъ имЪть: 


2, +7 аа С => 


(40) 
в - 9. и + и ( 


Точно также, если д1аметральная плоскость сопряженная второму дламетру: 
жити о 


проходить черезъ третйй, то: 


в. 2:8. ых а в = | (41) 


————— 


Въ угловыхь координатахъ уравнен!я (40) и (41) сдЪлаются: 


08 01 603 2 —|-- 036, с0з В. -- ©0581 608 а == 0 
с08 а; с08 аз -- е05 В е0з Вз -{- е08 608 13 == 0 (42) 


608 92 С05 9; —- ©08 Во с08 В -- с08 {2 608 з == 0 


такъ что направленя (м, В, ), соотв тетвующая (ХЛ 2), (22уэ22) и (хзУзёз), 
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трехъ сопряженныхъ д1аметровъ, перпендикулярны между собою и мы бу- 
демъ имЪть: 

60520, —— с0328, - с08°\ =1 

605242 —- ©0528, -- 0321 = 1 

с05?аз —- ©0826% —- 0823 = 
а также и: 

соз20 -- с032а, —— ©0808 = 1 


20328, -|- е05265 —|- 0828; = 1 
6082-71 -- ©0822 -Е ©0823 = 1 


$ 573. Вь $ 543 мы видфли, что всякая центральная поверхность 
будучи отнесена къ какому-нибудь полярному тетраэдру, коего одна изъ 
граней находится на безконечности, имЪетъ форму: 


Аз? -- Бу? -- (2? =Н 
ИЛИ: : 
2 2 о 
а? к 2. т 67°) 
СлЪдовательно уравнене поверхности имфеть такую-же форму, только 
координатныя оси не перпендикулярны между собою. Величины 24а, 26,24, 


суть длины сопряженныхъ даметровъ. 


Если и, 6, а суть длины сопряженныхъ полуд1аметровъ, то имземъ: 


а? = 2260320. -- 6260828, -- 676082 
62 = а76052и. | 6208285 -- с2с08 (о 
с? == 22605203 - 6203726; ——- 6260823 


складывая, найдемъ: 
аз, -- 52, 5 = 


такъ какъ направленя в, 81,1; оо, В, 12; @з, Вз,Чз перпендикулярны между 
собою ($ 550). СлЖдовательно сумма квадратовъ трехъ сопряженныхъ д!а- 
метровъ равна суммЪ квадратовъ осей поверхности. 


$ 574. Предложене. Объемъ параллелепипеда, поетроеннаго на трехъ 
сопряженныхъ д!аметрахъ, равенъ объему параллелепипеда, построеннаго 
на осяхъ. 
Доказательство. Въ самомъ. дЪл, параллелепипедъ, построенный на 
дламетрахь а,в,‚с: равенъ шесть разъ взятой треугольной пирамидЪ, по- 
строенный на тЪхъ-же д1аметрахъ. = | 
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СлЪдовательно объемъ Г параллелепипеда будетъ: 


и 4 сз 603 60871 
У= 12 4 2›|= абс | 03 ©0385 60311 | = абе 
ТЗ 93 23 60503 60883 ©0873 | 


такъ какъ опредзлитель, составленный изъ косинусовъ угловъ равенъ 
единипЪ. 
$ 575. Если три сопряженные даметра равны, то должны имЪть: 


6080 60$ @а -- с03 В, с0$ В. -- с05`/\ 608" =0 ,‚ 60829 -- с03728, -Ё с05? = 
60501 60$ 03 —— с08 6, с0з В, -— с08 7, ©0$ 3 =0 ,‚ 603200 -- ©0528, - с0824, = 


08 92 С03 03 -- с0$ Во с0$ Вз —— 08 {2 6083 =0 , 6082: -- 0528, - с0523 =1 
И: 
а?с052а, —- 6260526, -- с2с052\ == а2е0$295 —- 6260326, -- с2с0з?уо = 
— 02605293 —|- 6260528‹ -|- с2с03? уз 
Восемь уравнев!й между девятью неизвестными, слЪдовательно есть без- 


численное множество равныхЪъ сопряженныхъ д!аметровъ. Пусть длина од- 
` ного изъ нихъ есть ии, то будемъ им$ть: 


а? = ас052а, —- 6200528, | с26052 

а? = ао?» —- 62608285 —- с*с03е 

ай, = а?соз20 -- 6260528; -- с26082з 
складывая, найдемъ: 


/ За?) — а - с? 


Слфдовательно, концы сопряженныхъ равныхь д!аметровъ находятся на 
перес$чени эллипеоида съ шаромъ: 


Э 9 о 
ата ВОР 
2 у 2 о 


3 576. Задача. Найти оси эллипса, происшедшато оть перес$ченя 
эллипсоида плоскостью, проходящей черезъ центръ? — 

Ришете. Пусть «,В,у будуть углы, которые перпендикуляръ, воз- 
ставленный изъ начала координатъ къ данной плоскости, составляетъ съ 
координатными осями. Пусть р будетъ длина этого перпендикуляра до пе- 
ресъченмя съ поверхностью. Если черезъ а! и В означимъ оси искомаго 
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эллипса, то будемъ имЪть (39) 8 571: 


р. р ] и 



































й + и - РЕ ат а 8 
но: 
1. = сова & соз"В  с05°т 
0? ( 6-40 
слЪдовательно: 
И. $ 1 _ с03%  с03?В  с08% 
а 0. 07 '.6 ‘с? а? р? с? 
ИЛИ: 
] 32а + м и 
а. р * 
Но ($ 569): 
1 1 __ 605%, 6088 |, во 
925 — 0%? №2 1 0% ' а 


| ] 1 | & 
СлЪдовательно р И р суть корни квадратнаго уравнетя: 











Е 1 [эх , 5108 , зу 60520 ‚ 60328 „ 6057 
еж т +95 


в Эа” р? _ 6? 62? ас? &20* 
ИЛИ: 
42605? › [20088 › с2с08 _ О 
0? — 172 2—2 Г 08—47 


$ 577. Мы нашли уравнев!е касательной плоскости въ точв$ (271/21) 
къ эллиисоиду: 


га + р о 


Координаты этой плоскости будутъ: 


к __ 1 Е - д . 91 
от ‚ма 

откуда: фа > 
5 = 475 63 и = . 21 — 66 


Такъ какъ точка (219/12) находится на поверхности эллииеоида, то коор- 
динаты 7,9/,2 должны с уравнеше: 


= ен 
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подставляя выражеюня для д,(,2, найдемъ: 
а? -- 623 -|- 628 = 1 _— (43) 
Это уравнеше эллипсоида въ плоскостныхъ координатахъ. 


Если $,'1, 4 суть координаты касательной плоскости къ эллипсоиду, 
то уравнене точки касан1я будеть: 


а? $ —- 629 —- 6204 =1 (44) 
Если плоскость данная координатамя &,7:, С не касается поверхности, то 


уравнеше (44) будетъ, полюсъ этой плоскости. 


Однополый гиперболоядъ. 


$ 578. Ёогда два корня въ уравнен!и (16) $ 546 положительные, 
то уравнение поверхности имЪетъ форму: 





72 чу? 2? . 
а" (45) 

ИЛИ: 
оса? -- ас? — а262 2? = ас? (46) 


Если въ уравнени (45) сдЪлаемъ, посл$довательно, 2=0, у=0, х=0, 
то найдемъ пересЪ$чен1е гиперболоида съ плоскостями ХУ, ХЯ, УЙ: 


1 , =! =] 


В —* а? с? 2 62 


изъ коихъ первое есть эллипсъ, а два посл ди!я— гиперболы. 


ДЪлая, посл довательно, въ уравнении (45) у=0, д=0; х==0, 2==0; 
х =0, у=0, найдемъ координаты точекъ 
перес$чен1я осей съ поверхностью: 


Фиг. 163. 


т = а у = 6 ‚ 2==0 


) 


Откуда видимъ, что ось Хи о5ь У ветр$- 
чаютъ поверхность, а ось { ее не встр$чаетъ; 
мы будемъ предполагать, чтоа > 6 >> с. Точки 
встрЪчи осей Х и У сеь поверхностью обозна- 
ченныя черезь А, А'; В, В' (фиг. 163) назы- 
ваютъ вершинами зитерболоида. ОнЪ лежать 
въ вершинахъ эллипса: ^ 





о о 
ИАС 
а Ь- 


который называется зорловымь эллипсомь, 
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Чтобы составить ясное представлене о формЪ этой повоерхности, 
пересЪчемъ ее плоскостями параллельными плоскости ХУ. Для этого по- 
ЛОЖиМЪ 2=\, то найдемъ: 


152 4? у? 
вы -тТа 


( 
ИЛИ. 


22 4? 
ке ле —- АЙ —% | (47) 
«* (1+5) #43 


СлЪдовательно проэкщя с$ченя есть эллипеъ, коего оси суть: 


< а 
Ут" И 1+ 


По мЪрЪ удаленя плоскости 2==1, какъ съ положительной стороны 
плоскости ХУ, такъ и съ отрицательной, оси эллипса (47) возрастають 
неопред$ленно, начиная съ горловаго эллипса, который соотв тетвуетъ 
значен1ю  =0. 

Перес чемъ поверхность плоскостями параллельными плоскости ХЯ, 
полагая у==8. Кривая пересЪчевня будеть: 








2 29 2 : 
и 2 
а С 2 _ 
ИЛИ: 
222 | #2 


8? 8 
Я 
Это гипербола, коей оси суть: 


Начиная съ }=0 до В=6 оси гиперболы. уменьшаются и при в=Ь 
уравнение (48) дЬлается: 


(49) 


ИЛИ. 


39* 
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дв$ прямыя. СлФфдовательно пересЗчен!е плоскости у == -Е В съ гипербо- 
лоидомъ есть двЪ$ прямыя лиши. Изъ этого видимъ, что однополый ги- 
 перболоидъ есть такая поверхность, на которой помфщается и безконеч- 
ная прямая. | 

Когда 8 сдЪ$лается больше $, то квадраты осей (50) гиперболы пе- 
рем$няютъ знаки. Гиперболы поворачиваются, т. е. сдлаются сопряжен- 
ными гиперболамъ (49), и ихъ оси возрастаютъ неопредфленно. 

Тоже самое можно сказать и относительно пересчен1я гиперболои- 
да съ плоекостями х = о. Плоскость я = 0 даетъ гиперболу: 

Ш 


и. 
ЗатЪмъ, по мёрЪ возрастав1я о, оси гиперболъ уменьшаются; при == а 
гиперболы обращаются въ двЪ прямыя, а когда я дЪфлается больше а, то 
типерболы поворачиваются и ихъ оси возрастаютъ неопред$ленно. 
Разсмотримъ теперь пересЪчете, какой-нибудь, плоскости: 


2 —=ах-—-ВуУ--\ (51) 
съ поверхностью. Подставляя въ уравнене (45) выражене для 2, найдемъ: 


2 у? (о-в 


— 1 
а? ‘' В? с? 


развертывая и составляя выражене 2» — 1142», найдемъ его въ слЪдую- 
щей формЪ: 


— 





Изъ этого выражен1я видимъ, что пересВчеюше плоскости съ однополымъ 
гиперболоидомъ будетъ эллипсъ, если. 


&22 -|- 622 — с? <0 
это нересЖчене будеть гипербола, если: 
аа? —- 5282 -— > 0 


и будеть парабола, если: 
а2о.? -|- 6288 — с? =0 


Этому послЪднему условю мы удовлетворимъ, если положимъ: 


х = ^ 603 а 
— — 60$. — — ЗШ 
а 7, ’ В т 


-- 
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гдЪ ф есть неопредзленный уголъ. Подставляя въ (51) выражен1я для 
и Ви дЗлая у=0, будемъ имЪть: 
ааа 5 


С 





-— 605 т т 4 (52) 


Откуда заключаемъ, что перо гиперболоида съ плоскостями парал- 
лельными плоскости (52) будетъ парабола. 


# 
=_= 


° 6579. Круювыя съченя. Д%Жлая разсужденя относительно плоскости, 
проходящей по оси а, подобныя тфмъ, которыя намъ показали существо- 
ван1е круговаго сЪченя въ эллипсоидВ, мы увидимъ, что и въ гипербо- 
лоид$ есть такое -же и именно то, котораго плоскость, проходящая по 
оси а будетъь такъ наклонена къ плоскости ХУ, что малая ось эллипса 
пересЪчен1я будетъ равна а. | 


Аналитическое выражен1е для круговыхъ с$чеюшй получится, выра- 
жая, что конуеъ: 


1 ] ] ] 
1:2 2 925 
= и 0 
о т из ] 9 \ с? та 2. 
преобразуется въ дв% плоскости. Полагая, посл довательно, 7? =’, и = 2, 
“2 -=—662, найдемъ плоскоети круговыхъ сЪченй: 


1 Е ] ] 

(и а)и—(я+)^- 
аи а 
(яв) (в )и=0 

ке ТЕ а 
(+ (+= 


такъ какъ мы полагаемъ, что а > 6 >> с, то два поелЗдвая уравненя пред- 
ставляютъ мнимыя плоскости, а первому можно дать форму: 


=, 8 Иа 
С а — 62 


плоскость параллельная оси Х. Изъ этого видимъ, что въ однополомъ - 
Иер омкЬ есть двЪ системы плоскостей, дающихъ круговыя сзчетя. 


8 580. Ассимптотическй конус. Поверхноеть: 


пр о 
ат 3 с ео 
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есть ассимптотическй конусъ; разстоян!е между нимъ и гиперболоидомъ 
уменьшается по м$р$ удаленя отъ начала координатъ по поверхности. 
Это легко показать; вычтемъ изъ уравнен1я гиперболоида: 


2 2 о 
х 2 
аа 
а р С 
урзвнен!е конуса: 
172 4/2 | (2 


Е] 
а? 06° с? 


это даетъ: 
(2 22 
а . 
С й 
откуда: = 
2 
С 
6—2 =— > 
2 


когда 2 будеть возрастать неопредЖленно, то вторая часть будетъ убы- 
вать неопредзленно и на безконечности она слЪлаетея равна нулю; сл$- 
довательно 6 =2, т. е. точки на конус и гиперболоидЪ совпадуть. Оче- 
видно, что весь конусъ находится внутри поверхности. 

Такъ какъ коэфищенты въ обфихь поверхностяхъ равны, то Ихъ 
перес$ченя плоскостью, будуть подобныя и концентрическя кривыя. 
СлЗдовательно плоскость, пересЗкающая конусъ по эллипсу, перес$четь 
по эллипеу и гиперболоидъ; пересЖкающая по гиперболЪ, пересфчетъ по 
гипербол$ и гиперболоидъ. Касательная къ конусу плоскость пересЪкаетъ 
гиперболоидъ по гипербол®. | 

$ 581. Замфтимъ еще, Что поверхности выраженныя уравненями: 

2 2 2 2 2 2 

яя! , фяНыНя-=1 
представляютъ туже поверхность, только мнимая ось въ первой направ- 
лена по оси У, а во второй по оси Х. Если въ уравнен!и гиперболоида, 
а=—=0%$, то уравнен!е: 

ты 
а? с? 

 представляеть гиперболоидъ вращен1я около оси Я. Еели а или ® или с 
равны безконечности, то мы будемъ имфть цилиндрическая поверхности: 

у? 22 м 27 9? 


ТЕ тети 


первыя двЪ суть гиперболическе цилиндры, а третяя эллиптический, 
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9 582. Мы выше видЪли, что на однополомъ гиперболоид$ пемЪ- 
щаются четыре пары прямыхъ лив!й, именно: пересфченя гиперболоида 


еъ плоскостями: 
х==а ‚, у=-Ь 


Посмотримъ есть-ли еще на гиперболоидЪ прямыя, кром$ этихъ поеслЗд- 
нихъ. Для этого попробуемъ помфстить на немъ прямую: 


= а2--В , у=а-б 
Подставляя въ уравнеше гиперболоида: 
а 6 

эти выражевля, найдемъ: 


и 
С? 


Чтобы это уравнене удовлетворялось независимо отъ 2, необходимо имЪть: 


дЯ 48 1 4818 _ ре нс 
Ра я Ры- 0 › гы 1-0 


Изъ послфдняго видимъ, что точка перес$чеюя прямой съ плоскостью 
ХУ находится на горловомъ эллипс$. | 


Второе уравнене даетъ: 


& р и. 
мы И: 
а $ _ 2 8 ас 
В б 68 Г 83 
откуда: 
ве аб ИЕ. 
ооеаы К енг” 


Эти выражен!я показываютъ, что существуетъь двф системы прямыхъ ли- 
ый и только двЪ, которыя расположены по поверхности, ихъ уравненля 
суть: 


0) 2 Бе ааа 
(53) 
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В и 5 уловлетворяютъ горловому эллипсу. Изъ этого видимъ, что на 


Фиг. 164. однополомъ гиперболоидз  существуетъ 
безчисленное множество прямыхъ лиюй 
(фиг. 164). 


формЪ: 





(1 т = т - 608 


(2) т =— 51 -- 205$ , 


8 =2605 9 


у 
Ь 


Если возьмемъ вспомогательный уголь 
ф и ПОлОжЖимМЪ: | 


‚ д==фзт ф 


то уравневя (53) можно написать въ. 


2 
—=— 605$ - зто 


# . 
— - 603 ф тт 


_Съ помощью этихъ уравневй легко провЪрить, что эти прямыя находятся 
на поверхности гиперболоида;: для этаго возвыеимъ въквадратъ (1) и (2’) 


_ И сложимъ, то получимъ уравнене поверхности. 


Для краткости, прямыя на гиперболоил$, мы будемъ называть же- 


_ нератрисами; причину такого названя увидимъ ниже. _ 


\ 


Женератрисамъ гиперболоида можно дать еще слфдующую форму. 


Напишемь уравнене гиперболоида въ форм%: 


откуда: 


возьмемъ дв системы уравненйй: 
[14° 
а ен В 


аа 
(") та ` (1-5), 


Ееаеа- 


чо. 


г А и в суть произвольные параметры, которые опред$ляють дв% сис- 
темы прямыхъ линй. Будучи перемножены, почленно, или уравневя (1"), 
или уравнен!я (2”), дадуть уравнеше поверхности, 
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Если положимъ: 


Х | 


р р 


з 
| 


к. оны ны ыы 
С 3 р к В» а с ) 1 


<< 


то уравневя (1") п (2) сдфлаются: 


(") 4—14.=0, В-В=0 


С | 1 
@”) либо, ВТ А=о 


а уравнене поверхности будетъ: 
А! Бо О. АВ =—0 


$ 583. Черезъ каждую точку на гиперболоидЪ проходять двЪ жене- 
ратрисы, но различныхъ сиетемъ. 


Пусть (219/:2.) будетъь точка на поверхности; Ат, А», р: ‚, Ве с00т- 
вътетвующия значеня А}, 4», В, В». Для опредзленя ЛЗивмы будемъ 
имЪть уравнения: 


дм -о , ВТ Во , АВ =О , ВАО 
съ услонями: | 5” Е 
АВ — АБВ, ни. р (54) 
откуда: 
АЯ А ВЯ о 


но вслфдетви (54) оба \ и оба |. совпадаютъ. СлФдовательно черезъ каж- 
дую точку на поверхности гиперболоида проходитъ по одной прямой изъ 
каждой системы. > 


Я 584, `Женератрисы, принадлежан я одной и той-же систем®, не 
ветрчаются: 


Пусть: 


`А—№4=0 , ЕН 


А; — №4: =0 3 и в=0 
` | | 3 


г 
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уравненя двухъ женератрисъ, принадлежащихъ одной систем$. Если выч- 
темъ почленно эти уравнен1я, то найдемъ: 
фей 
№ — №) 4. = 0 ) ео В =0 
1 2 
а эти уравнен1я могутъ существовать одновременно только при услови. 


А, = Б! =0, что невозможно. 


$ 585. ДвЪ женератриеы, принадлежащ!я различнымъ системамъ, 
встр чаются. 


Уравнене плоскости, проходящей по женератрисЪ: 
а 
А —^А. =0 ) В С 


А 
очевидно есть: 


А; —^4А. ых в) =0 (55) 


гд$ А есть неопред$ленный коэфищентъ. Если эта плоскость проходить 
черезъ женератрису второй системы: 


| Е 
А — р.В, =0 ; В— — Аз =0 
| Ц, 
то мы должны имЪть: 


| 1 
АА) 
Это уравнете должно быть тождественно съ (53), а для ЭТОГО необходимо 
имЪтТЬ: $ =— = Ав. 

ОлЪдовательно об женератрисы находятся въ плоскости: 


Это уравнен!е можно написать въ форм%: 
№ + +ар— №) -—@-+ и) =0 


если подставимъ въ него значения 41, 42, Б;, Во. 
Если женератрисы даны въ формЪ: 


в с08ф - эф 


С 


— с 409 +999 3 
=—=—— в о о э. 


ры 
в 
р Вей 
с $ 


|8 э|3 
я 


= -^. с08 5 
5. фи -- и 
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то услов1е, чтобы плоскость: 
т В ИР 5 : > 
Е 1 ф к + 03$ ше) = 


проходила черезь вторую женератрису будеть: 
ое Е 
__ этФ- тф: 2 
> баре -^. ай _ фо 
2 


СлЗдовательно уравнене плоскости, въ которой находятся об женера- 
трисы будетъ: 





РУ и шой 9 


0-68 о о 


(56) 


$ 586. Женератрисы параллельния. Очевидно, что параллельными 
женератрисами могутъ быть женератрисы, принадлежашя различнымъ 
системамъ. Бе 


Пусть уравнен!я такихъ женератрисъ будуть: 


те. | у 2 | 
— = — — —— — 20 —Г- ЭШ 
т _зтф-- 605$ 25 р ф-| ф 


& 


и, 2. у 2 
= — о зшф: [008 ф $ = 608 1 Г ф 


Если онф параллельны, то необходимо: 


Ш: ф = —91 $; , 608$ = — 505$, 


откуда: 
—ф-|- 180° или ф — ф==180° 


Сл®довательно уравненше плоскости (5 6) двухъ иараллельныхь женера- 
трисъ будетъ: 


2 зто — 9 вв — ^^ 
= Шу — т 0057 со 


о зальаьь + тии не” 


Откуда видимъ, что параллельныя женератрисы находятся въ плоскостяхъ, 
в ——————— 
проходящихъ черезъ центръ поверхности. 
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$ 587. Женератриея перпендик улярниыя. Если женератрисы: 


2 зто -Рс0зФ. : У = — 2 созф зто 
С 6 С 

ий 8. 

НШ и: —- 0$ 9 , т = --- 008 © —[- т Ф 


перпендикулярны, то мы должны имЪть: 
от ф.зт ф, -|- 52608 ф с0$ ф — с? =0 (57) 


Но изъ уравнен!й женератрисъ имЪемъ: 
х РЕ те 2. ий, 
(2 —*з) мя Ф с ов) а аи Ф 
такъ, что с03ф и 054, суть корни квадратнаго обои: 
Е — 603 ‚= 5 — 6032) 


Произведене корней с0зф и с05 $: этого уравневя, очевидно, есть: 


да 22 
м. так @& 
605 Ф 608 ф; = Е | | (58) 
1 — 


Точно также зшф и зшоф, суть корни квадратнаго уравневя: 


же А 
[ м) С (1 — 91120) 


откуда имЪемъ: 


а 
0 = аа 
$1 ф яш ф, = — 5 (59) 
1 -- -з 


ИЛИ: : г 
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откуда: 


Ра — с? 


СлЪдовательно точки, въ которыхъ женератрисы пересЗкаютея подъ вр 
мымЪъ угломъ, находятся на пересЗчени двухъ поверхностей: 


ор р 


шара и гиперболоида. 

° 8588. ВеБ женератрисы однопОлаго гиперболоида проэктируются на 
плоскости ХУ, касательными къ горловому эллипсу. Въ самомъ ДЗлЪ, 
исключая 2 изъ уравнен!й женератрисы: 


а и & | 
У зшф -- с05 $ ’ъ ста ф 
найдемъ: 
т \ { 9 : 1 О 
(2—0?) 60$ © —- ры Ш @ = 
ИЛИ: 


= Я о 
= 608$ 1-3 ] 


а это касательная къ эллипсу: 


$ 589. Геометрическое м$ето прамыхь, Проходящихъ ‘черезъ центръ, 
параллельно женератрисамъ гиперболоида, есть ассимптотичесюй конусъ. 


Уравнен1я, какой нибудь, женератриеы суть: 
46 | 8 
—3. 4 ` пер — — 6 
и 


уравненя прямой, проходящей черезъ центръ, параллельно этой жене- 
ратрис$, суть: 


8 В 
"Фе И 
откуда: 
Бе 92. $ _ 6 & 
р рф а. о 
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подставляя эти -выражетя въ уравнеше $ 582 


62 52 
я т -—! 
найдемъ: 
О 
2 
а, это есть ассимпитотичесвкй конусъ. 

Сльдстве. Три женератрисы одной системы не могутъ быть парал- 
лельны одной плоскости, такъ какъ вЪ противномъ случаЪ три женера- 
трисы ассимитотическаго конуса, параллельныя женератрисамъ гипербо- 
лоида, были бы въ одной плоскости, что невозможно. 

$ 590. Предложене. Произведее синусовъ угловъ, которые, какая 
нибудь, изъ женератриеъ гиперболоида, составляетъ съ плоскостями кру- 
говыхъ с$ченй, есть величина постоянная. 

Доказательство. Если «>55, то уравневя плоскостей круговыхъ сЗ- 


чей суть: | 
1 1 и ] 
ив) 


Возьмемъ, какую нибудь точку М на ассимптотическомъ конус и про- 
ведемъ женератрису конуса ОМ. Эта женератриса будетъ параллельна 
одной изъ женератриеъ гиперболоида ($ 589).. Изъ точки М олустимъ 
перпендикуляры МР и МР на плоскости (60). Координаты точки М 


удовлетворяютъ уравнение: 
2 


Ре 
т 5% | РР —5 =0 
которое можно написать въ зори: | 
1 1 д -|- У-Е 2”: 
наи а та р В ‚ > 9 


Первая часть есть произведеше плоскостей круговыхъ сЗченй. Если пер- 
вую часть раздфлимъ на: 


1 1 62 -- с" 
$? а ия м а 


то она будетъ, очевидно, МР. МР. СлЪдовательно уравнеюте (61) можно 
написать такъ: 


2 2 2 | й 
МР. МР! —=— и К. (62) 


ОМ есть разстояне точки М 5% центра поверхности 0. 


ГЛАВА ХХХУ!, СВОЙСТВА ЦЕНТРАЛЬНЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 623 


Пусть теперь 9; и ф› будутъ углы, которые ОМ составляеть съ 
плоскостями круговыхъ с$ченй, то: 


МР=оМ.:шфр ,‚ МР =0ОМ. эт фо 


откуда, подставляя въ (62), найдемъ: 


625? 
УИ фу 5Ш ф> — — 20—62) 


ие гиперболоидъ, какъ геометряческое м$5сто прямыхъ линй. 


в 591. об всего выше сказаннаго относительно однополаго гипер- 
болоида мн видимъ, что это самая замфчательная и самая интерееная 
изъ поверхностей втораго порядка, по своимъ свойствамъ. На этой по- 
верхности помфщаются вс$ кривыя втораго порядка, не исключая и 
прямой. 

Вс прямыя, находяшляся на гиперболоид$ дЪлятея на двз системы. 
Системы эти отличаются между собою т$мъ, что прямыя, принадлежашия 
одной систем, неперес$каются, а каждая изъ прямыхъ одной системы 
пересЗкаетъ вс прямыя другой сиетемы. | 

Изъ такого свойства женератриеъ гиперболоиха можно видфть, что 
эта поверхность можетъ быть образована перем$щенемъ прямой въ про- 
странствЪ подъ извЪетными условлями. | 

Движене прямой въ пространств вполнз опредзленно, если она 
должна скользить, упираяеь на три данныя прямыя, не лежащля попарно 
въ одной плоскости. Въ самомъ дЪлЪ, возьмемъ точку М на первой пря- 
"мой Й Черезь нее проведемъ двЪ плоскости, изъ коихъ одна проходила-бы 
по другой прямой, а другая по третьей. Эти плоскости вполн% опред%- 
ленны и ихъ перве$чен1е—прямая проходитъ черезъ точку М и встрЪ- 
чаеть друпя дв данныя прямыя. Такую прямую можно построить для 
каждой точки первой данной прямой, такъ что геометрическое м$ето та- 
кихъ прямыхъ будетъ единственная и опред$ленная поверхность. 


Такъ какъ въ гиперболоидЪ каждая женератриса одной системы пе- 
ресЗкаетъ вс другой, то можно образовать гиперболоидъ ты 
‘образомъ. 

Возьмемъ три женератрисы въ первой систем$ и заставимъ по нимъ 
скользить прямую лин!ю, то эта прямая опишетъ гиперболоидъ такъ какъ 
нътъ двухъ различныхъ прямыхъ, которыя бы ветрЪтили женератрисы 
_ВЪ однзхь и тфхъ же трехъ точкахъ. Скользящая прямая во всЪхъ сво- 
ихъ положеняхъ воспроизведетъ всЪ женератриеы второй системы. 
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Можно прямо сказать, что прямая, скользящая по тремъ прямымъ, 
не параллельнымъ одной плоскости и попарно не лежащимъ въ одной. 
плоскости, образуетъ однополый гиперболоидъ. Для этого черезъ каждую 
изъ данныхъ прямыхъ проведемъ плоскость параллельную двумъ другимъ 
даннымъ прямымъ. Эти плоскости образують параллелепипедъ, въ центр. 
котораго помфетимъ начало координатъ О и возьмемъ за координатныя 
Фиг. 165. оси (фиг. 165) прямыя параллельныя ребрамъ 
_А параллелепипеда. Пусть длина реберъ паралле- 
лепипеда будетъ 2а, 26, 9с. Легко видЪть, что 
уравнен1я трехъ данныхъ прямыхъ, которыя 


назовемъ черезъ А, В, С будуть: 











< 
г 2 > вр о >> 


` 
д ` 
И 


ен 


у = — 6 Х=а д =— 4 


И (4). ‚в _ ‚ (С) 


Скользящую прямую можно разематривать, какъ пересфчене плоскостей, 
изъ коихъ одна проходить по прямой А, а другая по прамой В. Уравне- 
ня этихъ плоскостей можно написать въ форм%: 


а—в— А (уг 5) =0 
(63) 
аНе—в(1— а) =0 


надобно теперь показать, что эта прямая встр$чаетъ прямую С. Вычитая 
уравненмя (63), найдемъ: 


ев (#— а) Ау 


этому уравненшо должны удовлетворять хи у изъ уравневй (0), что да- 
еть условые пересЪчетя: 





ет -н ра = 0 
подставляя вмЗото Х и в ихъ величины: 
2—6 ба а 
у--6 х—а 
найдемъ: ре 
ауе —- 9х -|- сху-- абс ==0 
или: 
2 Е 1=0. 
& ее | м 


от" 


Это уравнене искомой поверхности. 
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Составляя для этой поверхности кубическое уравнене (16) $ 546, 


найдемъ: | | 
4)3 — (а Но - с) — афе = 0 


которое имфетъ два положительные корня и одинъ отрицательный; сл%- 
довательно это однополый гиперболоидъ. 


$ 592. Въ $ 582 мы видФфли, что если: 
д ‚ В —\№=0 (64) 


суть уравненя женератрисы первой системы, то уравнене поверхности 


будеть: | 
А В, — АБ = о (65) 


Уравненя (64) предетавляютъ и ‚проэктивныя связки плоскостей. Одна 
связка проходитъ черезь прямую: 


\ 
\ 
\ 
А — 0 ‚\ Аа —— 0 
` 


а другая черезъ прямую: \ 
В =0 , \№—0 


Откуда имБемъ слдующее свойство: вели черезъ ДВЪ, _вавуя-нибудь, дан- 
ныя прямыя, проведемъ плоскости, проходяния по женератрисамъ одной 
и той-же системы гиперболоида, то будем имфть двЪ проэктивныя связки. 
Обратно, въ двухь проэктивныхъ связкахъ, проходящихъ черезъ двз, 
как1я-нибудь, прямыя, . а плоскости пересекаются по же- 
_ нератрисамъ гиперболоида. Я 
Въ самомъ дЪлЪ, пусть: 5 


будуть дв данныя прямня. Проэктивныя связки, проходяшйя по этимъ 
`прямымъ, очевидно, будут: 


- А =, `В —ВВ —0 


гдЪ & величина, постоянная, а ) ВОНИ: параметре. Исключая / изъ 
этихь уравневшй, .найдемъ: 


#4 Б. = А.Б! 


Эта, поверхность есть геометрическое мЪето ю переобчены риа 
проэктивныхъ, ‘плоскостей. \ 
Очевидно это есть однополый гиперболоидъ. 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРТЯ, 40 
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6 593. Касательная плоскость и нормаль. Еели (ху! #1) есть точка 
на ‚ поверхности гиперболоида: 


р о 
аа в с? 


то касательная плоскость въ точк® (2412) есть: 


= В+ те = 


——— 


Если ее сравнимъ съ уравненемъ: 


5 с0; & —- усоз В -- 26081 =р 


то найдемъ: 
21 _ 6034 у __ 6088 д __ 6081 
И, с и ре 2 
откуда: 
а2е05?% -- 6260328 — ©2054 21 4 2 
р ат! 
СлЪдовательно: 


р? = а? с052а -- 62°0328 — с?с05 


Уравнен1я нормальной лин! въ точк$ (24,2), очевидно, суть: 


2 З 2 
(—ж)— = —и) мб т а) 
о. У ХЗ 


СлФдуюпия предложеня доказываются также, какъ и для эллиисоида. 


Предложене 1. Сумма пр перпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ центра на три перпендикулярныя| между собою касательныя плоскости, 
есть величина постоянная. 


_ Предложенще 2. Геометрическое исто вершинъ треграннаго прямаго 
угла, описаннаго около гиперболоида, \еть шаръ, коего уравнене есть: 


2 у? 22 — 2-1 62 — с? 


Предложене 3. Черезъ данную точку вн поверхности можно къ ней 
‘провести, вообще, шесть ‘пормальныхь лин, которыя вс находятся На 
одномъ. конус. 


ГЛАВА ХХХУТ.—СВОЙСТВА ЦЕНТРАЛЬНЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 627 


- $ 594. Дзаметральная плоскость. Уравнеше д1аметральной плоскости, 
сопряженной направленю о, В, въ гиперболоидЪ есть: 


. 2 : 
608 #5 ов — 6081 =0 


ИЛИ. 


м 69 


если л,\/,2 суть координаты конца д1аметра. 

Если прямая (о,В, 1) находится` внутри ассимптотическаго конуса, то 
параллельныя хорды встрёчаютъ 0бЪ полы этой поверхности, слВдова- 
тельно д1аметральная плоскость пересЪчетъ конуеъ въ одной точкЗ, а ги- 
перболоидъ по эллипсу, такъ какъ сЪчемя суть подобныя кривня. 

Если прямая (о, В,`{) лежитъ на конусЪ, то д1аметральная плоскость 
будеть касательная къ конусу, что видно изъ уравненя (66) и пересз- 
каеть гиперболоидъ по параболЪ. Наконецъ, если прямая (х,В,т) находится 
ви конуса, то хорды встр$чаютъ въ двухъ точкахъ одну полу. и д1аме-_ 
тральная плоскость пересБчеть конусъь по двумъ прямымъ, а гиперболоидъ 
по гипербол®. | 

$ 595. Оопряженные даметри. Гиперболоидъ отнесенный къ тремъ 
сопряженнымъ д1аметрамъ, коихъ длина есть в, в, с, -будетъ: 


Когда плоскость (ив) аи Е по эллипесу, то д1а- 
метръ сопряженный этой плоскости будетъ внутри аесимптотическаго ко- 
нуса, а когда плоскость (а 6) пересЪкаетъь гиперболоидъ по гиперболЪф, 
то сопряженный д1аметръ плоскости (а ©) будетъ вн конуса. СлЪдова- 
тельно изъ трехъ сопряженныхъ даметровъ есть всегда одинъ, который 
не встр$чаетъ поверхность. | 

Если черезъ конецъ дЪйствительнаго д1аметра а проведемъ плос- 
кость параллельную плоскости двухъ другихъ ддаметровъ, то это будетъ 
касательная плоскость въ поверхности; она перес$каеть поверхноеть по 
двумъ прамымъ, коихъ уравненя суть: = 


2 


РЕВ: 
р > 





Х— а , 


СлЪдовательно касательная плоскость къ гиперболоиду однополому, пере- 
сФкаетъ поверхность по двумъ дЪйствительнымъ прямымъ,—это женера- 
Ч . я 40* 
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триеы, проходяштя черезъ точку касаюмя. Васательныя плоскости, прове- 
денныя въ различныхъ точкахъ одной и той-же женератрисы веЪ содер- 
жатъ эту женератрису, но эти плоскости различны, потому-что онЪ дол- 
жны содержать, каждая, еще женератрису другой системы, проходящую 
черезъ точку касатя. 

У 596. Пуеть м,в,с, будуть: ‘три сопряженные д1аметра. 

Положимъ, что плоскость (а) пересЪкаетъ гиперболоидъ по эл- 
липсу. Она пересЪчетъ горловой эллипеъ по даметру, который назовемъ 
черезъ о. Если В будеть даметръ сопряженный & въ эллипеЪ плоскоети 
(и 6), то будемъ имЪть: 

а? -- 62 = 2 | в? 
слфловательно: 
а2; 62, — с = а? 82 — с? 


Означимъ черезъ у д1аметръ сопряженный д1аметру х въ горловомъ эл- 
липеЪ. Дламетральная плоскость, сопряженная д1аметру а, который есть 
перес$ чеше плоскостей (аб) и (а6:), перес$четь гиперболоидъ по гипер- 
бол и будетъ содержать д1аметры 1, с, с, 8; дламетры у и с также какъ 
1аметры а и В суть сопряженные ВЪ ь гипербол$ пересЪчемя, слЪдовательно: 


2 — а — 82 — 2, 
откуда: 
о 2 — с? = аа 62 — с? 
Замъчая, что: 
и? | — а? $? 
найдемъ: 
а? -Ё 92, — с?| = а? $2 — с? 


Если вепомнимъ, что площадь параллелограмма, построеннаго на двухъ 
сопряженныхь д1аметрахъ коническаго сЪченя, есть величина постоян- 


ная, то будемъ имЪть: | 


06. (мыс! ) = 06. ве). Г Об. (ло) — — 06. (авс) 


т. е. объемъ параллелепипеда, пострденнаго на трехъ  опраженныхь д1а- 
метрахъ однополаго гиперболоида, есть величина постоянная. 


3 597. `Уравнене гиперболоида ВЪ плоскостныхъ координатахъ есть: 
а28? — 621" — ь. о — 
а уравнеше точки касаня плоскости, а координатами &,%,, 5, будеть: 


а? Е Г 629 т СС = 
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Эти уравненя получаются точно также, какъ ихъ получали для эллип- 
соида. >. 


Двуполый гяперболоидъ. 


$ 598. Когда уравнене (16) 5 546 имфетъ одинъ положительный 


и два отрицательныхъ корня, то уравнене поверхности приводится къ 
форм$: 


ныть = 1 (67) 


полагая, послдовательно, х =0, у==0, 2=0, найдемъ пересфченая плос- 
костей Ух, ХЯ, ХУ, сь поверхностью: 
9? 22 Е: 72 22 72 И 


== | , а] 


а?‘ с? ’ а? с? а? БВ 


Первая кривая есть мнимый эллипеъ, а вторая и третяя гиперболы. По- 
лагая: 


де 
у = == 9% 
ЕО 


СлЪдовательно оси Уи 1 не ветр*- 
чаютъ поверхность; ветрЪчаетъ ее толь- 
ко ось Х (фиг. 166) въ точкахъ Аи /Л.. 
Величины а, 6, с называются осями дву- 
полаго гиперболоида; первая называется дЪйствительною осью, абис 
мнимыми. Мы всегда будемъ полагать, что «>> с. 





8 599. ПересЪчемъ гиперболоидъ плоскосттю х=а, то кривая пе- 
рес чения будетъ: 


а 
изъ этого уравнен1я видимъ, что пока «< а вторая часть будетъ отри- 
цательная, слЪдовательно пересЪчене будетъ мнимый эллипсъ, начиная 
ОТЪ &=0 до «=-=а, Когда х сдЪлается больше а, то эллипсы будуть 
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дфйствительные, ихъ оси: 


ИР. У 


будутъ возрастать неопред$ленно. Изъ этого видимъ, что плоскости пер- 
пендикулярныя къ оси Х, начиная съ — а до Ра не ветрчаютъ поверх- 
ность, слВдовательно она состоитъ изъ двухъ совершенно отдЪльныхЪ ча- 
стей, которыя называются полами поверхности; отсюда поверхность полу- 
чила назван!е двуполийю зитерболоида. 


Перес$ чене гиперболоида съ плоскостями перпендикулярными къ 
осямъ Уи 2 получится, полагая: 


у=В , 2=ч4 
откуда: 
2* 2 У. р 
а? =1+5 : ит 


это гиперболы, коихъ оси: 


ео ОТ в о а 
а 1 ‚ 0% = . @ 1-я . 6 1-я 


неопред$ленно возрастаютъ съ возраставнемъ Вит, т. е. съ удалешемъ 
сФкущихъ плоскостей отъ начала. 


Возьмемъ наконецъ, какую нибудь, плоскость: 


1 х == ау -- В2--\ 
и найдемъ пересЗчене ея съ поверхностью. 


Подставляя вм%сто х это выражеше въ уравнене поверхности, най- 
демъ: 
(уу 2 


_ а? _ р2 62. 


развертывая и составляя а?,) — @11а2о чим имЪть: 
202 — / 2 — 
Ш. Е РН 3 ИИ — (62а "а — 0 
и \а@ 9] а 6] — эн 2 


"Иль этого выраженя видимъ, что перес®чене поверхности плоскостью 
‘можеть дать вс три Боничесвя сЗченя, 
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о Если: ё 
| 202 —- с262 ее а? < 0 
соЪчене будетъ эллипеъ. 
2. Еели: 
622 | 6263 — 02 =0 
_сЪчеве будетъ парабола. 
3. Если: | 
62а? -|- с262 — а? > 1 
офчене будетъ гипербола. 


Второму изъ этихъ условй можно удовлетворить, полагая: 


и 605 = т 
и АТ 


& потому уравнеше плоскости сЪчен1я будетъ: 


— — 4 сз —- зтф= 
ТРИ 1 


СлЪдовательно перес$чен1я съ поверхностью плоскоетей параллельныхъ 
плоскости: | 

х у й. | 

— —3_ 603$ — — пу ==0 

а 6 `? С 7 
дадутъ параболы. | 


$ 600. Круювыя съченя, Если вычтемъ изъ уравневтя гиперболоида 
уравнене шара: 


ария = белнолиНЫЛьчННЕ» — риирииичищийини тины п ——— 


.2 2 2 2 2 2 
я 2 2 2 
то получимъ уравнеше конуса: 


р А а ра 
7 а 2 | "(= +») "(=+»)= 


проходящаго черезъ перес$чене гиперболонда съ шаромъ. Конусъ этотъ 
преобразуется въ дв плоскости, полагая: 


а =, ыы — 2 
а 1 1 
и(ы Ра) + (=) = 
1 ] [1 1 
(5+) "(2 Е =0 
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Полагая 6 >с второе изъ предъидущихъ уравнешй можно написать въ 
форм$: 


9; ий # еЕИ 2. Фьы 
= Иа 5 = 62 — с? 


Оно представляетъ двЪ дЪйствительныя плоскости, проходяшля по оси У, 
Остальныя два уравнен!я суть мнимыя плоскости. СлЪдовательно двупо- 
‘лый гиперболоидъ пересФкается п, кругамъ двумя системами плоскостей 
параллельныхъ оси У, т. е. параллельныхъ большей ИЗЪ МНИМЫХЪ осей. 


Легко найти, такимъ же образомъ, какъ въ эллипеоидЪ, координаты 
Еруглячковъ: 


2 2 Ур — 8 
у=0 ‚ х=—а а. ‚ у=0 , 2=-= ст сабж 
аа с? Е 

601. Ассимитотический конусъ. Уравнен!е: 


представляетъ конусъ, который в поверхность т иперболоида НА 
безконечности. 


Въ самомъ дл, если (2,9,2) суть координаты точки на гипербо- 
лоид%, а (х, 9,6) координаты, овтощоя точки на конусЪ, то будемъ 
ИМЪТЬ: 








о о 2 о о о 
х Яя} д С 
и 
а’ В в. а 2 62 _ 
вычитая, найдемъ: 
(2—2 ь | с? 
==] откуда 6—2 = 
2. у у а. ба 


по мёр% позрастаня 2, разность 6—2 стремится къ нулю, слдовательно 
06$ поверхности коснутся на безконечности. Легко видфть, что вся по- 
верхность заключается въ конус$. 


3 602. Легко видЪть, что уравнен1я: 


- (2 62 6? т. } а? р2. 
представляють, каждое,  двуполый гиперболоидъ, въ которыхъ Бис бу- 
дуть дЪйствительныя оси. 
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$ 603. Если въ гиперболоид%: 


ф — с, то уравнение: 


ла ини _ 


в во 


будетъ представлять гиперболоидъ ‘вращен1я около оси Х. 


$ 604. Касательная плоскость и нормаль. Касательная 1 плоскость къ 
поверхности въ точЕЪ (лил) есть: 


. боны 


отождеетвляя это уравнене съ уравненемъ: 
605% | 9603 В-- 25051 ==р 
найдемъ: _ 


2, _ 6084 у _ 6038 д _ _ 6051 
р Пр 





откуда: 


р? = 426052 — 6260328 — 626082 


Уравнен1я нормали будутъ: 


\ 


28 р2 62 
фи) -=— @—я)® 


Легко доказать, какъ было сдфлано для эллипсоида, ддующя предло- 


жертя: . 


Предложене 1. Сумма квадратовъ перпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ центра на три перпендикулярныя между собою плоскости, есть вели- 
чина постоянная и равная: 


а 


Предложене 2. Геометрическое м$сто вершины треграннаго прямаго 
угла, описаннаго около гиперболоида, есть шаръ, коего уравнеще есть: 


ау 2 = 08—62 — с? 
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$ 605. Дзаметральная плоскость. Уравненше д1аметральной, сопря- 
женной направленю о, 8,1, плоскости есть: 


д; у _ в 
—5608@& — 560$? — -. ©08 У =0 
28 р9 р да 0055 


ИЛИ: 


_(иуА) есть точка, въ которой сопряженное направлен!е плоскости встр%- 
чаетъ поверхность. Д1аметральная плоскость никогда не пересЗкаетъ по- 
верхность по эллипсу. Въ самомъ дфлЪ, если направлене (о,6,1), прохо- 
дящее черезъ центръ находится внутри ассимптотическаго конуса, то хор- 
ды параллельныя этому направлению, пересЪкаютъ об полы конуса, & 
сл$довательно д1аметральная плоскость, проходящая черезъ ихъ середины 
не встрЪчаеть гиперболоидъ. Если направлеше (,8,у) внЪ конуса, то хор- 
ды параллельныя этому направлен1ю перес$каютъ только одну полу ко- 
нуса, елЪдовательно д1аметральная плоскость, проходящая черезъ ихъ се- 
редины, перес$каетъ конусъ по двумъ прямымъ, а гиперболоидъ по ги- 
перболЪ. Наконецъ если направлене находится на конус, то д1аметраль- 
ная плоскость будетъ касательная къ конусу, а сл$довательно не перес$- 
каетъ поверхность. 

`._ 6 606. Дзаметры. Уравнен1е гиперболоида, отнесеннаго къ тремъ 
сопряженнымъ д1аметрамъ, коихъ длина есть и,в!,с!, будетъ: 
2 9? 2 _ 


028) 62. 68 
Одинъ только изъ этихъ д1аметровъ ветр$Зчаетъ поверхность. Сопряжен- 
ные д1аметры удовлетворяютъ уравнене: 
а — 6% — с? == а — 62 — с? 


_`8 607. Легко видЪфть, что уравнеше двуполаго гиперболоида въ плос- 
костныхь координатахь есть: 


ля 
а? — в — 6852 =1 
а уравневе точки касатя плоскобти данной координатами будетъ: 


аз — 6 — с =1. 


} 
3 


Л‹ 
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ГЛАВА ХХХУП. 


Поверхности не имбющшия центра. 


Эллиптический параболоидъ. 


(8 608. Когда уравнеше втораго порядка представляетъ поверхность, 
неим$ющую центра, то ея уравнеме имфетъ форму (48) $ 554: 


2 ыы ^322 — 20х =0 (1) 


ГД № И №: СУТЬ корни уравнения (16) $ 546, а корень Х =0. 
Если корни № и \; имЪють одинаковые знаки, то уравнеше (1) мож- 
но написать въ формЪ: 


2 2 . 


поверхность эгу назвали: эллийтическимь параболочцдо нз. 


$ 609. Легко видЪть, что эллиптичесый параболоидъ проходить че- 


резъ начало координатъ. 
Перес$чене поверхности съ плоскостями У, ХЯ, ХУ найдемъ, по- 


лагая, х = 0, у=0, 2==0: 


9 9 
__ у ® __ | 
& — э а Г а == 
22 Эх с? 
У ое (3) 
ПИТ 23. И 


Первое изъ этихъ уравнен!й предетавляетъ точку— начало координать, 
такъ что въ этой точкЪ поверхность касается плоскости УЙ. Второе 
и третее уравненя представляютъ, очевидно, параболы, одна на плос- 
кости ХЙ, другая на плоскости ХУ. Если черезъь р и 7 означимъ ихъ 
2 2 
с° В 
параметры — ‚ —_, то ихь уравнены будутъ: 


у? = Зрх 28 = 2х (4) 


Мы предположили, что а есть количество положительное. 

Если въ уравнен1и (2) будемъ давать х различныя числовыя значе- 
ня отъ — со до -|-- со, то найдемъ пересфчен!я поверхности съ плоскос- 
тями перпендикулярными къ оси Х, 
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Въ отрицательномъ направлени оси Х плоскости сЗчеюй не пере- 
сЪкають поверхности и даютъ мнимые эллипсы: 
у = __ 2 
62. а 
Вся поверхность, слЗдовательно, лежитъ съ положительной стороны плос- 


кости УЙ. | 
Въ положительномъ направлени эллипсы будутъ дЪйствительные: 








295 он р ий 
г в а ны ы да 
д Во 
< а а 
коихъ оси будутъ: 

20. 24 
Ь г 04; 28 т 
_@ 


съ возрастанемъ а, т. е. съ удалешемъ плоскости сЪчевя отъ начала 
координатъ, размфры эллипсовъ возрастаютъ до безконечности. 


Давая 2 чиесловыя значеюмя оть’ — со до -- со получимъ сче- 
н1я поверхности съ перпендикулярными оси й плоскостями. Эти сЪченя 
будуть: 2 о 

и или = 2х й 
ГДЪ: 
р? а2р2 


- с? 





Очевидно это параболы, коихъ параметры будуть равны параметру пара- 
болы въ плоскости ХУ, а проэкщи вершинъ будутъ находиться на оси Х. —ъс; 
Тоже самое можно повторить и относительно пересЪчен1я поверх- 

ности плоскостями перпендикулярными къ оси У. 
Найдемъ теперь пересчене поверхности съ какою нибудь плос- 
костью: | 
о 2==0ж -- ВУ 1 (5) 
Подставляя это выражене въ уравнеше (2), найдемъ проэкц!ю перес%че- 
н1я плоскоети (5) съ поверхностью: 


У ЕЕ = 21 


с? а 
Это уравнеше даетъь для выражения: 


о Е 
Ио — 4119933. 
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слздующее: 





22620? 02а? [1 \ 02а? 
с? с* \Б с? | . 62с? 


величина, очевидно отрицательная, слЪдовательно всЪ с$чен1я будутъ эллип- 
сы. Но если «= 0, то сЪчевне будетъ парабола а я только въ томъ елу- 
ча равно. нулю, когда сЪкущая плоскость параллельна оси Х или оси 
поверхности. Ось Х называется осью поверхности, потому ‘что центры 
везхъ эллипеовъь пересЪченя плоскостей перпендикулярных къ оси Х 
находятся на оси Х. 


Изъ этого видимъ, что эллиптическай параболоидъ есть поверхность 
незамкнутая, ииЗющая одну только полу (фиг. 167), которая вся лежитъ 
съ положительной стороны плоскости УЙ. 


Фиг. 167. _ фиг. 168. 


— 





Если въ уравнени (2) количество а было-бы величиной отрицатель- 
ной; то вся поверхность эллиптическаго параболоида находилась бы съ 
отрицательной стороны плоскости УЙ (фиг. 168). 


и 3 610. Круювыя съчешя. Если въ уравнеше (2) положимъ В > с, то 
легко видЪВть, что есть такое направлен1е плоскости сБчен1я параллельной 
оси. У, что эллипеъ сфчеюмя будеть кругъ. Въ самомъ Дл, ВЪ ЭТОМЪ 
можно убфдится аналитически. Проведемъ черезъ начало координатъ плос- 
кость и положимъ, что пересЪчене ея съ поверхностью есть кругъ. Пред- 
ставимъ шаръ, проходяш/й черезъ этотъ кругъ и касающийся въ началЪь 
координатъ плоскости УЯ. Центръ шара будетъь на оси Х, а его урав- 
нение: у 

д -- у" -- 2* == 275 
если х есть радусъ, или: 


222 
7 т. -х 
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вычитая изъ этого уравнен1я раздфленнаго на а, уравнене (2), найдемъ: 


22 /1 1 \ Ы 1 
27 мена | 98 О 
Я р? 5] т 2) 


\ 


поверхность эта есть конусъ, который долженъ преобразоваться въ дв» 


плоскости, если параболоидъ и шаръ перееЗкаются по кругу. Положивъ, 
послЗдовательно, 47 =6?, ат ==с?, найдемъ: 


22 1 1 

э+(и-в)”=0 
1 

э+(в-н)и- 


Цервое изъ этихъ уравненшй представляетъ пару дЪйетвительныхъ плос- 
костей, если 6 > с, а второе пару мнимыхъ. СлЪдовательно эллиптическай 
параболоидъ имзетъ дв системы круговыхъ сЪченй, плоскости которыхъ 
суть плоскости параллельныя плоскостямъ: | 


х 1 1 ме > Е 
Е А ажеиее () 5 ре 7 аа кл) 6 
$ 611. Касательная плоскость. Пусть (ху 2) будетъь точка на па- 
раболоид$, то уравнен!е касательной плоскости въ этой точк№ будетъ: 


д ) 2 
р „и Не-а)“ [5 —0 
откуда найдемъ: 


т + 221 __ (5 т д} О (7) 


Если р есть длина перпендикуляра опущеннаго изъ начала координатъ 
на плоскость (7), “,В,у суть углы этого перпендикуляра съ координатными 
осями, то уравнен1е касательной плоскости будеть: 


д с0за-- у е0з В - #с08у==р 


Сравнивая это уравнене съ (7), найдемъ: 





т ыы И Па 
ас08% 0*608В 626051 ар 
откуда: 
а | 2 
25 р. 0086 __ 62008 
А р ея = 


с0за а 608 @ : а с03 & 
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подставляя эти величины въ уравнене (2), найдемъ: 


ВА соз?в -|-- с? с032- (8) 
24 608 & | 


СлЪдовательно уравнеме касательной плоскости можетъ быть написано 
въ формф: 

7 о + $0 1 о о 
об Ь ГС 605 | 


д с0за -{- усоз В -- 26081 -- о 


‚ (9) 
"8 612. Предложеще. Сумма проэкщй, на оси параболоида, перпенди- 

куляровъ, опущенныхъ изъ вершины поверхности на три перпендикуляр- 

ныя между собою касательныя плоскости, есть величина постоянная. 


Доказательство. Означимъ эти периендикуляры черезъ- ру, 1, р, 
углы, которые они составляютъ съ координатными осями, означимъ че- 
резъ (%81%1), (©2 Ве 12), (з Вз1з), то уравнеше (8) даетъ: 


р? оф + 

р! 608% =— 5 60528, — 9. 608 7. 
| 67 В 

ро сова: = — 5 603785 г. ос 608 "Та 
62 о 

ра сова; = — ©0328 — -5- 6081 


© 


СлЗдовательно найдемъ, складывая: 


62 -- с? 
2160$ би -|- 20608 во -| 3608 аз == — ее (10) 


_ 8 613. Предложене. Геометрическое м$сто вершинъ прямоугольнаго 
фреграннаго угла, описаннаго около эллинтическаго параболоида, есть 
плоскость перпендикулярная къ оси поверхности. 


Доказательство. При тфхъ же значешяхъ р и &а,В,'7 уравнеше (9) 
даетъ: | 


у 1:28 с8 
2 ©0529; —- у 6059, 608 В, --- 2с08 и, сов кт 60528, `5 6052 == 0 
| 62 с? о 
д с05а» —- у совозсов в» -- 2603 208 а + г” 60528» -|- т 608 == 0 


03 с? 
д с03?9; —- у 6039308 Вз --- 2608 @3605 уз -+ ет 05383 -- р 60823 == 0 
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Складывая эти уравнен1я, найдемъ: 


62 -—- с? 


У 614. Нормальная литя. Уравнеюшя нормальной ливи въ точк% 
(ду) суть: 


к. У 1 
а Ь?2 с 


ж—ж Уу—и 6 — Я (11) 


Чтобы опредЪфлить число нормальныхъ линй, проведенныхъ изъ данной 
# + 
точки (ху2) вн поверхности, мы будемъ имЪть уравнезя: 
яя уу _#—2 3, 5 _ 25 
о ды (12} 
а, 62 62 


—————д——=——— 


(ху2) есть точка встрфчи нормали съ поверхностью. Если черезъ р озна- 
чимъ общее значен!е первыхъ трехъ уравнешй, то найдемъ: 


ак 63 | с2 2! 
ыы — = = 13 
а И ы- ср г 
подставляя эти значеютя въ уравнене поверхности, найдемъ: 
2.118 © „19 и | 
62 С22 о (= ГР) р (14 


(62 -- р)? (р) а? 
уравнен:е пятой степени относительно ©, слФдовательно изъ данной точки 
вн поверхности можно провесть паять нормальныхь лин къ поверхности. 


Изъ уравневшй (12) найдемъ: 


7 ] 











Е а ‚› 2) 3 — () 
ИЛИ. 
229 _ 12 _2у 2—2 
М а ато. = 


_ умножая первое на у, а второе на 2 и складывая, найдемъ: 

о д а. г 21. 9 | 

9 2 ‚ [ч 2 у 2 —уу—22 _ 
Идо 


или; | 
202 -|- у 2 — 2х уу—а2=0 (15) 
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Такъ какъ коэфищенты при у? и 2? равны, то уравневше представляетъ по+ 
верхность вращен1я около оси параллельной оси Х. Изъ этого видимъ, 
что изъ данной точки внф поверхности можно провести ‘пять нормаль- 
ныхъ лин, коихъ точки пересЪченая съ поверхностью находятся на по- 
верхности вращен!я, проходящей черезъ начало, и коей ось вращения па- 
раллельна оси параболоила. . 

_- _6 615. Дзаметральная плоскость.. Уравнене даметральной плоскости 
сопряженной направлен!ю (х,8,`{) есть (10) $ 545: 


2 
"Ра со8В 56081 =0 


откуда видимъ, что д1аметральная плоскость, сопряженная направленю 
(«, В, 1), всегда параллельна оси поверхности, какое бы нибыло направлене 
(и, В,`/). Изъ этого заключаемъ, что всЪ лмаметры, которые суть перес$че- 
н1е д1аметральныхъ плоскостей, параллельны оси поверхности. 

Есть безчисленное множество координатныхь осей относительно’ ко- 
торыхъ уравнене эллиптическато параболоида будетъ имЪть форму: 


в 9 


2? 9 

м 
Легко видЪть, что Тая оси, въ какой-нибудь точк» на поверхности, при- 
нятой за начало, суть: даметръь проходяний черезъ эту Точку—ось Х, 
касательная къ параболЪ въ плоскости, проходящей черезъ дламетрь—ось 
У, и ось Д-сопряженное направлене къ д1аметральной плоскости, въ ко- 
торой лежитъ парабола. 


$ 616. Уравнеше эллиптическаго, Г параболоидя въ линейныхъ ‘коор- 
динатахъ, очевидно, будетъ: 


622 -- а = 246 
а точка касан1я касательной п (3:1, м) есть: 


62 - с95.С = &(&-Е $) 
Гиперболичесвй параболоядъ. 


_8 617. Если въ уравнены (16) $ 546 одинъ изъ трехъ корней ра- 
венъ нулю, напримфръ А ==0, а друге два № и А, имфютъ противные 
знаки, то уравнен!ю поверхности можно дать форму: 


а | _ (16) 


Изъ этого уравневн1я видимъ, что начало координать находится на поверх- 
ности, такъ какъ х==0, у==0, 2==0 удовлетворяютъ уравненю (16). Пе- 
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рес$чеше поверхности съ координатными плоскостями ХУ, ХЯ, УЙ ио- 
лучимъ, дфлая въ уравнении (16), послфдовательно, 2==0, у=0, х=0. 
Эти положен1я даютъ: 
ыы" ба ай 
бат а’ в 
Откуда видимъ, что пересЪчеше поверхности съ плоскостями ХУ, ИХ суть 
параболы, & съ плоскостью У двф прямыя. СОлЪдовательно гиперболиче- 
свый параболоидъ есть такая поверхность, на которой могуть ИНН 
и прамыя лини. 
$ 613. Раземотримъ теперь перерес$чене поверхности съ плоскостя- 
ми перпендикулярными къ осямъ А, У, 7. Если сдфлаемъ х==а, то будемъ 
имть: = 


с ва 
уравнене гиперболы. Дазая, посл довательно, количеству х ве значення 


оть 0 до -- со будемъ имЪфть постоянно гиперболы, начиная съ двухъ 
прямыхъ. Оси этихъ гиперболь будуть: 


1/28 28 
а а 
изъ коихъ первая будетъ дЪйствительная ось, а вторая мнимая. Оси эти 
возрастаютъ неопредфленно съ возрастанюмъ а, т. е. съ удаленемъ плос- 
кости сфченя отъ начала координатъ вершины гиперболъ расходятея 
все больше и больше. Давая х отрицательныя значення отъ 0 до — © 
будемъ имфть гиперболы: 


оси которыхъ будуть: 


изъ коихъ первая будетъ дйствительная ось, а вторая мнимая, т. е. гипер- 
‘болы будуть сопряженныя предъидущимъ. Положимъ теперь 2—1, то полу- 
чимъ перес5чете поверхности съ плоскостью перпендикулярною къ оси й: 


2 о 
ы— а Г в | о 


Это есть парабола, которой вершина при 1=0 находится въ началЪ коор- 
динатъ, а по мфръ возрастания ‘у удаляется неопред$ленно отъ начала, по 
отрицательной части оси Х. Если слЖлаемъ з — 8, то найдемъ: 


22 2 | 
аи в ‚ (18) 


‚что сЪченмя поверхности плоскостями 
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Это также парабола, которой вершина при В==0 находится въ началЪ 
координатъ, а зат®мъ по м$рЪ возрастаня В удаляется неопредЪленно отъ 


начала по положительной части оси Х. Перес$чемъ наконецъ параболоидъ 
(16), какою-нибудь плоскостью: 


= оф - Ву а 


подставляя это выражене въ уравнене (16), найдемъ: 


у [же вит) 22 


а? С / С 


Составляя для этого уравнен1я выражение: 


о 

(11° —— 011 @259 
найдемъ: 
и? 


а20? 


9 __ 2: 
Яо (1 @эо — 


величина положительная, слЪдовательно сЪчен!е есть всегда гипербола, 
исключая того случая, когда «=0; въ этомъ случаЪ сЪчен!е есть па- 
рабола. т 
| Изъ этого видимъ, что гипербо- Фиг, 169. 

лическ!й параболоидъ (фиг. 169) не мо- 7: В 
жетъ имЪть круговыхъ с5чевй съ плос- 
костью, потому-что всЪ его сЗчетя съ 
плоскостью суть незамкнутыя кривныя. 


‚ Изь уравнений (17) и (18) видимъ, 







5—7 
ь- 


< 
``. 
› 


параллельными плоскости ХУ суть рав- т о т 
ныя параболы, точно также равны | 
между собою и параболы пересЪченй 
поверхности плоскостями параллельными плоскости ХЛ, слфдовательно 
этоть параболоидъ можно разсматривать, какъ образованный движешемъ 
параболы, коей плоскость движется параллельно плоскости ХУ, а. вершина 
скользить по параболЪ (17). Или эта поверхность можетъ быть образована, 


параболой, коей плоскость остается параллельною плоскости ХЯ, а вер- 
№ 
шина скользить по параболЪ (18). 1, 


9 о орла > > > => 


$ 619. Прямолинейныя женератрисы. Выше видфли, что на 246 
лическомъ параболоидЪ пом щаются двф праямыя: 


д в 
Б‘'е 9" Ь у 


41* 
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посмотримъ есть-ли еще, кромЗ этой пары, прямыя, которыя ‘пом щаютея 
на этой поверхноети. Пусть такая прямая будетъ: 


= РВ , уче |8 (19) 


подставляя эти выражен1я въ уравнеше поверхности (16), найдемъ: 


(уЕ-- 8) 2 2 +В). 
ПВ _ 


с? а 
уравневше, которое должно быть ‘удовлетворено независимо отъ 2, а для 
этого надобно имЪть: 
> ее у @_ 92 98 


И О в ре 





Посл» днее уравнеше показываетъ, что точки перес$ченя прямыхъ, ле- 
жащихъ на поверхности, съ плоскостью ХУ, лежатъ веЪ на парабол%: 


ое» 
но и 


которая есть перес$чене поверхности плоскостью х У. Другмя два’ урав- 
неня (20) даютъ: 


-< 


ь аб к 
=== == 
се ' у фе. (22) 


Одинъ изъ параметровъ я,8,1,5 остается произвольнымъ, а, какъ для 
ди `{ имЪемь только двЪ величины, то существуетъь только дв системы 
женератрисъ и только двЪ, коихь уравнешя суть: 


хм ыы 
(1°) И == Ье 2-8 ) в ао | кк 
Р гр _ (23) 
(2" о-в. : ие 


Виё суть координаты, какой-нибудь точки параболы (21). Уравненя 
прямолинейныхъ женератрисъ могутъ быть выведены. прямо ИЗЪ уравне- 
_ я поверхности: й 

62 с — а 


которое можно написать въ форм5: 


(+91 
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Для этого положимъ: 


ое В а 

и) р с = рН 
(25) 

(2”) о а 2—2 

ег › е ца 


\ и ц суть произвольные параметры, опредфляющ!е двЪ различныя вис- 
темы прямыхъ, находящихся на поверхности, такъ какъ перемножая 
предъидущля уравнен1я находимъ’ уравнене (24). 

Нолагая для краткости: - 


= да и. 


Е с ; = 


| 1  . 
4 =у—- ‚ а 


< 


уравненля (25) сдЖлаются: 


(а) А-А=О , №4, — В, == 
(26) 


(р) Ао —и=0 $ ра; — В —= (} 
Фнг. 170, 





- 
Ё‘.-. 
——- 


а уравнен!е поверхности будетъ: 

= | _ 
часть этой поверхности представлена на чертежь (фиг. 170) въ видз сЗдло- 
образной, вогнутой, поверхности 4ВСЬ. 
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$ 620. Предложене. Черезъ каждую точку на гиперболическомъ па- 
раболоид$ проходитъ по одной женератрисВ изъ каждой системы. 


Доказательство. Пусть д,\,г2 будуть координаты, какой-нибудь, 
точки на поверхности. Пуеть Ач, А’, В\ будуть величины количествъ 
41, 4›, Б, соотвЪтетвующихъ этимъ координатамъ, то будемъ имЪть урав- 
неня: 


А —А=0 , 14. — В: =0-, Аз—и=О0 , в. — В, =0 


откуда: 
| в В $ 
= Ат , А=-1 =. А! == 
| го А' ‚И А. | А' 
но изъ уравнения (27) имЪемъ: 
А.А, = В 


— 


Сл$довательно оба параметра АХ и в совпадаютъ. 


3 621. Предложете. ДвЪ женератрисы одной системы не встрфчаются, 
а двъ различныхъ системъ лежать въ одной плоскости. 


Доказательство. Пусть: 
я Де ко, №4, -- В 
а о ‚ А. — В =0 
будуть двз женератрисы одной системы, вычитая эти уравненя, найдемъ: 
^ == № =0. 


что невозможно, такъ какъ А, и ^, неравны. 


Съ другой стороны, уравнене плоскости, проходящей по женерат- 
риеВ первой системы, будетъ: 


А —--%04А,— В) =0 


`° и если обусловимъ, что эта плоскость проходить по женератрисв дру- 
гой системы, то найдемъ два условя, которыя 0ба даютъ для # одно 


_ значене ыы Слздовательно плоскоеть: ‹ 


р + 4 т В —№ =0 
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содержитъ двф женератрисы различныхъ системъ. Въ декартовыхъ коор- 
динатахъ уравнеше этой плоскости будеть 


Аа 
Ро -———№=0 


; 


ь. $ 622. Женератрисы перпендикулярниыя. Возьмемъ уравневя (1”) и 
(2”)`8 619 и рёшивъ ихъ относительно хи 9, найдемъ: 


ом 
& = —та-- "> ‚9 = 8-м 








С 
(28). 
_ ва [ба | 
ее Е —=——#-—-| 
Въ этой формВ видно, что женератрисы йе могутъ быть параллельны. 
Услов1е перпендикулярности ое очевидно, есть: 
Лва, ие | 
на ный ИЛИ Ар --- —=0 
Замфщая Хи ц ихь выражен яни (25), найдемъ: 
ду? 28. | 3 — 22 
$ т а = 
ИЛИ: к 4 | 
не 
25 —^ (29) 





откуда видимъ, что геометрическое м$сто точекъ, въ которыхъ женератри- 
сы перпендикулярны, есть гипербола—перес$чене предъидущей плоскости - 
(29) съ поверхностью. р 

_6 623. Предложен. ге | енератрись поверхности суть каса- 
тельныя къ главной параболЪ на та скости ХУ. 

_ Доказательство. Исключивъ 2 изъ уравнений: 


—== 5+. = > 


4 


найдемъ: 


к (30) 


Но для, какой нибудь, точки (51 - 0) параболы: 


#- И 8 


648 ГЛАВА ХХХУП.— ПОВЕРХНОСТИ НЕ ИМВЮЩИЯ ЦЕНТРА, 


имфемъ: 


2. _ 
ур == а 21 з А=У 


подставляя эти выраженя въ уравнеше (30) найдемъ уравнене проэкщй 
на плоскости ХУ: 


У — г (а). 


а это есть уравнен!е касательной къ парабол% (31) въ точк№ (ду). 


$ 624. Предложене. ВеЪ женератрисы одной системы параллельны 
одной постоянной плоскости. | 


Доказательство. Уравнен!е: 


представляеть плоскость, проэктирующую женератрисы первой системы 
на плоскость УЙ; вс$ эти плоскости параллельны плоскости: 


А =0 


сл довательно женератрисы, находянияся въ этихъ плоскостяхъ, парал- 
лельны плоскости: | 


А —0 или 


<< 
с |< 


= 0 (32) 
Точно также женератрисы второй системы параллельны плоскости: 
45 =-=>0 ИЛИ 


-- —==0 ео _ (33) 


> 


т 
С 


Эти дв плоскости (32) и (33) ‘называются директрисами поверхности. 
_$ 625. Предъидущя свойства даютъ два, способа, образованя гипербо- 
лическатго параболоида движеншемъ прямой лини. Эта поверхность можеть 
быть образована, если прямая второй системы скользить по тремъ пря- 
мымъ первой системы, или, еще, если прямая второй системы скользить 


и т дбн о ве © Морзе КАИ ты зы. 79° Уч 


по двумь прамымъ первой системы, оставаясь параллельною плоскости: 
А. == 0 


Обратно, поверхность образованная прямой, скользящей по тремъ даннымъ 
прямымъ, параллельнымъ одной плоскости и не лежащимъ по парно въ 
одной плоскости, есть гиперболичесий параболоидъ. 
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Въ самомъ дЪлЪ, пусть АВ, СХ, ОЕ суть три данныя прямыя па- 
раллельныя одной плоскости (фиг. 171). Возьмемъ прямую ОЕ за о6ь 
й, плоскость ХЯ за плоскость, которой данныя прямыя параллельны, за 
ось У возьмемъ прямую ветр$чающую прямыя АВ и СРО. 


Уравнен1я данныхъ прямыхъ, отнесенныхъ къ этой системЪ коор- 
динатьъ, будутъ: 


у = у = В д==0 


9 ] 
_(4.В) ‚ (Ср) ‚ (ОЕ) 
2==1х  В=ЕТХ у=0 


Уравнен!е женератрисы, разсматриваемой, какъ пересЪчев1е двухъ плос- 
костей, одной проходящей черезь АБ, а другой, проходящей черезъ СР; 
будетъ: 

в— 1х =А(у— В) , пы _ (34) 


ГД Хи в суть произвольные параметры. [> 5 Фиг. 171. 
о Вычитая эти уравнения, найден: 
(9—а=О—ву-Ны8 —\ 


и какъ прямая (женератриса,) вотрБчдоть 
ось , то: 


и8'— В =0 


Исключая параметры А, № съ помощью 
уравнен!й (34), найдемъ: 


ву — (81—81 у — 688' о ж= — 0 





это поверхность втораго порядка, ии центра, образованная ДВИ- 
жен1емъ прямой, слдовательно есть гиперболическй параболоидъ. 


Точно также поверхность описанная прямой, скользящей по двумъ. 
прямымъ и параллельной данной плоскости, есть гиперболическй парабо- 
лоидъ. Чтобы это показать, пусть АВ и ОС (фиг. 172) будуть двЪ дан- 
НЫЯ прямыя, Р данная плоскость. Возьмемъ ОС’ за ось Я, плоскость Р 
за плоскость ХУ; выберемъ за плоскость ХИ плоскость параллельную, 
АВ, а за ось У прямую ветрфчающую АБВ. 


Уравнен!я данныхъ прямыхъ будутъ: 
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Женератриса будучи параллельна плоскости ХУ и ветр$чая ось 7, будеть 
имЪть уравнения: 
2=А ‚, у=рх ° С (35) 


Фиг. 172. 


Цараметры Х и в должны удовлетво- 
рять уравнене: 


оВ — № 


если женератриса упирается на АВ. 
Исключая Хи съ помощью урав- 
нен1й (35), найдемь уравнене по- 
верхности: 





уг — ибх == 0 


которое, очевидно, есть гиперболическй параболоилъ. 


$ 626. Предложенме. Если прямая ливя такъ скользить ло двумъ 
даннымъ прямымъ, что ея отр3зки. будуть пропорщональны, то она опи- 
шетъ гиперболичесвий параболоидъ. 
ти, 173. Доказательство. ЗамЪтимъ сначала, 
В/ в _\ что если АВ и СО (фиг. 173) суть двЪ. же- 
нератриды параболоида, а АР, МР и ВС 
три прямыя другой системы, то: 


АМ ОР 
МВ РОС 





Въ самфиъ дл, если по каждой прямой 
Ар, МРи ВС проведемъ плоскости параллельныя направляющей плос- 
кости, то онЪ будутъ параллельны между собою и опредЪлять на АВи 
СГ пропоршюнальные отр%зки. 

Обратно, положимъ, что прямая МР скользить по АВ и ОЛ и обра- 
зуеть пропорцюнальные отрЪзки. уе « будетъ плоскость параллельная 
двумъ положешяиъ АД и ВС скользящей прямой, проведемъ черезь АБ: 
и ВО дв плоскости параллельныя плоскости О. Плоскость, проведенная 
черезъ точку № параллельно послДНИМЪ плоскостямъ, отдВлить на АВ 
и СГ пропоршюнальные отрзки, а слфдовательно пройдетъ черезъ точ- 
ку Р и опишетъ, какъ видно гиперболическй параболоидъ. На этомъ 
основании устраиваютъ модель этой: поверхности; раздзляютъ етороны А.В 
и СГ косаго четыреугольника на равное \ число равныхъ частей, точки 
дВленя соединяютъ нитями, которыя а няють женератрисы пара- 
болоида. Еели двЪ другя стороны четыреуольника также раздЪлимъ на 
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равное число равныхъ частей, то НИТИ, соединяюшия точки дзления бу- 
дуть женератрисы другой системы. 

Мы назвали прямыя, лежапиял на однополомъ гиперболоидЪ и на ги- 
перболическомъ параболоид%, женератрисами, потому что движенемъ этихъ 
прямыхъ по извЪстному закону о бразуются эти двЪ поверхности. 

$ 627. Касательная плоскость. Уравнеше касательной плоскости есть: 


п чины окиси оч > 


Если отождествимъ это уравнене съ уравнешемъ плоскости двухъ жене- 
ратрисъ: Ч 


ОВ оо 


то найдемъ: 
Е. | 
и. 2 
р С 
откуда: 
У й . мн: 21 
о Ра 


это величины параметровъ \ и в женератрисъ, перес$кающихся въ точ- 
кз (жила). Слдовательно касательная плоскость проходить по двумъ 
женератрисамъ, перес$кающимся въ точкЪ (22). 
Легко, какъ выше, показать, что: 
1. Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины поверхности на каса- 
тельную плоскость, будетъ: 
‹ 960528 — 626082 
м" 24605 & 
такъ что: 
6260528 — с2605?1 


—0 
24а 05“ 


И 


будетъ уравнен1е касательной проскости. 

2. Сумма проэкщй на оси |гиперболическаго параболоида перпенди- 
куляровъ, опущенныхъ изъ вершины поверхности на три перпендикуляр- 
ныя между собою касательныя ппоскоети, есть величина постоянная. 

3. Геометрическое м%сто вершины треграннаго прямаго угла, опи- 
саннаго около типерболическаго В есть: 


те 


рее —0 


плоскость перпендикулярная КЪ оси Х, 
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4. Уравнен!я нормальной лими суть: 


Е Е У рый ОЯТ: 
В Ур кв 9. 
а р? с? 


Изъ точки взятой внЪ поверхности къ ней можно, вообще, провести пять 
нормальныхъ лиюй, коихъ основан1я находятся на поверхноети вращения, 
проходящей черезъ вершину, и коей ось параллельна оси гиперболиче- 
скаго параболоида. | 

5. Ве даметры параллельны и есть безчисленное множество коор- 
динатныхЪъ косоугольныхъ осей, для которыхъ гиперболическй параболоидь 
будетъ представляться уравненемъ формы: 


У 628. Уравнение гиперболическаго параболоида въ ь линейныхь коор- _ 


динатахъ будетъ: 


а уравнен1е точки касаня касательной плоскости ($1,9,,&1) есть: 


ау — 66 = а(&--&) 
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$ 629. Уравнене мара получимъ, если выразимъ основное свойство 
\зеревой поверхности, что ров каждой ея точки отъ центра есть 
величина постоянная. 

Пусть а, 6, с будуть координаты центра, х,у,2 координаты, какой- 
нибудь точки поверхности шара, ’ радлусъ шара, то будемъ имЪть: 


(л— в) -Р(у— 6-Е (8—0 = _ а) 


Если начало координать помЪстимъ ВЪ центр. шара, то а=0, 6=0 
с = 0, слЪдовательно уравненте (1) сдЪфлается: 


д -- у -- 2 =2 вы! (2) 
Это самая простая форма уравнен!я шара. 
Если развернемъ уравнене (1), то найдемъ: 


ну и--2щх -- 26 у-|- 2аг + 4=0 (3) 


Г: 
ц=—@а ‚,‚ в=— , а=-е. , да=й- 2—9 (4) 
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Изъ уравнен1я (3) видимъ, что самое общее уравнене шара въ прямо- 
угольныхъ координатахъ не заключаеть произведенй, или какъ говорять 
прямоугольниковъ 24, 12, у2, и коэфищенты при 22, у?, 2? равны. 

Если уравнен!е шара дано въ форм (3), то координаты Повхра И 
рад1усъ вычиеляются съ помощью уравнений (4). 
| Уравнене шара есть частный случай уравненя поверхности втораго 
порядка: 9 

112? -|- @25у? | азз2? -- За оху -Е 2а1вхё -- 2аозуг 


-- 24142 -- 2азу -Г Заза зе @:4 =0 (5) 
Когда. 
(11 == @2з = @33 ,‚ @12 ==@з == 43 =0 


въ этомъ случа уравнене (5) будетъ: 
‚в (2 у? 2 2”) -- 24145 + 2а24у Г 2азае -- а = 0 (6) 


которое по разд®лен1и па а! имЗетъ форму уравнеюмя (3). 


3 630. Если координаты будутъ косоугольныя и углы между ними. 
будуть о, В, |, то уравнеше поверхности шара будетъ ($5 433, 14): 


(2 — а) Е (9— В) - (#— © 2(&— а) (4—5) сот 
--2 (х — а) (&—® воз +2 (9—5) (2— в) воза ==”. (7) 
_ГДЪ а,б, с суть координаты центра, а х радусь шара. Если начало коор- 


динатъь помБстимъ ВЪ центр шара, то оирНиС 0, ‚ ОТБТЖА уравнене 
ор сдълается: 


-руз-- и + эпусовт - 29 сов В - де сова жи? (8) 


$ 631. Пусть я, 1, 2 буду тъ координаты точки М ВЪ пространств, а: 
тат + (#— =” 


уравнен1е шара; а, В, с координаты его центра. 

Изъ точки М проведемъ, какую-нибудь, касательную МТ къ шару; 
Т точка касашя. Если О есть центръ шара, то очевидно: 

МТ? = ОМ? —»? 
но: и 
ОМ — (и —а+и— 5—9 
слфдовательно: 
МТ? == (м + т —6)*—м 
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Изъ этого заключаемъ, что если въ уравненте шара: 
(в — а) (ув 0—п= 


ветавимъ координаты, какой-нибудь точки внЪ поверхности шара, то по-_ 
лученное числовое значене ‘будеть длина касательной провхЗНиО ИЗЪ 
взятой точки къ шару. 


$ 632. Уравнеюше шара (3) заключаетъ четыре произвольные коз- 
фищента и, с, 4, слВдовательно шаръ вполиз опред$ляется четырьмя 
данными точками не лежащими въ одной плоскости. Въ самомъ дЪлЪ, если 
точки (21912,), (19225), (15уз2з), (149.24), находятся на шарЪ: 
д? у 2? 2 -- 2ну + 2аг-4=0 (9) 
то имЗемъ: 
2 уч Е 2 + 2 -- 26 и | 2аа + 4=0 
27° -- у’а-[ 2%, + 212. -- 2 уз -- 2414. т 4=0 
22; -- у?з + 22, |- 24,23 + 2 уз | 2а8-г9=0 
дура. -- 22а, 2. -- 26 у. | 24а + а4=0. 


откуда найдемъ уравнене шара, проходящаго черезъ четыре данныя точ- 
ки, если къ этимъ уравнен!ямъ присовокупимъ уравнение (9): 


12 -|- 92 43" бе 5 д. в 1 
2 У , я, и,а о! Фа & 
28, у -- 2, Ш, шуй, 1 =0 (10) 
27; Г уз 28, м, в, а, 1 
о Е 
Уравненя конуса, описаннаго около шара, полярной и касательной плоскостей. 
6 633. Нусть уравневе“ шара будетъ: 
2? -- уз -[- 22 ат (11) 


пуеть (21/12,}; (22 у 22) булутъ дв кавя ни дь точки; координаты точки 
находящейся на прямой, проходящей черезь эти точки, будутъ ($437): 


ей т м - № ыы #1 -- А2о 
А. чт 5 
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Если прямая ветр$чаеть шаръ, и ^ соотвфтетвуеть точк% ветрфчи, то 
эти выражешя должны удовлетворять уравнеше (11). СлФдовательно бу- 
демъ имЪть: 


(ааа Ну, 2, еее —=0 (12) 
Это уравнене второй степени относительно ^, слЗдовательно прямая 
встр%чаетъ шаръ, вообще, въ двухъ точкахъ. Если эти точки совпадаютъ, 


то прямая касается шара, а для этого необходимо, чтобы` въ уравнени (12) 
оба корня были равны, т. е. должны имЪть: 


(дону уе — 72) == (27 Ну 2—1?) (дону 2—7?) (13) 


Если теперь точку (2142) оставимъ въ покоЪ, а точку (152 92 22) будемъ 
такъ перемфщать въ пространств%, чтобы ея координаты постоянно удов- 
летворяли уравнеше (12), то уравнен!е: 


(п Ну, уг! 2—7) = (28 -Ну®, 52 —?) (22--у ры (14) 


будетъ предетавлять, очевидно, геометрическое м%ето точевъ, находящих- 

ся на касательныхъ проведенныхъ изъ точки (21/2) къ поверхности ша- 

ра. Очевидно, это уравнев!е конуса, описаннаго около шара, коего верши- 

на находится въ точк® (мул). | | 
Если точка (292) находитея на поверхности шара, то: 


д гу 2 —”° =0 


елЪдовательно уравнеше (14) сд$лается: 


аи Ну -- 2 —7* =0 


какъ видно плоскость, а такъ какъ вс прямыя въ этой плоскости, про- 
ходяшля черезь (мил) касаются шара, то это есть уравнен!е касатель- 
ной плоскости въ точк$ (ха) къ щару (11). 


3 634. Если точки пересЪчешя шара съ прямою, проходящею че- 
резъ точки (ху), (22952), суть сопряженно гармоничеекя точкамъ 
(туа) и (229222), то корни уравнен:я (12) должны быть равны, но 
еъ противными знаками, а для этого необходимо имфть: 


дала -- уу 5 а —"=0 = _ (5) 


Если точку (2/2) оставимъ въ покоф, а точку (1. уз2.) будемъ такъ 
опредфлять, чтобы ея координаты удовлетворяли уравнеше (15), то: 


ях иу-- а — 72 =0 | (16) 
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будетъ .уравнене плоскости, которая есть геометрическое м№сто четвертой 
гармонической къ тремь точкамъ: (1219,21) и къ двумъ точкамъ. перес%че- 
шя прямой, проходящей черезъ точку (2149,21) съ шаромъ. Сл довательно 
это есть полярная плоскость, коей полюсъ есть (21/12). Если точка (ху) 
находится на шарЪ, то полярная плоскость обращается въ касательную. 

Легко видЪть, что если уравнене шара будетъ дано въ общей фор- 
мВ (1), то уравнеше полярной плоскости точки (2192) или касательной 
плоскости въ точкф (ду) на шарЪ будетъ: 


(1—а)(#—@я- (и (у— Ва @е—о—т=0 (17) 


ЗамЪтимъ, что уравнен!е полярной плоскости можно получить изъ общаго 
уравнен1я ея для поверхности втораго порядка ($ 510). 


$ 635. Уравнене прямой, соединяющей точку (21/12) съ центромъ 
(а, 6, с) шара, есть: 


изъ котораго видимъ ($5 457), что эта прямая перпендикулярна къ по- 
лярной плоскости (17). Если разетояне полюса (242) отъ полярной 
плоскости назовемъ черезъ р, а разстояне его отъ центра шара черезъ 
4, то легко видЪть, что: 

„2 


И (2, — а) - (и —6- (и—0) 


72 = 7.4 › (19) 


в 


ИЛИ. 


такъ вакъ. 


= -У с — а) и — В - (а — с)* 


Съ помощью этого выражен1я. легко построить полярную плоскость, если 
данъ полюсъ. 


Уравнене шара въ лянейныхъ координатахъ. 


$ 636. Мы видали, что если координаты точки суть а, 6, с, то ея 
уравнен!е есть: 


аЕ-- фи = 1 _ (20) 


разстояе 7” этой точки отъ плоскости данной координатами &,71, 9 


| 


имфеть слздующее прин: 


ам -- 6, -- с% — 1 
Ы}$—— = 


ИЕ? - 12, + & м ов 
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если у есть величина постоянная, а &,7!, С будемъ такъ измфнять, чтобы 
онЪ удовлетворяли уравнене (21), то будемъ ‘имЗть уравнене шара: 


(46 -- м-н — 1) = мет Г) (22) 


Координаты Е, м, © удовлетворяющие этому травненно опред$ляють поло- 
жене плоскости, которая касается шара, коего координаты центра суть 
(а, 6, с). а радуеъ т. Уравнене центра, очевидно, есть (20). 
Если начало координатъ находится ВЪ центр® шара, то. а == р—е=0 
и уравнене шара будетъ: 


Нее: (23) 
Если развернемъ уравнене (22), то найдем: 


(а ип Не-а = 
а Зафёл —— Зас © -- Ве — Е ы-®-1 = 0 (24) 


Сравнивая это. уравнене. съ уравненемъ: 


182 —- 92212 -- аззб? -- Заз -Е 24 386 -- 242318 -Е 
-- 29148 -- Зам -- 2436 -- 44 =0 | (25) 


найдемъ условя, при которыхъ это уравнев!е представляетъь шаръ: 


а _ а 33 
а?— 2? =—-и : 2—2 — 2% 2 — у — —> 
444 ` @44 (44 
| (26) 
Со йл а ` @ (94 34 
аб = — , ас —= —3 . ре —= 723 : а=——* с р — — —  с=—— 
444 _ @44 44 44 @44 144 
исключая изъ этихъ уравневй 4,6, с, г найдемъ: 
471 4 — @11@44 == а. — и, — @2.. — @334 
14 11 444 (24 — @2244 34 3344 (от) 


#14024 — @1 2944 ‚ 014934 —= @1 3444 ›, 424034 == @23@4а 


Это необходимыя и достаточныя услов1я, чтобы общее уравнене втораго 
порядка представляло шаръ. Если условя (27) удовлетворяются, то коор- 
динаты центра и рад1усъ будутъ: 


а=— — “4 у = 224 ; с—= — 9 
144 444 444 
(28) 
в 9114 — @11 04а ых 44 — @зэд За а — 334 
44 44 аа 
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= 1% 


Бсг4 


Д" , 
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$ 637. Задача. Найти уравневе точки касаюмя касательной плос- 
кости къ шару? 


Рьшене. Пусть уравнене пгара будетъ: 
(Е 2-12) =1 = (29) 


пусть 81,71, 9; 6,71, будутъ координаты двухъ, какихъ-нибудь, плоскостей. 
Очевидно уравненя этихъ плоскостей въ координатахъ Декарта будуть: 


нау —1=0 ; Б-Р —1 ре 


Уравнене плоскости, проходящей черезъ перес$чене этихъ двухъ плос- 
костей, будетъ: 


#2 + жу-Е иг — 1 НА (6х -- \зу- 7" — И =0 (30) 
СлФдовательно координаты этой плоскости будутъ: 
Е я-а за т м а Г я -Н А (31) 
1 ’ эл ’ АА. 


Если плоскость (30) будеть касательная къ поверхности шара (29), то 
координаты (31) должны удовлетворять уравнене (29), слЗдовательно бу- 
демъ имЪть: 


[ие 1 р-р {а б-тиь-Ры 1 
72 (#--18 8) —1=0 (32). 

Это уравнеше квадратное, сл довательно ‘дает для ^ два значетя, отку- 
да завлючаемъ, что черезь перес$чене двухъ данныхъ плоскостей можно 


провести двЪ касательныя плоскости къ шару. Но если кординаты я, а; 
бо 2, &8 удовлетворяютъ уравнение: 


Б-Р) 18, + Ве, +1} (83) 


то оба корня уравнемя (32) будуть равны, а слздовательно плоскости 
совпадутъ, что требуетъ, чтобы прямая! пересЖчен1я двухъ данныхъ плос- 
костей касалась шара, въ одной изъ точекъ пересВченя плоскости &,11, 5, 
_ съ поверхностью шара. Если въ предъидущемъ уравнен!и зам нимъ &, 1, 5 
перем нными 4,1, то найдемъ: 


алина, Ниже} =0 (34) 


Это уравнен1е удовлетворяется координатами, какой нибудь, плоскости, 
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проходящей черезъ касательную къ кругу перес$чев1я плоскости &,\,4 
съ шаромъ. Но если эта послЪдняя плоскость будетъ касательная къ ша- 
ру, то имфемъ: | 


у? (22, + ча -Е 2) —1 о 
Сл»довательно предъидущее равенство сдФлается: 
"Е т 89 =1 (35) 


Это уравнен!е удовлетворяется координатами, какой нибудь изъ плоскос- 
тей, пересекающей плоскость (&%&) по касательной къ шару; ел$дова- 
тельно это будеть уравнен!е искомой точки. 


Если уравнене шара будетъ: 
Ерыи фен ече+о 
то уравнене точки касан1я плоскости (5,14 } будетъ: 
Ни ПКиО 


9 638. Если въ уравневи (32) корни будутъ равны, но еъ против- 
ными знаками, то будемъ имФть: 


7 (Баба - Иа -- 68) — 1 ==0 (36) 


при этомъ услови, очевидно нлоскости (4), (Е 26) и дв№ соотвЪт- 
ствующе корнямъ Ли — ) будуть гармоническая. Еели плоскость (& 1) 
фиксируемъ, а координаты плоскости (& "о 5) будемъ такъ измфнать, что- 
бы онЪ удовлетворяли уравнеюе, то это уравнеше будетъ представлять 
точку, которая есть, очевидно, полюсъ плоскости (&\,4). Ве предъиду- 
шле результаты можно получить изъ общихъ евойствъ кривыхъ втораго 
порядка, изложенныхъ въ 8$ 207—911. 


Система двухъ шаровъ. 
639. Пусть уравневя двухъ шаровъ будутъ: 


Я = (— м) (у— В) - (#—в) —и2 =0 


(т) 


бе == (1 — аз) -- (у— в)? - (2 Е. 62) — 7. = 
если эти уравневя вычтемъ, то найдемъ: 


40* 


————— 9... ——Щ——= =. — = —————— = —————————ы—_оо_до 
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Или: 


(з— а) = & —в)у- (© — а) я 
Е аб 8 (39) 


их 5 
Это уравнен1е представляетъ плоскость, которая, очевидно, перпендику- 
лярна къ прямой: 


Е. оке. УВ дни РЗ Ваьь. 9 (40) 
и—%№ 6—6 4—6 


соединяющей центры шаровъ 6! =0 и 6 =0. Эта плоскость называется 


радикальною плоскостью. 


Изъ уравнения: 
В = . (41) 


видимъ, припоминая числовое значене количествь 51 и 5. ($ 631), что 
всЪ касательныя, проведенныя изъ какой нибудь точки радикальной плос- 
кости къ шарамъ (37) равны. Если шары 6 =0 и 65 =0 пересЗкаются, 
то радикальная плоскость есть плоскость круга, по которому пересЗкают- 
ся шары (37); если шары касаются, то радикальная плоскость есть 
общая касательная плоскость къ обЪимъ шарамъ, наконецъ если шары 
не пересЪ$каютея, то радикальная плоскость проходитъ черезъ средины 
общихъ касательныхъ въ шарамъ. Въ частномъ случаВ, если шары кон- 
центричны, а при этомъ а == а, В ==6., ==, то уравнеюше (39) сво- 
дитея на постоянное количество, что показываетъ, что радикальная плос- 
кость находится на безконечности. | 


$ 640. Очевидно, что уравнение: 


есть шаръ, проходяшай черезъ пересчене шаровъ (37); давая Х всевоз- 
можныя значен1я, мы будемъ имЪть систему изъ безконечнаго числа ша- 
ровъ, которые всЪ проходять черезъ пересЪчене шаровъ (37). Если озна- 
чимъ черезъь &,6,с, т координаты центра и радлусъ одного изъ этихъ ша- 
ровъ, то будемъ имЪть: 


— 


= И — Ла> ры в, Ев Аб ра с Ас - 
В Вы РЕ ее 
у) 42—92. — 2.) -Ё уз, : 
у2 — 2 Ре. а 2) 7”, (44) 


ГД 4 есть разстояне между центрами шаровъ. Изъ выражений (43) ви- 
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димъ, что центры шаровъ системы веЪ находятся на прямой, соединя- 
ющей центры шаровъ (37). Тавкъ какъ всЪ шары (42) проходатъ черезъ 
пересчете, дЪйствительное или мнимое шаровъ (37), то вся система 
имЪетъ общую радикальную плоскость. Между шарами системы (42) есть 
два шара, коихъ радлусы равны нулю; положеше этихъ шаровъ или то- 
чекъ найдемъ, если въ уравнеши (44) положимъ г =0. Это услове даетъ 


уравнение: | 
ЗА == (48—78, — 9) А -- 7 =0 (45) 


Изъ этого квадратнаго уравнен1я найдемъ для А два значешя № и »№,, 
которыя и дадутъь положене центровъ искомыхъ шаровь, называемыхъ 
предъльными. 

Пред$льныя точки будутъ дЪйствительныя или мнимыя, смотря по- 
тому булутъ-ли корни уравнен1я (45) дЪйствительные или мнимые. Если 
выражение: 

рые (46) 


будетъ положительное, то корни уравнешя (45) будутъ дЪйствительные, 
въ противномъ случаЪ они будуть мнимые. Если выражеше (46) будетъ 
равно нулю, то корни будуть равные. 


Выражене (46) можеть быть написано въ формЪ: . 
(ани = 72) (—- а-я, - из) (@— м - 72) (@-Н и — #2) (47) 


изъ котораго видно, что выражение (46) будетъ отрицательнымъ подъ 


условемъ: 
14> и --7” или а<%—п 


если 7’ >. Предзльныя точки совм$етятся если: 
=" -Н7 или Д==г. — и, 


Изъ этого видимъ, что предБльныя точки будуть мнимыя, если шары пе- 
ресЗкаются, и дфйствительныя въ противномъ случа. 


$ 641. Гакъ какъ уравнен!е (44) относительно Х второй втепени, то 
въ систем шаровъ (42) есть всегда два шара съ даннымъ рад!усомъ. 

Если шары (37) перескаются, то. легко построить систему шаровъ 
(42), ииЗющихъ общую с$кущую плоскость, но если шары (37) не пере- 
сЪкаются, то построеюте системы шаровъ (42) д$лается съ помощью слф- 
дующихъ свойствъ системы. 

Такъ какъ система шаровъ (42) имфетъ общую радикальную плос- 
кость, то изъ свойствь (41) слдуеть, что касательныя, проведенныя изъ 
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_ какой-нибудь точки т радикальной плоскости ко всёмъ шарамъ системы 
(42), равны, слфдовательно геометрическое м%сто точекъ касан]1я каса- 
тельныхъ проведенныхъ изъ точки т къ шарамъ системы, есть шаръ, 
перес$кающий всф шары системы подъ прямымъ угломъ и коего центръ 
есть точка т. Этотъ шаръ, очевидно, ‘проходить и черезъ хредъльныя 
точки системы. Если точку т будемъ перем щать по радикальной плос- 
кости, то получимъ другую систему шаровъ, перес$кающихъ первую подъ 
прямыми углами. 

Вс$ шары второй системы проходятъ черезъ предфльныя точки, 
сл5довательно, прямая соединяющая эти точки есть общая хорда шаровъ 
второй системы. На этомъ свойств$ легко построить, какой- -нибудь. ИЗЪ 
шаровъ, принадлежащихь второй системЪ. 


3 642. Полярная плоскость системы шаровъ. Мы видзли выше ($ 634), 
что полярныя плоскости шаровъ 5, =0 и в.==0 относительно полюса, 


(219,21) суть: 


Р и (21 —@) (4— а) -- (1 — р. } (у— В) -- (^ в (в—в)— 78 ыы 
(48) 


Р. — (21 — а) (х — а) -- (и — 6) (у— 62) -- (и — 2) (2 к то = 


слЗдовательно полярная плоскость системы (42) относительно того же по- 


люса. будетъ: 
Р— АР: =0 (49) 


Изъ формы этого уравнетя видимъ, что полярная плоскость, какой-ни- 
будь, точки относительно шаровъ системы (42) всегда проходитъ черезъ 
перес$чен1е полярныхъ плоскостей (48) той-же точки относительно ша- 
ровъ в! =0и 45 =0. 

Если полюсъ находится на прямой соединяющей центры шаровъ, то 
выфето 2,/,2 надобно подставить въ уравнеше (49) выражения: 


— и — № _& — №, — а— де 
Я = А ЗЫ Та п: (50) 
откуда будемъ имЪть: 
Р аи (а —а-) (х—а\ ) —- (5. —6.)(и—в) -- (с — с) ( 2—6, ) оз во—_ 0 
(51) 


р, = (а —а2) (х—а)-| и — 62) (у— 6) -- (и —е2) в. —” 23(1— №) = о 


очевидно эти плоскости перпендикулярны къ прямой, соединяющей: цен- 
_тры шаровъ. 
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Если желаемъ имфть полярныя плоскости одной изъ предфльныхъ 


точекъ, то мы должны въ уравнен!я (51) вставить виЪето ) корни урав- 
нен!я (45) \, и )., что даеть: 


(а — а2)(— и) -- (5, —6)(у— В (с, — 6) (82—в)— вЫ и 0 


1 
(52) 
(а —а2)(х— а) о — 6») -- (1—2) (#— с )— 7 (1—Х) =0 


Еели въ эти уравнения вставимъ вмЪето х,у,2 координаты другой пре- 
ДВлЛЬНоЙ ТОЧЕИ: 


и — №23 Зе Ы — №2, _ _ а — №6 


Е ав з те 
1— № 3 Т-Ь 


и замЪтимъ, что: 


№8 == , М А=Ы— Ее 
2 а 
то найдемъ, что уравнеюя (52) удовлетворяются этими координатами, 
откуда видимъ, что полярныя плоскости (52) проходятъ черезъ другую 
предЪльную точку, а такъ какъ онЪф перпендикулярны къ прямой соеди- 
няющей центры шаровъ, то онф совмЗщаются, откуда сл$дуетъ, что но- 
лярная плоскость одной изъ предЪльныхъ точекъ, относительно каждаго 
изъ шаровъ системы (42), есть плоскость, проходящая черезъ другую пре- 


дЪльную точку перпендикулярно къ прямой, соединяющей центры шаровъ. 


Центры подоби. 
_5 643. Пусть уавненя двухъ шаровъ будутъ: 
91 == (2 — и) -- (у—в)8- (2— а) — 7 =0 54 
93 = (# — аз)? -- (у— №) (2—3) — 8, = 


уравнен!я центровъ этихъ шаровъ, очевидно, будуть: 
А =аЁ-Рыт-—1=0 , А. =аЁ- м -—1=0 — (55) 


Два обпие описанные конуса около шаровъ (54) имЗютъ вершины на пря- 
мой, соединяющей центры шаровъ, одну внф шаровъ, другую между ша- 
рами. Назовемъ центры `шаровъ черезъ 0, О», а вершины конусовъ че- 
резъ би 5. Помфстимъь начало координать въ вершинф ©, возьмемъ 38. 
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ось Х прямую 60,0,. Плоскость ХИ перес$четъ оба шара по кругамъ, 
коихъ вн-ший центръ подобя будетъ вершина 65. Если А и а будуть 
двз, как1я-нибудь, соотвЪтетвенныя точки на кругахъ перес$ченля, то бу- 
демъ имфть, очевидно: 


ВА п у 
5“ Го 
откуда: 
ВА =за.й (56) 


К есть коэфищентъ подоб1я круговъ. Но за плоскость ХЯЙ можно взять 
какую угодно плоскость, проходящую по прямой 010.5, сл довательно за- 
висимость (56) будеть имЪть м%фсто для двухъ, какихъ нибудь, точекъ 
шаровъ, лежащихъ на прямой, проходящей черезъ вершину 5. Такимъ 
образомъ уравнене служить для опредзленя одной изъ двухъ точекъ А 
и а, если другая дана и данъ коэфищентъ подобя К. Вершина 5 назн- 
вается вньшнимь центромъ подобля двухъ шаровъ (54), а, вершина $—вну- 
треннимь центромь подобя т$хъ-же шаровъ. 

Изъ подоб1я круговъ въ плоскости, проходящей черезъ прямую 50; 0.5, 
сл$дуетъ, что 5, О, $, Оз суть гармоническая точки и что радтусы проведен- 
ные въ соотвфтетвенныя точки шаровъ ‘параллельны. Чтобы ностроить 
внЪшийЙ центръ подобйя двухъ данныхъ шаровъ надобно черезъ ихъ 
центры провести два параллельные рад1уса въ одномъ направлен и че- 
резъ ихъ концы лровести прямую, которая встрзтитъ прямую 0,0. въ 
искомой точкЪ 5. Если параллельные рад1усы будуть проведены въ про- 
тивуположныхъ направлен{яхъ, То прямая, соединяющая ихЪ концы встр%- 
тить прямую центровъ ОО. въ точкЪ $, которая будетъ ртр 
центромъ подобЯя. 

$ 644. Задача. Найти координаты центровъ подоб1я двухъ данныхъ 
шаровъ? 

Риьшене. Выше видЪли, что точки 5,.0\,$, Од суть гармоническя и 
что: 


71. т. ОБ В = 0,5 $ 
92 — 0.9 — 05$ 
ЗамЪзчая, что уравнен1я точекъ О и О. суть (55): 
А=аЕ Р-н —1 —=0 ‘ Ао = а56 —|- бот -- с — ] —=0 


найдемъ уравневн1я точекъ 5 и $: 


(8) А— 4—0 5 @ +” 4—0 (51) 


ы -- -—^ >... 
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ИЛИ: 
(172— аз ) 6 Е (б17›— эт, ) 1 -Р (су7з-— свт) $ — 92—п)==0 58) 
58 
(итз-Разт, ) 8-Е (би иа-Ефьт ) я Е (ста-Ест, ) $ — (п-т) = 0 
откуда координаты точекъ 5 и $ будуть: 
(И 72 — 457 72 — 6271 72—27 
В ни „р о д. 
Ро — 7 а — 1 То — 7 
| (59) 
(5) › — @78-2427 __ 67-Е би __ ата" 
то | 72 ти! и 7! 


° 645. Задача. Найти уравнен!я конусовъ, описанныхь оволо двухъ 


данныхъ шаровъ? | 
Рьшенле. Означимъ черезъ 1, у,,2, координаты вершины конуса, опи- 
саннаго около шара 5, ==0, его уравнене будетъ ($ 631): 


(2—0) —@а)-- (и— 6 (у — ы)- (А —@1 Ка —в)— 2? — 
— 9 {ма и—в (аа) — | =0 (60) 


ЗамЪетивъ координаты х,9/,2), координатами 5 (59), найдемъ: 


(2—а (а —а„)-(у—Ь (6, — 6) (ас (а —с2)-— яп (9—1 + — 
—& 1010; — (в—п)} =0 


Если развернемъ квадратъ въ этомъ уравнен!и и замфтимъ, что: 


5 1 
ь 5 (52—51) — 


| вр ре об о ор 
= (а —@2)ж- (В, — 6 )-Н (с, —6)—- и тез а в отв 
то найдемъ: 
(5, — 5 — 0.0 (и — и) — 49 (0,0 —и 0 0 (61) 


Это есть уравневе конуса описаннаго около шаровъ 51==0 и ©.=0, коего 
вершина есть точка 5. Легко такимъ же образомъ найти описанный ко- 
нусъ, коего вершина есть точка 5: 


{5 = 0, 05° (7 -Е 72) — 45 (0,0, — (1 -- из)? } =0 (62) 


$ 646. Задача. Найти уравневя полярныхь плоскостей центровъ 
подоб1я двухъ шаровъ? 
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Рьшене. Полярная плоскость точки (2149,2, ) относительно шара 5 ==0 
есть: 


(ан) (2) (ив) (4—6) + (и) (@—в,)— т, =0 


_Замфстимъ координаты 21 ‚91,21 координатами 5 (59), то съ помонию предъ- 
идущаго преобразованя, найдемъ: 


$, —& — (0:05 —(.—п)}=0 (63) 
Полярная плоскость той-же точки относительно шара 5. =0 будетъ: 
$, — 9-Е {0,0 — @&—п)} = 0 (64) 


Точно также найдемъ уравнен!я полярныхъ плоскостей внутренняго цен- 
тра подобя относительно обоихъ шаровъ: 


8, — &— {0,0 — и } —=0 


ба — м - { 0,0 — (ит)? } = 0 


(65) 


Система трехъ шаровъ. 


$ 647. Пусть данные три шара будутъ: 


Я = (2— и) Е (у— 6, -- (2— 1) — 7, = 
ба == (д — а) -- (у — 6-Е (2 — с2) — 7, = 0 (66) 
= (2 — в + 9 -Н@— в) — и, = 
Уравнен1я ихъ центровъ будутъ: 
А = --т-- 6 —1=0 . 
А; = Е -- вт -Е 5 —1=0 (67) 
Аз==а36 Н 53 -Е 635 —1==0 
Радикальныя плоскости каждой пары изъ трехъ шаровъ (66) будуть: 
В: — 8 =0 , Ве -— 6з =0 ‚ Бз — 91 =0 (68) 


Легко видЪть, что эти три плоскости перес$каются по одной прямой, ко- 
торая называется радикальною осъю трехъ шаровъ. 


Каждая изъ точекъ радикальной оси удовлетворяетъ уравненя: 


бу = 6: = 53. _ (69) 
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_СлЪдовательно она есть геометрическое мЪсто точекъ, изъ коихъ касатель- 
ныя, проведенныя къ тремъ шарамъ (66), равны. Такъ какъ радикальная 
плоскость перпендикулярна къ прямой соединяющей центры шаровъ, то изъ 
этого слЗдуетъ, что радикальная ось перпендикулярна къ плоскости, про- 
ходящей черезъь центры трехъ шаровъ. 


648. Уравнен!е: 
9-Е Аа -- 8: =0 (70) 


представляетъь систему шаровъ, имфющихъ общую радикальную ось съ 
парами (66). 

Въ самомъ дЪлЪ, длина касательной, проведенной изъ какой нибудь 
точки радикальной оси къ шару (70), очевидно, есть: 


91 - 5 -- и 
ТРАТИ 


но для всякой точки на радикальной оси имфемъь ©:=5. = 6х, слЪдова- 


тельно: 
1-Е и | 


а это показываетъ, что всЪ шары системы (70) имфютъ общую радикаль- 
НУЮ О6Ь. х. 
Координаты центра одного изъ шаровъ системы (70) суть: 


__ м - № -[ ваз _ и -Е № - вв —_ а Е № - ще 


о О 


исключая изъ этихъ уравнен!й / и в найдемъ геометрическое м$ето цент- 
ровъ шаровъ (70): 


(71) 


хуа 1 
а @ @з 1 з 
6 5 р 1 Р 


Я © в 1 


которое, какъ видно, есть плоскость, проходящая черезъ центры трехъ 
шаровъ (66). | 

Задача. Показать, что геометрическое м$ето центровъ шаровъ сис- 
темы (70), коихъ радлусъ есть данная величина, есть коническое сфчеше 
на плоскости центровъ? 

$ 649. Предложене. Полярныя плоскости данной точки, относительно 
каждаго изъ системы шаровъ (70), проходять всф черезь одну и туже 
точку. - | | 
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Доказательство. Пусть: 


Я =0 ‚, №=0 ‚, 5, =0 (72) 
будутъ три шара. 
&1 -Е ^53 - 5: =0 (73) 
есть система шаровьъ имфющихъ общую радикальную ось съ тремя дан- 
ными шарами (72)._ | 


Если: 


суть полярныя плоскости точки (719,2,) относительно шаровъ (72), то: 


Р АР, |- иР; =0 | (74) 


будеть, очевидно, полярная плоскость той-же точки относительно шара 
(73). Изъ формы уравнемя (74) видно, что эта плоскость проходить че- 
резъ точку пересЗченля плоскостей (73), какя бы нибыли значеня па- 
раметровъ А и в. 


Задача. 'Показать, что если данная точка (22) находится на ради- 
кальной оси трехъ шаровъ, то полярныя плоскости (73) пересфкаются 
также на радикальной оси? 


$ 650. Центры подобзя. Три шара: 
5 =0 , &=0 , $8 =0 (75) 


взятые попарно имфють шесть центровъ подобя, которые расположены 
на сторонахъ треугольника 0,050, если 0/1, О», Оз суть центры данныхъ 
шаровъ. Уравнен1я этихъ центровъ суть: 


Аз 4) 


То _ Тз 73 71 | Г То 
| (76) 
42, Аз Аз 41 А, А. 
Не — == (0 , ‚> ЗАВ — = 0 & — | — =0 
Го в 7з 73 т 71 | 71 * 72 


 первыя три уравнен!я даютъ тождество: 


(= о С 8) =0 


\ 72 \ 7 \ и, | То ] 


Слздовалельно три внфшне центра подобфя лежать на одной прямой ли- 
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ни. Изъ тфхь же уравнений (76) найдемъ еще слфдующия тождества: 
а т вы 
ен) 
не 


Изъ этихъ тождествъ слфдуетъ, что два внутренне и одинъ внЪшЕЙ изъ 
центровъ подоб1я также лежатъ на одной прямой лини. Четыре прямыя, 
на которыхъ лежатъ по три центра подоб1я называются осями п0добя 
трехъ шаровъ. Очевидно эти четыре оси находятся въ плоскости центровъ. 

Съ помощью уравненай (76) легко написать координаты цевтровъ 
подоб1я. Такъ, напримфръ, координаты центровъ подобя: 


А 43) 4 № р 
Го 73 ТЗ 7 
СУТЬ: 
@571 — @1Та 6571 — би 7 ь -Со71 — @17а 
— —_——_—_ И кое 
р 7 — 7 ‚У 7—7 п 7 
(77) 
__ @з71 — 71 @з ца = 637, — 6173 Е СГ — 73 
7—3 П — 73 Я — 7з 


\ 


Косинусы угловъ прямой, проходящей черезъ двЪ точки (лил), (22422), 
пропорцюнальны разностямъ: 


№ ‚, фб , 2—2 


СлФдовательно изъ выражен (77) сл$дуеть, что косинусы угловъ, кото- 


рые внзшняя ось подобя составляетъ съ координатныхи осями, пропор- 
цональны выраженямъ: 


71 (Я — аз) Е га (аз — м) -- 7з (и — аз) 
7; (65 — 6) -- 7 (63 —В)-Е7з (& — 6,) (78) 
71 (62 — сз) -Е 7з (3 — @) -Е 7з (1 — ©) 

Въ уравнении: 


и; (83 — 58) --тз (58 — 81) -Е 13 (51 — 62) = 0 


коэфищенты” при 2,9,2, очевидно, пропорщональны выражешямъ (78), сл%- (78 
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довательно это уравнен1е представляетъ плобкость, которая проходитъ че- 
резъ радикальную ось и перпендикулярна къ внЪшней оси подобя. 


5 651. Задача. Найти взаимную поляру внЪшней оси подобя трехъ 
шаровъ? 
Руьушене. Пусть данные шары будуть: 


Я =0 , бе = 0 . 6‹ =0 


Выше видЪли, что уравнене полярной плоскости точки: 


А, _ 4 —0 
71 72 
относительно шара 6, =0, ‘есть: 
8, — № {0,0 —(и— =} =0 _ (9) 
Уравнене полярной плоскости точки: 
43 1 | 
73 7] 
относительно того-же шара, есть: 
1 — 88 -- 1010, —(1— яз} =0 (80) 


Уравнен1я (79) и (80) взятыя вмфетЪ представляютъь взаимную поляру 
внзшней оси подобйя относительно шара ©; ==0, такъ какъ полярныя 
плоскости двухъ точекъ пересЪкаются по взаимной поляр$ прямой, про- 
ходящей черезъ двЪ точки. Такля-же уравнемя можно получить относи- 
тельно другихъ шаровъ. - | 


ИзвЪетно, что взаимная поляра перееБченя двухъ касательныхъ 
плоскостей къ шару, есть хорда соприкосновен1я. СлФдовательно, если 
къ уравнешямъ (79) и (80) присовокупимъ уравнене шара &==0, то 
будемъ имЪть три уравнен!я, изъ коихъ можно опредфлить точки каса- 
ная касательныхь плоскостей, проведенныхъ къ шару 5 =0 черезъ внЪш- 
нюЮЮ ось подобля. 


Система четырехъ шаровъ. 


652. Пусть уравнен1я четырехъь шаровъ будуть: 


1 =0[ , Ка =0 › бз ==0 . Ба =0 (81) 
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Радикальныя оси этихъ шаровъ, взятыя по три, суть: 


1 — ба =0 3 бе — 6 = 0 ) 58 — &! == 


бы — Юз == . ©: — 5. =0 ) 54. — 6 ==0 

(82) 
9; — Ю4 ==0 . В. — в =0 ь 5 — Юз ==0 | 
Ва — © =0 ) В — 68 =0 , 62 — ба ==0 


Легко видзть, что эти прямыя перес$каютея въ одной точкВ, которая 
соотв тсетвуетъ равенству: 


б1 = ба == 6 = ©. | 


Эта точка называется радикальнымь центромъ четырехъ данныхъ шаровъ. 
Точка эта иметь то свойство, что ве касательныя проведенныя изъ 
нея ко вс$мъ четыремъ шарамъ, равны; она есть центръ шара, который 
проходить черезъ всЪ точки касан1я, касательныхь къ четыремъ шарамъ, 
и коего радлусъ есть общая длина этихъ касательных. 


Положимъ, что четвертый шаръ ©. =0 измЪняетея и пуеть ДО бу- 
детъ радикальная ось трехъ остальныхъ шаровъ. Какое-бы нибыло поло- 
жен!е центра, шаръ 5, = 0 пересчеть друше шары по кругамъ, коихъ 
плоскости пересЗкутся на прямой ДП. | 


У 653.`Центры подобля. Если возьмемъ шары по-парно, то найдемъ 
по три центра подобя на каждомъ ребрЪ тетраэдра, коего вершины суть 


центры данныхъ четырехъ шаровъ. Уравненя этихъ двЪнадцати цен- 
тровъ подобля суть: 


7] то 7 73 7 74 
4. 73 То 74 7 74 | 
й (83) 
А 2 А, Аз Аз А. 
а —^ =0 = — == —*-—- —= = ; 
(7 "1 % 7 7 т Уз 9 Ся ь 


` 


73 74 


А. А А, А — 3,4 
( ) о ы 73 0 , о Е я 0 ) | 0 


ГДЪ: 
А =0 ) А. =0 ) Аз = ) А. = 0 


суть уравнен1я центровъ шаровъ. 
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Легко видфть, что уравнев!я (8) суть слЪдетв1я уравнев!й (х), отку- 
да слфдуетъ, что шесть первыхъ центровъ подоб1я (а) и (В) находятея 
въ одной плоскости. ^ Точно также легко показать, что вычитая почленно 
три уравневя системъ (1) и (5) найдемъ три уравнен1я, принадлежащя 
системамъ (а) и (В). Откуда слЪдуетъ, что три центра подоб1я втораго 
рода находятся съ тремя центрами подоб1я перваго рода въ одной плос- 
кости. Для каждой системы изъ трехъ шаровъ существуютьъ четыре оси 
подоб1я, такъ что двфнадцать центровъ подобйя находятея по три на 
шестнадцати осять подобля и комбинированные по шесть, находятея въ од- 
ной плоскости, которая называется плоскостью подобзя: такихъ плоскостей 
есть восемь; онф перес$каются по осямъ подобя. 


$ 654. Задача. Найти полюсъ плоскости подоб1я относительно одного 
изъ Четырехъ данныхъ шаровъ? 


Рюшете. ОпредЪлимъ, наприм$ръ, полюсъ плоскости подобя, въ ко- 
торой находятся точки (а) и (8) (83). Означимъ эту плоскость черезъ Р 
и назовемъ ее вньшнею плоскостью подобя въ отлище отъ другихъ. Мы 
выше виджли, что полярная плоскость точки: _ 


А Ао 

Е) 

71 72 
относительно шара 5; =0, есть: 


дл? 
81 — 62 -- 0105 —(и — 72) = (84) 
и полярныя плоскости относительно точекъ: 


71 73 ‚8 т 74 


<. 


относительно того-же шара, суть: 


В — 63 Е 0,03" — (1 —— уз) ви 
вы (85) 
Я — 64 -- 0,04 — (уг — 74) =0 


Полюсъ плоскости Р есть пересЪчен1е этихъ трехъ плоскостей, сл№дова- 
тельно, опред$ляя изъ этихъ трехъ уравнешй х,у,2, найдемъ координаты 
искомаго полюса. 

Точно также найдемъ уравнен!я, опредфляющя полюеъ той-же плос- 
кости относительно другихъ шаровъ, а также и полюсы другихъ плоскос- 
тей подобя относительно данныхъ шаровъ. 
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$ 655. Задача. Найти шаръ касательный къ четыремъ даннымъ 
шарамъ? 


Руьшеняе. Пусть уравнемя данныхъ шаровъ будуть: 


9 =0 . бе = 0 . 63 =0 ) 64 —=0 
аа координаты ихъ центровъ и радусы пусть будуть: 


а бат 
_ @ 65 Со То 


аз 63 С3 73 


а 04 (4 97 


Если означимъ центры этихъ шаровъ черезъ Ол, О», Оз, Ол, а центръ и ра- 
дусъ искомаго шара черезъ О и х, который касается внутренне данныхъ 
шаровъ, то, очевидно, будемъ имфть слздующия уравненя: 


00 = (м) , 00 = (ито , Об = (ета, Обр = (ити 
Но известно, что разстояе ОО, даетея вынраженемъ: 


00, = (х — и)? - (у— в) (#—в) 


ГД 2,9,2 суть координаты центра искомаго шара, слБдовательно предъ- 
идушия уравнен1я могутъ быть выражены въ форм%: 


Я =@-и , ви =о+ я 
(86) 


63 -Е 72 = (х -- уз)? ) 54 -|- ой = (х —- „2 


Эти четыре уравненпя содержать р$шеве предложенной задачи, он да- 
_ють возможность опредЗлить рад1усь искомаго шара и координаты его 
центра. Въ уравнемяхъ (86) мы предположили, что шаръ касается внут- 
ренне данныхъ шаровъ; въ случа внЪшняго касаюя надобно перем$- 
нить знаки при ращусахъ 71,72, 7з,7.. Наконець, какой-бы ни быль шаръ 
касательный къ даннымъ, надобно написать уравнене (86), давая знакъ 
—т$%мь шарамъ, коихъ искомый шаръ касается внфшне. Сосчитывая вез 
комбинащи знаковъ легко видфть, что задача имфеть шестнадцать рЪше- 
НЙ, изъ коихъ ифкоторыя могутъ быть мнимыя—это зависить отъ поло- 


женя данныхъ шаровъ. 
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$ 656. Если м почленно уравнев1я (86), то найдемъ: 
(а) У — ба = —) , 6 ==27(и—:) , б-— ба = 277—174) 
(6) 5—5: = 2(7.—73) , 5—5, =9т(и-—т.) , 6—8 = м] 


изь этихъ уравневй только три различны, такъ какъ три послднйя суть 
сл$детвя первыхъ. Исключая у изъ уравнен!й (а), найдемъ: 


(7 а 74) (51 гс 52) т (т — 7) (5 о 6) —0 
(т — 74) (9 — 5) — (71 — 73) (91 — 54) =0 


ИЛИ: 
91 (54 — 65) Е хз (91 — 54) -Р 74 (Бе — ©!) =0 (87) 


7" (4 — 53) | 73 (9 — 54-774 (53 — 9) =0 (88) 


Эти уравнен1я неизм$няются, если измзнимъ знаки рад1усовъ #71, Го, 7з, 74 
и такъ какъ он вытекаютъ изъ уравнен!й (а), то он% будуть удовлет- 
воряться координатами центра шара, который касается внутренне или 
вншне данныхъ шаровъ. Разности 5, — 5 и т. д. первой степени отно- 
сительно 2, у, 2, сл$довательно уравнев!я (87) и (88) предетавляютъ двъ 
плоскости, проходящая черезь радикальный центръ и перес$каюцщияся по 
прямой, на которой находятся центры двухъ касательныхъ шаровъ. Пер- 
вое изъ предъидущихъ уравневй (87) предетавляетъ плоскость перпенди- 
кулярную къ внфшней оси подобя (5650) шаровъ Оу, О, Оё, а второе 
(88) представляетъ плоскость перпендикулярную къ вишней оси подоб1я 
шаровъ Оу, Оз, Оз, сльдовательно плоскость Г, которая содержитъ шееть 
точекъ: 


Га Го | ° То 71 7 74 
_ 74 73 74 71 фи т 7 


перпендикулярна къ плоскостямъ (87) и (88) и къ ихъ общему сЗченю. 
Изъ этого заключаемъ, чо центры двужь касательныхь шаровъ внъшне и 
внутренне кь даннымъ, находятся на перпендикулярт, опущенномь изь ра- 
дикальнало центра на вньинюю плоскость подобая. 

Точно также найдемъ, если не ве ращусы т, 7, 7,7’. имфютъ обший 
знакъ, что центры шестнадцати шаровь касательныхь кь четыремь дан- 
нимъ, находятся на перпендикулярахь, опущенныхь изъ радикальнало цен- 
тра на восемь плоскостей подобзя. 
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$ 657. Пусть 5 будетъ касательный шафръ, касающийся внутренне, пусть 
2.9.2: суть координаты точки касашя шаровь 5 =0 и & =0. Эта 


| ох 
точка дЪлить разетояне 00! въ отношения > ‚ елЪдовательно: 


7х -- га 71 и -Е- 7Б | _ да--ус 
уж: „ — МУР аи" -ЕЯЯ 


п” › ч к" я 
откуда: 


(я) м — "м и = (ии) -— 7 р (Ал) д — с 
Я р 1712 


71 7] 7 


такъ какъ х,у,2 суть координаты центра 0, то онЪ должны удовлетворять 
уравненлямъ (а). Прежде подестановленя замфтимъ, что замфщая въ по- 


лином$ первой степени формы ах-Еу--сг--4 величины х,у,2 ихъ предъи- 
дущими выражен!ями, найдемъ: 


я, : у | 
ав (а -- бу, ва а) — — (аи -- 6: -- са -- а) 

- 
т. е. результать равенъ данному полиному, въ которомъ х, у, 2 зам$щены 


я 7 
черезъ 2; , у! , #1, умноженному на ея ‚безъ того-же полинома, умножевн- 


7 


| у йе 
наго на — ‚и въ который вмЪето х, у, 2 вставлены координаты и, ,с1. Въ 
| 


силу этого правила первое изъ уравнев!й (а)`сдЪлается: 


а, —8)— (аа — м) а -- 2 (5 —В&) и 


- 2 (© —@) се —- 4 6 —7*, — а — 67, -- 72, = 87 (" — 72) 
ИЛИ: 


ия | хх — . 
ти (9—6) - р ( 0,05. -- 72, — 72) = 2% (7 — 72) 
1 1 
посл сокращен это уравнеше приметъ форму: 
г. ! В 2__ __ 2 и 
® и и (0,0% (7; — 7) 0 
точно также найдемъ для остальныхъ двухъ уравнен!й (а): 


Я — 58 Е (0,08 — (1—7)? =0 


9+; (00 —и—м)} 0 


43* 
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Откуда, отбрасывая индексы, видимъ, что координаты точки касашя ша- 
ровь 5 и «1 удовлетворяютъ уравненлямъ: 














В — 22 Вх 
0,05 —(п—®)* ТИ 

© — та 
о оз = р 1 (89) 
0,05" — (—3)8 ТРИ 

ит 8 4 -- —. — 0 
0.0: — (1—4)? ТИ 
откуда, вычитая, найдемъ: 
В 9 
О 05 — (и -— 1) 0 0: ыыы 
(90) 


в вх 5 в ее 64 


0103 — (9 — 3) р 0.0 — (77) — 4)? в 





Эти уравнеюя представляютъ плоскости, въ которыхъ находится ради- 
кальный центръ и точки касан»т шара 5 съ шаромъ ©: == 0; совокупно 
эти уравнен1я представляютъ прямую, проходящую черезь эти двЪ точки. 
Такъ какъ эти уравненя неизмфняются, если измВнимъЪ 71, Ио, 7з, 74 На 
—#.. т —., —7., ТО прямая эта проходить и черезь внтшнюю 
точку касатя шара 5, =0 съ шаромъ 5. 


Если вычтемъ уравневе (84) изъ уравнеюмй (85), которыя. опре- 
дфляють полюсъ внфшней плоскости подобя, то найдемъ уравненя (90). 
Слздовательно прямая, соединяющая радикальный центръ съ полюсомъ 
плоскости Г) относительно шара 5! = 0, содержитъ точки касан1я двухъ 
шаровъ касательныхъ внутренне и внЪшне къ даннымъ шарамъ. Такое 
же заключене выведемъ и относительно шаровъ 6 =0, 63 =0, 6. =0. 


СлЪдовательно прямыя, соединяюния радикальный центръ, съ по- 
люсами внфшней плоскости подоб1я, опредзляютъ пересВчениемъ своимъ 
съ данными шарами точки касан1я двухъ касательныхъ шаровъ, одного 
внЪшне, а другаго внутренне, съ данными шарами. 


Обобщая этотъ результатъ, найдемъ слфдующее предложенге: 


Гредложене. Если выберемъ произвольно одну изъ плоскостей по- 
доб1я системы четырехъ шаровъ, то прямыя, соединяющ!я радикальный 
центрь съ полюсами этой плоскости относительно каждаго изъ четырехъ 
шаровъ, ветр$чаютъ шары въ восьми точкахъ, которыя суть точки каса- 
н1я двухъ шаровъ касательныхь къ даннымъ. 
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$ 658. Зам$тимъ здесь, что рёшевне задачи „о нахождени шара, касающагося 
четырехъ данныхЪъ шаровъ“ было дано Ферма, которому этотъ вопросъ былъ предло- 
женъ, для рьшевия, Декартомъ. ПослфдвйЙ хотя утверждалъ, что имъ найдено рф- 
шене этой задачи, ири помощи обыкновенной геометрли, но указав по этому иред- 
мету въ его сочинемяхъ нЪтъ никакихъ. Вопросъ объ отыскани шара, касающахгося 
четырехъ данныхъ есть ничто иное, какъ дальнфйшее обобщене задачи объ отыска- 
н1и круга, касающагося трехъ данныхъ; послфдняя задача, какъ извЪфстно, была од- 
ной изъ важнфйшихъ утеряннаго сочиненля Аполлон „О сопрнкосновемяхъ“, ко- 
торое было возстановлено В1етомъ. Задачу эту Влетъ предлагалъ для рфшен1я голланд- 
скому геометру Адрану Романусу, который нашелъ центръ искомаго круга, какъ 
точку пересЪченя двухъ гиперболъ. Но В!етъ ему показалъ, что задача можетъ быть 
р$шена безъ посредства коническихъ сЪчеюй и что искомую точку можно найти 
проще, какъ перес$чене двухъ ипрямыхъ линий. Друпя р$шеня этой задачи были 
даны Ньютономъ. Вопросъ этотъ занималъ также Декарта, который даль два рЪше- 
ня; первое изъ нихъ по его же словамъ „было на столько сложно, что потребова- 
лось бы не мене м$феяца для его построевя“. Другое представляло не менышя за- 


трудненля. 


ГЛАВА ХХХ. 


Фокусы поверхностей. 
$ 659. Если: 
бр == (я — м) + (у— в) (#2— а) — 2 =0 (1) 
есть уравнеше шара, коего центръ есть (м,1,&), радуеъ 1, а: 


А; = хс05 9, —- у 605 В —- 26051 — д =0 


(2) 
Ао = д 6084 -- у с08 В. —- 2 608 2 — рэ ==0 
суть уравненя двухъ плоскостей въ нормальной формЪ, то: 
© д ^А, А. =0 (3) 


есть уравнене поверхности втораго порядка, проходящей черезъ перес$- 
чен1е шара (1) съ плоскостью (2). Перес$четя эти суть круги, а сл$до- 
вательно всЪ пересЗчен1я поверхности (3) плоскостями параллельными 
плоскостямъ (2) будуть также круги. 

Легко показать, что поверхность (3) съ шаромъ (1) имБютъ двойное 
соприкосновеше на прямой пересЪчен1я плоскостей (2), т. е. въ точкахъ 
гдз прямая (4,.4.) встрфчаетъь шаръ (1) и поверхность (3). Въ самомъ 
дфлВ, пусть (дуг) будетъь точка общая обфимъ поверхностямъ (1) и (3), 
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а Р==0 уравнене касательной плоскости въ этой точкЪ къ шару (1), 
очевидно: 


Р=(я— а) (х— в) - (и — в) (у) - (д— и) (2—1 )—7, =0 (4) 


Уравнене касательной плоскости къ поверхности (3) въ той-же точкЪ 
есть: 
Р— (А.А —- 4, 4») —0 (5) 
гдз Ати 4', суть числовыя значемшя А и А., когда въ нихъ подста- 
вимъ координаты 2,9/,2. Если точка (119121) находится на пересЁчени 
плоскостей (2), то А\=0, А’, =0, слЪдовательно уравнене (5) касатель- 
ной плоскости къ поверхности (3) сдЗлается Р=0, т. е. поверхности (1} 
и (3) имВютъь общую касательную плоскость въ точк% встрЪчи поверх- 
ности съ прямою (.4,.4.). 

Обратно, если поверхность втораго порядка имЗетъ двойное сопри- 
косновене съ шаромъ въ двухъ точкахъ 01 И 92, То пересчете этихъ 
поверхностей суть два круга. Въ самомъ дЪлЪ, пусть Р=Ои 9 =0 6у- 
дуть общля касательныя къ обзимъ поверхностямъ въ точкахъ д И д», 
пусть 4: будетъ третяя точка на пересЪ$чене поверхностей. Если черезъ 
`ТОЧКИ 41, 42, 9з проведемъ плоскость, то сзченя ея съ поверхностями бу- 
ДуТъЪ два коническля сЪчен1я, имЪюшля двойное соприкосновене въ точ- 
кахъ 01 И 42, а такъ какъ он проходять и черезъ точку 43, то оба 
вполнЪ опредЗляются одними и т$ми-же пятью условями, а слЗдовательно 
онф тождественны, т. е. совпадаютъ. | 

Но перес$чете поверхностей втораго порядка четвертой степени, 
слЪдовательно друг1я точки не находяшляся на первомъ круг должны 
находиться на другомъ. . 

Если черезь 4 =0 и 4, =0 означимъ плоскости круговъ пере- 
сЪъчемя шара и поверхности втораго порядка, то ея уравневе будетъ 


имЪть форму: аеы : 
17 Ара — 


Если шаръ (1) обращается въ точку, т. е. если 7” =0, то его уравнене 
будетъ: 

Я == (2 — и) | (у— В)? + (#— а =0 (6) 
Эту точку должно разсматривать, какъ им$ющую двойное соприкоснове- 


не съ поверхностью: 
© - ) А) 4? — 0 


Точка, иизющая такое свойство называется фокусомъ поверхности, а пря- 
мая соприкосновеюя называется соотвътствующей директрисой, 
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Мы сейчасъ увидимъ, что поверхность втораго порядка имфбетъ без- 
численное множество фокусовъ, которые образуютъ три коническия сЪче- 
шя на трехъ главныхъ сопряженныхъ дламетральныхъь плоскостяхъ. Эти 
коничесмя сЪчевя называются фокальными литями поверхности. 


Фокусы и фональныя лимя въ центральныхъ поверхностяхъ. 


$ 660. Пусть уравнеше центральной поверхности отнесенной къ ея 
осямъ будетъ: 


я 
1 (т) 


7 


Если она имфетъ фокусъ (ис), то ея уравненю мбжно дать форму: 


(— и) -- (у— 6) - (2 — в)? = А, 4, (8) 


Но плоскости 41 =0и 4. =0 суть плоскости круговыхъ сфченй, сл$- 
довательно онЪ параллельны одной изъ осей поверхности; а потому про- 
изведен1е 4..4, можно заметить однимъ изъ выражений: 


а — Пи — №, ле — 9, ви —9 0) 


которыя, будучи приравнены нулю, представляютъ плоскости, пересЪкаю- 
иляся по прямымъ параллельнымъ одной изъ осей. Эти плоскости будутъ 
дЪйствительныя или мнимыя, смотря по знакамъ постоянныхъ количествъ 


А, (^, у 
Возьмемъ уравненте: 


е—а ив) фалов 0) 


и выразимъ, что оно представляетъь туже поверхность, что и уравнение (7). 
Уравнен1я ея центра будутъ: 


ж—@ —А(—Ю=0 , у фвц (у =0 , 2—в=0 (11) 
такъ какъ центръ долженъ быть въ началЪ, то мы должны имфть: 
и = , И=уй , а=0 (12) 


Въ силу этихъ значенй уравнене (10) сдЪлается: 





и—а-а-рии тя КИ (13). 
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сравнивая которое съ (7) найдемъ: 





1 — Л | — 
ра у=аа- ии ти, (14) 


откуда: 





=” аа: 2 у 7 | 
А = р А 15) 
г р а ‘ 


подставляя эти значен1я въ уравнен!е: 


ар 
(1—))* -. + вы =, 


найдемъ: 


о 
Е: г 


=] _ (6) 


т. е. координаты фокуса удовлетворяютъ уравнене (16). СлЪдовательно 
въ плоскости ХУ существуетъ безчисленное множество фокусовъ поверх- 
ности, которыя образуютъ коническое с$чене: 


Го № * 
ра и 
Если сдлаемъ тЪже преобразовае1я относительно ‘уравнен!й: 
(х— а) Е (у— 81) + (#— а) = (#— В у(#—9) 
(х— м) (у— в) (#— = (уф Ву (2—9) 


то будемъ имЪть слЗдующее предложение: 


Предложеще. Геометрическое мЪето фокусовъ центральныхъ поверх- 
ностей состоить изъ трехъ коническихь сЪчевй въ главныхъ плоскостяхъ, 


которыхъ уравненля суть: 





2 2. 
2—0, = 








ое 
ар 22 | 
—0 , -- =] (18) 
р ри .. ге 
2 2 
д — ь Ре: АИ чья 
р В 


Между дфйствительными фокусами различаютъ фокусы, коихъ директриса 
есть перес$чене двухъ дЪйствительныхь плоскостей, и фокусы, коихъ ди- 
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ректриса есть пересЪ5чене двухъ мнимыхъ плоскостей; первые называются 
фокусами перваго рода, а вторые фокусами вторало рода. 

Въ каждомъ изъ этихъ случаевъ директриса есть перес$чене дЪй- 
ствительныхъ или мнимыхъ нлоскостей: | 


^(5— К)? --и(у—й)°=0 , М и ‚ Ву) У(#2—9)"==0 (19) 


Координаты точки встрзчи этихъ прямыхъ еъ главными плоскостями, 
очевидно, будутъ: 











ие  — рай _ р —= [0 
) р—х 9 9—” 
ра ТС 
ВО = , = 20 
2—9 $ СБ (ео) 
р, — — ИИ 
| Ч—р ’ "—Р 
откуда найдемъ: 
ВУр_ щ_ МУ | 
р `Ир—» 9 Иа—* 


возвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ: 
я. - в =1 
Изъ этого заключаемъ, что директрисы ры цилиндрическую поверх- 


ность, коей перес$чене съ плоскостью ХУ есть кочическое сЪчене: 


22 9/2 - 
р" 4 
р— а 








Этотъ цилиндръ называется направляющимь. Такой цилиндръ существуеть 
для каждой фокальной линии. 


$ 661. Легко показать, что фокальныя лини проходятъ черезъ круг- 
лячки поверхности. Координаты круглячковъ суть: 


у = 0 3 == в . ут 


когда р>4>>7. Легко провзрить, что эти выражея удовлетворяют урав- 
неню фокальной ливи: 


752 22 
р— ст `—4 = 
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$ 662. ГГредложене. Основаве директрисы фокуса (ис) есть по- 
ЛЮСЪъ касательной въ этой точкЪ къ фокальной лини въ главной плоскости. 


Доказательство. Поляра точки (№№) главнаго съчетя: 


2 2 | 
НУ =] 
р Ч 
поверхности, есть: 
р 9 
или, подставляя вмзето К и й ихъ значевя (20): 


ах | &у 3 
рт Ч—7 


а это, очевидно, есть уразнен!е касательной въ точкЪ (а) къ фокальной 
лиши (17). 
$ 663. Предложене. Прямая, соединяющая фокусъ съ основанемъ 
соотвфтствующей директрисы есть нормальная лин1я къ фокальной линии. 
Доказательство. Уравнеше прямой, проходящей черезъ точки (6, ), 
(,й), есть: 
х—@ _Уу— 
ка 2-Ы 


или, подставляя вместо ри Й ихъ выраженя (20), найдемъ: 


д — (1 >. = 6. 
и 6, 
р— 4—7 





Очевидно, это есть уравненйе нормальной лини въ точкЪ (#6) къ фо- 
кальной лини въ плоскости ХУ. 

664. /Гредложене. Плоскость, проходящая черезъ фокусъ поверхности 
и соотв$тетвующую директрису, перес$каетъ поверхность по коническому 
сЪченю, коего фокусъ и директриса суть фокусъ и директриса поверхности. 

Доказательство. Въ самомъ дЪлЪ, если за плоскость ХУ возьмемъ 
плоскость, проходящую черезъ фокусъ (жв) и его директрису, то уравне- 
нен!е поверхности будетъ имЪть форму: 


(2 --(у—8)-|- #8 = А, Аь ” 


гд$ Ау и А, при 2=0 должны обратиться въ одно и то же выражеше 
иж--Фу-|-с, такъ какъ эти плоскости ветрфчають плоскость ХУ по одной 
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и той-же прямой. СлЗдовательно коническое сЪчеме въ плоскости ХУ 
будетъ: 

(х— м) - (у—&} = (а ы-- 0? 
а это есть коническое сЪчене, коего фокусъ есть (а1.), а директриса 
ал -- Зу-не=0. 


$ 665. Предложете. Конусъ, описанный около центральной поверх- 
ности, и им юлиЙ вершину на фокальной лиши, есть конусъ вращевя. 


Доказательство. Для доказательства, помЗетимъ начало координатъ | 


въ фокусЪ (ис), а плоскость ХУ проведемъ черезъ директрису. Въ 
этомъ случаЪ уравнеше поверхности будетъ: 


ау == 4,4 о — _ 20 
гл: 


А, = соза, -РусозВ, -- 2605! — 2 ==0 ‚ А = 26080-96058. -—-2605/ 





рэ=—0 


Мы видЪфли, что уравнен1е конуса описаннаго около поверхности: 


(а хожзла) == 0 
есть (8 539): 


аи) Ред — (9 а к. 


Если это уравнене приложимъ къ поверхности (21), полагая у: = уз = у; = 0, 


4 =1, то найдемъ: 


4”, (Ну 22 — 4,45) р? в (Аа -Е 4) = 
или: 


ау) (4 — 4—0 


или наконецъ: 


_ 4 (22 -- 9?) -- 42° -- (со — с05 1) 22 =0 


а это уравнене представляетъ, очевидно, конусъ вращен!я, коего ось 
перпендикулярна къ плоскости, проходящей черезъ фокусь и соотвЪт- 
ствующую директрису. 


С 666. Пояенимъ сказанное примЪрами. 


Пр. 1. Эллипсоидь. Уравнене этой поверхности есть: 


22 9’ 23 
1 


›вег 


684 


Уравнен1я фокальныхъ ли будутъ: 


272 И 
тр 
222 22. 
Е к ревет уе ноя < Зе 
| 2 а 


62 — д? 62 ви 2 = 


Если а>6 > с, то первая изъ фокальныхъ лиюйЙ есть эллипеъ въ плос- 
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о о 
(- С 
П ы 


о 
2—6 
А 
0 — а 
заенщыя” Ва 


__ 62 — с? 
а 
аи 
сабмс" 
с — а? 
И 


ЛОС 


кости ХУ, фокусы будуть втораго рода, такъ какъ А и в, имЗютъ одина- 
ковые знаки. Вторая фокальная лин1я есть гипербола въ плоскости ХА, 
а фокусы перваго рода. Наконецъ, третяя фокальная лия есть мнимый 


ЭЛЛИПСЪ. 


Пр. 2. Гиптерболоидъь однополый. Его уравнеше есть: 


2:2 + и 27 
08 р2 с? 
Уравнен1я фокальныхъ ли суть: 
2 2 
х у 
#80 о оба тУ ый 
афатыря "| 
о 2 
д 2 
=, =! , 
дб 
2 о 
1 2 
т == (0 Сы — 1 $ 
3 р2 о 2 2 —- (2 


Если а>6 > с, то первая фокальная лин1я есть эллипеъ и фокусъ вто- 


==] 
о 9 
—@ 76 
(7 
28—61 
2 
2 — а? 
ее Я 


ВТО 


раго рода; вторая фокальная лин1я есть гипербола и фокусы втораго ро- 
да. Третяя фокальная лишя есть мнимый эллиисъ. 


Пр. 3. Гиперболоидь двуполый. 


22 9? 
а? 0? 
Фокальныя ливни суть: 
2 _ ду? 
ве > я-ата—ы=! 
= › рт 
я о 9 
о о ры Ааа а 
я | е а? сита | 1 


Его `уравнене есть: 


=: 
а? с? 
= 
` а. 2 
м 
и а? + 6? 
= к 





М 
а 

р? — 2 
ре 

а? - 5* 
ме 
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Если а>ф > с, то первая фокальная лия есть гипербола, а фокусы 
втораго рода. Вторая фокальная линя есть эллипсъ, а фокусы перваго 
рода. Наконедъ, третяя фокальная линя есть мнимый эллипсъ. 


ЗамЪтимъ, что въ трехъ центральныхъ поверхностяхъ, въ каждой, 
есть мнимая фокальная лин!я, гиперболоидъь имфетъ фокусы только вто- 
раго рода, а. въ двухъ другихъ поверхностяхъ фокусы перваго рода при- 
надлежатъ главной плоскости перпендикулярной къ циклическимъ сЪче- 
Н1ЯМЪ. 

Пр. 4. Фокальныя лини конуса: 


от И 
а? 02 с? 


суть. 
| о о о _|_ „2 р? о 
ее? их р2 
ов п Щи 
у — Ш ео т а? | 62 
о 2 2 9 о| „2 
сб . Я а а те. 
а о? м р? ) са 


Если «>, то конусъь имФетъ одну дФйствительную фокальную линю, 
которая состоитъ изъ двухъ прямыхъ въ плоскости ХУ, а соотв тствующие 
фокусы втораго рода. 


Можно показать, что фокальныя лиши перпендикулярны къ Ци- 
клическимъ плоскостямъ взаимнаго конуса. Бзаимнымьъ конусомъ назы- 
ваютъ конус, образованный, проходнщими черезъ вершину прямыми, пер- 
пендикулярно къ касательнымъ плоскостямъ конуса. 


Уравнен1я перпендикуляра къ касательной плоскости конуса въ 
точкВ (му) суть: | 


Шо. 2 И ; 
я и 2 
7 р? 6? 
сл дховательно: 
д. У 1 


_ откуда: 
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есть уравнен1е взаимнаго конуса. Уравнен1я циклическихъ плоскостей 
этой поверхности суть: 


22 (а? — 5?) — 2? (6% - с) =0 (22) й 
Если сравнимъ это уравневе съ дЪйствительными фокальными литями: 


227 22 
я—м м-р —° ие 


то легко видфть, что эти лиши перпендикулярны къ плоскостямъ (22). 


Образоване центральныхъ поверхностей. 


3 667. Если въ уравнении: 
(2 — в) -- (у— 6)? + (#— а) == 4, 4» 


плоскости 4, =0и 4. =0 дЬйствительны, то можно его написать въ ГЬ 
формЪ: 
(д— м) (у— в - (2—9) = А (— 1) — в(у— 1)" “(х 


Первая часть представляетъ квадратъ разстоянйя точки (ху2) отъ фо- 

куса (26 с); вторая часть, раздЪленная на Х Ри, представляеть произве- 
дене перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точки (792) на плоскости А, =0, 

А =0. Если означимъ черезь Р, и Ро. эти перпевдикуляры, то называя 

черезъь А разстоявн1е точекъ (хуг) и (иба), будемъ имФть: 


=(--ь) РР, 
ИЛИ: 
р? 


Е == | 
Р.Р. —- & = поетоян 


Откуда имфеть слфдующее предложение: 


Предложене. Центральную поверхность втораго порядка можно раз- 
сматривать, какъ геометрическое м$ето точекъ, коихъ квадратъ разстоя- 
ня отъ данной точки находится въ постоянномъ отношеюми съ произве- 
денемъ перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ нихъ на дв данныя плос- 
кости. 


Если А, ==0 и 4. =0 суть мнимыя плоскости, то уравнене поверх- 
ности можно написать въ оду: 


(х— м -- (у— В) - (2 — а) = (а — -(у— 1)? (24) ее 
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Пусть (219121) будетъ одна изъ точекъ этой поверхности. Проведемъ плос- 
кость черезъ точку (2192) параллельно оси У, то ея уравнене будетъ: 


а— а =т(х— м) (25) 


= 


эта плоскость встрЪчаетъ директрису соотвЪтетвующую фокусу въ точк», 
коей координаты суть: 


= , у=рА , д =тф— м) (26) 


Откуда видимъ, что квадратъ разстояня точки (219.2,) отъ точки (26) бу- 
детъ: 


(д (и и (а — В) = (1--т?) (и—®) + (и —)? 


| ) 
Если это разстояме означимъ черезъ 6 и положимъ ео то бу- 
ь 


демъ имЪтЬ: 
р а ви) 
Ц. 


Сл» довательно уравнене поверхности можно написать въ формЪ: 


1? = 5? или г — Ив == постоян. 


0 
Легко провзрить, что: 


А 
7 = И ^- 


есть величина дЪйствительная для эллипсоида и двуполаго гиперболоида 
и представляетъ тангенсъ угла наклонен1я циклическихъ плоскостей къ 
плоскости ХУ. Такъ, наприм$ръ, въ эллипсоидЪ: 


Е __ 6 — с? 
ое я 2 
сл довательно: | 
| С а? <. р2 
ти р 
а 6 — с 


Откуда вытекаеть слЪдующее предложение: 

Предложене. Центральную поверхность можно разсматривать, какЪ 
геометрическое м$сто точекъ, коихъ разстояще отъ фокуса находится въ 
постоянномъ отношени съ разстояшемъ отъ директрисы, — это посл днее 
‘разстоян1е считается параллельно циклической плоскости. 
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Софокусныя центральныя поверхности. 
$ 668. Возьмемъ центральную поверхность: 


АР За 
Е (27) 


Если ^ есть произвольный параметръ, то уравнение: 


762 4/2 22 
= 1 08 
РЕЯ | (28) 
представляетъ поверхность также центральную, направлене осей въ ко- 
торой тоже какъ и въ (27); кромЪ этого эта поверхность имфетъ обийя 
фокальныя лиши съ поверхностью (27), въ чемъ легко убфдиться, состав- 


ляя уравнев!я этихъ лин для поверхности (28). Поверхности, имвющ1я 
это свойство называютея софокусными. 


Если ) есть величина положительная, то уравнене (28) представ- 
ляетъ эллипсоидъ дЪйствительный. Положимь а>б>си = — ва, то 
уравнене (28) сдЗлается: 


оу? а 27 
рее 1 (29) 
тт г о. 
6 — р | у 
Это уравненте будетъ представлять: эллипеоидъ, если &2<.с*; гиперболоидъ 
однополый, если 6°>1.2>>с2?; гиперболоидъ двуполый, если &’>2>5*: и 
оно представляеть мнимый эллипсоидъ: если ц?>а?. 

Положимъ, что в? приближается къ с?, при 2 ==с? одна изъ осей 
поверхности (29) равна нулю и поверхность обращается въ фокальную 
ЛИН!Ю: 

72 чу? 


тии (80) 


Точно также, если р2==6?, то поверхность (29) обращается въ фокальную 
лин!Ю: - 
228 22 


о — 


СлЗдовательно фокальныя лини можно разсматривать, какъ поверхности 
софокусныя, безконечно сплюснутыя. 


К 669, Предложене. Черезъ каждую точку въ пространств прохо- 
дять три софокусныя поверхности: эллипсоидъ, гиперболоидъ однополый 
и гиперболоидъ двуполый. 
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Доказательство. Если положимъ, что поверхность: 


1:2 и? 52 
та Та а (31) 


а? — 2 
проходить черезъ точку (219121), то будемъ имЪть: 


] 


22) у 22 
ии 5 ИИ. Та — ва 
Откуда. 


(№? — а?) (р? — 52) (2? — с) 2 (9—9) (фе) 
Ч уз; (62 — а?) (ба (фр Ы—)=0 п (32) 


Это уравневе относительно р? третей степени и его всЪ три корня всефа 
дЪйствительны, такъ какъ подетановлевне вмЪето 7: 


— 00 С2 


2 
а О. 


даетъ въ результат5: 


—+-+ 


СлФдоватедьно корни заключаются между — со и с, между с* и 6? и меж- 
ду 6? и а?. Корню меньшему отъ с? соотвЪтствуеть эллипсоидъ, корню 
заключающемуся между с? и 65? соотвЪтствуетъ однополый гиперболоидъ, 
и наконецъ корню, заключающемуся между 5? и а*, соотвЪтетвуетъ дву- 
полый гиперболоидъ. 

Пусть ва, шо, дз будутъ корни, а &, 1,4; &5, 12, 65; 65 и, („ оси трехъ 
поверхностей, то будемъ имЪть: 


= 0—2, , ув ‚же 
= а? — р, = — р, бой — ра, (33) 
ао, 1 = — р, = — р 


У 670. Задача. Выразить координаты точки (2112) въ функши осей 
трехъ софокусныхъ поверхностей, которыя проходятъ черезъ эту точку? 


Рушение. Положимъ а? -— 4? = $2, то найдемъ: 


Означая черезъ т? и я? положительныя количества а? — 6? и а? — с? бу- 
демъ имЪть: 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 44 
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Подставляя эти значен!я въ уравнене (32), найдемъ: 
еж ЕН 
-- [т2и? -- (т? -Р я?) 28 —- 92? + 022? } 2 — 02? == 0 (35) 


Это уравнение, какъ и уравнене (32) имЪетъ три дЪйествительные корня, 
которые суть оси Е,2, 2, трехъ поверхностей, проходящихь черезъ 
точку (да). 

Такъ какъ ихъ произведене равно послЪднему члену уни (25) 
съ противнымъ знакомъ, то имземь: 


боб, == 220 или 21 22.2. — (4? — 6?) (а? — с?) д? (36) 
точно также найдемъ: 
ПРА = (6 — @^) (68 — су, О, = (6 — а?) (2—2, (31) 


откуда найдемъ: 




















до ЯВ ее 
| (2—9) (2—9) 0? — 61) (8 — с3) 
ры И оо (а) 
ый  И—м(в— с?) — о 6 — а?) (52 — с?) 
2 — в шо (2° == ) (с* ре Ро) (с — (4.9% ) 
ем е—в (в о 


Изъ уравненля (35) имЪемъ: 


-ЕУ ЕЕ та -- и = 8 7 


откуда: 
ха, + у, + 29, == ай, + а — у, а — бб @-о 


ИЛИ. 


ЖА 91 #1 = ва 1” -- 2: | (39) 


 СлЪдовательно квадрать рад1уса вектора, проведеннаго въ точку (21/12), 
равенъ суммЪ квадратовъ осей 5%, 1", &*з, принадлежащихь тремъ софо- 
вуснымъ поверхностямъ, проходящимъ черезъ точку (жир! ). 

Выражен1я (38) называются оллиипическими координатами точки. 
Въ этой систем координатъ положене точки въ пространств® опред*- 
ляется тремя софокусными поверхностями. 
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$ 671. Предлобвене Тв р поверхности перес$каются под 
прямымъ угломъ. 


Доказательство. Пусть: 


=! 
(40) 


к 


я 


будуть двЪ софокусныя поверхности. Какая-нибудь точка (29/2) ихъ пе- 
ресБченля удовлетворяетъ уравненю: 


172 4? 22 


(а? 8) (а — а, Г — ива 0 ,) (© — в) 2). р ет 


полученному, вычитая предъидущя два, уравнегая. 


Уравнен!я касательныхъ плоскостей въ точй (пула) къ поверх- 
ностямъ (40) м | 


ь _ У __ 
ря Кия Кии › а 


72 лу #8 ый ь 
ара РЯ, Тыь | (49) 


Ч 
Но легко видфть, что услове перпендикулярности есть (41); 


27 


ут = 2, _ | 
5) в и а-я уе — 


задача. и - - нибудь ИЗЪ трехь центральныхь поверхностей пере- 
сЪкается плоскостями параллельными одной изъ координатныхъ плоскостей; 
найти геометрическое‘ мЪето фокусовъ, ый сЪчен1ями кониче- 
скихъ сФчен!й? 

У 672. Гредложене. Геометрическое мЪето. полюсовъ, данной плос- 
кости относительно системы софокусныхъ поверхностей, есть прямая. ли- 
шя перпендикулярная къ данной плоскости. 

__ Доказательство. Уравнеше полярной плоскости точки | 2) отно- 
сительно о рее 


ии На 
есть: ‚ ; г 
и 
44* 
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Если данная плоскость дана уравненемъ: 
2 с03 &—- ус; В -- 26081 ==р (43) 


то отождествляя ее съ предъидущимъ уравненемъ, найдемъ: 











6054 __ 2 сов 608 _ м. 
о Е р 2 9 ———— чм 
м ра Пе 
откуда: 
В аа 2 РУ — 2 | | В с ря 
С0$ & ’  с03В с05 


откуда видимъ, Что воординаты полюса уловлетворяютъ уравнение: 


27 бы 2 бя 


605“. с0$ В 081 


а это, очевидно, уравнене прямой перпендикулярной къ плоскости (43). 


Если данная плоскость (43) будетъ касательная къ софокусной по- 
верхности: 


=] 


го 

го 
а. 
92| = 


ром. 
м 


2 |8 
ь 
го 


то геометрическое место полюсовъ относительно всей системы поверхнос- 
тей будетъ нормаль въ точкЪ касания. 


Фокальныя лиши поверхностей неимфющихъ центра. 
6 673. Возьмемъ сначала параболоидъ эллиптический: 
— + — =2х (44) 


Если эта поверхность иметь пе то ея уравнен1ю можно дать одну 
изъ слЪдующихъ формъ: 
ва -- и - ео Ю оф (4 
(х— а)? (у— В)?- (&— в)? = » (д — В)? Ну (2—9)? (46) 
° Изъ травненя (45) имфемъ: 
(1— №2 - (1 —Пу-+и— 2(а— №) #— 246 — №) у— 


— 9622 На?-НЬ-| с? — 12 — ид? =0 (47) 
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Сравнивая это уравнен1е съ (44), найдемъ: 
1—л=0 , с=0 , Р-Р = Иша 
р(1— в) =9=а— № , 6 м=0 
откуда: 
1, ыы о" ‚ р=еР 
слфдовательно: 


=2 (р— 9) а—9(р—@4) 


Изъ этого слЪдуетъ, что эллиптическй параболоидъ имфетъ первую фо- 
кальную лин!ю въ плоскости ХУ, коей уравнеше есть: 


у =(р— 4) (2х — 4) | (48) 


Это парабола, коей ось совпадаетъ съ положительною осью Х, если р >> 4. 
_СоотвЗтетвующе фокусы принадлежать второму роду, тавкъ какъ имфемъ: 


^д=1 , „= Ч 
р 


Уравнене (46) даетъ: 
(1 — \) 2? НУ -- (1 — у} 2” — 2% (а— АА) — 
— 269 — 28 (6—9) На -Н-е— Эф — 90° =0 
Сравнивая это Обь съ (44), найдемъ: $ 
бы о 6=0 , Ро = М - у? 
р =а(1 = —а@— А ,‚, с—\90=0 
откуда: 


=, мае , ›=СР 


СлЪдовательно: 
—= 2(4—2)а—2р(94— р) 


Откуда видимъ, что эллиптичесьй параболоидъ имфетъ и нЕ фокаль- 
ную линю въ плоскости ХО, коей уравневе есть: 
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очевидно также парабола. И фокусы принадлежать первому 
роду, такъ какъ: 


эти коэфищенты имфютъ разные знаки, если р_> 0. 


Если въ уравнен!и (48) и (49) измВнимъ 4 на — а, то найдемъ урав- 
нен1я фокальныхъ лин гиперболическаго параболоилда: 


7—0, оо а , АЕ, в 


_ 2-4 


_ Это суть параболы, а фокусы принадлежать къ второму роду. 


у=о ) 2 — —(р--9) (2х —р) 9 А=1 у 


3 674. Если 4, =0, А, =0 суть дЪйствительныя плоскости въ урав- 
нен!е: | г | | не 
_ ое 0 = 4, 


то можно приложить и къ эллиптическому параболоиду образован1е централь- 
ныхъ поверхностей (5 667). Если плоскости 4; =0 и т 42 — 0 мнимыя, то: 


8=ИУ у 


будетъ величина, | йствительная. если р > аи въ этомъ случа можно 
приложить къ эллиптическому пароорлоину второй способъ образовашя 
центральныхъ поверхностей. | 
Если поверхность будетъ параболоидъ гиперболичееклй, то: 


а ка 9 
р р И ра 


количество мнимое. Въ этомъ случаЪ мы будемъ считать разетоян!е точки 
(29:21) поверхности отъ директрисы параллельно плоскости 2 = у. 











Плоскость: 
8—2 =и(у— у) 


встрЪчаетъ директрису въ точкЪ, коей координаты суть: 
= , Уж , 2—а = (®— и) 


бибылда это разстоян1е черезъ 5 будемъ имЪть: 


— (0 — Е и — = — аи 
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полагая 1 7?==, найдемъ: 
07 — (2 — К) и (и — 1)* 
СлЪдовательно уравнеше поверхности можно написать въ форм: 
РР? — 52 


гдЪ А есть разстояне точки (2/2) отъ фокуса, откуда: 


0 


п= Ив—1 = И :- У + 
р р 


очевидно, есть величина дЪйствительная. Уравнене плоскости 2==яу 


Количество: 


сдфлается: 
у == * рее 
или: 
о 
у 20 
р Ч 


это суть направляюиия плоскости. Изь этого видимъ, что гиперболоидъ 
параболичесвй можно разсматривать, какъ геометрическое м$ето точекъ, 
коихь разстояше отъ фокуса равно разстояню отъ директрисы; это по- 
слЪднее разстоян1е должно откладываться параллельно направляющей 
плоскости. | 


Софокусныя поверхности неимфюцщИя центра. 


$ 675. Пусть данная поверхность будетъ эллиптичесый параболеидт: 





о о 4% 
я е = 21 С. | (50) 

уравненте: | 
| и — 2% и (51) 


представляетъ систему поверхностей, ии$ющихь съ поверхностью однф и 
тъже фокальныя лиши, въ чемъ легко убЪфдитея, составляя ‘уравнен1я 
этихъ лин для поверхности (51). 

` Предложене. Главныя сфченя поверхности (51): 


| 2 (рты -и(ф-Ны) 


(52) 
— 2 (ата (ав) 
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имфють обшле фокусы съ главными с$чеюмями эллиптическаго парабо- 

лоида (50). 
Доказательство. Въ самомъ дфлЪ, первое изъ предъидущихъ сЪченйй 

имфетъ свою вершину на разетояти ео отъ начала, а разстояше фо- 


куса отъ вершины есть: 


==. = 


ре вр 
2 и. 9 


Точно также разстояне фокуса отъ начала, во второмъ изъ сФчевй, есть 
и. 
о э 
чен!й данной поверхности (50). 


слЪдовалельно фокусы кривыхъ совпадаютъ съ фокусами главныхъ с$- 


Поверхности, выраженныя урввненемъ (51), суть всегда эллиптические 
параболоиды, исключая того случая, когда № заключается между р и 4. 
Вс эти поверхности пересЗкаются подъ прямымъ угломъ, такъ вакъ ка- 
сательныя плоскости, въ точЕЪ (792) пересЗчен1я двухъ софокусныхъ 
поверхностей: 

2 52 2 22 
РНЕ роны но 09 


я 














СУТЬ: 
У #1 
Е еНЫ — (я 4) — м =0 
о а м иг фм (54 
чу #18 | 
— (Ж 1) — 4 =0 
о ТЕ (и ) (о 
Услове перпендикуларности этихъ плоскостей есть: 
2, _ 2* 
Е нь а 1 —=0 55 
ОЕы@ы Тат т го 


Но это уравнен!е получимъ, вычитая уравнения (53). 


ПримЪры. 


6 676. Пр. 1. На@ти длину нормали эллипсоида между его основашемъ и точ- 
кою встр$чи съ плоскостью ХУ? 
Рюиеще. Уравнев1я эллипсоида и нормали въ точкЪ (219.2, суть: 


а У т. 


ж, 7 2? д—м У—щ 2—2 
р р а 
( р? с? 
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Чтобы найти координаты точки встрфчи нормали съ ИлОСЕОСТЬЮ ХУ надобно поло- 
жить въ уравнен1яхъ нормали 2 == 0, что даетъ: 


С° | су 2 
Ре, у У о › а 





возвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ, означая черезъ № ИСкОмМуюЮ ДЛИНУ. 
С? 


=> 


гд$ Р есть длина периендикуляра, опущеннаго изъ центра эллипеоида ва касатель- 
ную плоскость въ точкЗ (219,21). 


Пр. 2. Найти на эллипсоид$ такую точку, чтобы касалельная плоскость въ 
этой точкЪ дфлала равные отр$зки на координатныхъ осяхъ? | 

Риющенще. Если искомую точку означимъ черезъ (х,4:2,), то касательная плос- 
кость ВЪ этой точкф къ эллипсоиду, есть: 


+ а 
Если напишемъ ее въ форм$;: 


5 
1 у в 
то отсюда видимъ, что отрфзки, которые она дЗлаетъь на координатныхь осяхъ 


суть: 
я и ’ 4 
Если эти отр$зки равны, то мы должны имфть: 


у 
Вера 


откуда: 


У а ее ри 
к ) ь = 6Р ) ре 


возвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ: 


О 
6 а Га? -- 5 Ре? 
откуда: 
::3. _ @? р? 6? 
— Уфа ' "= утриря ' “-Унтире 


_Пр. 3: Найти уравневе плоскости, проходящей черезъ нормаль къ эллипсои- 
ДУ ВЪ тОЧКЗ (419121) и черезъ его пре 
Отв. 


а? :( ыы с*) — ел = Ь? (с*=— “) ея с? (а* — 5) г и 
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Пр. 4. Найтн геометрическое м$ето основан1й перпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ центра эллипсоида на касательныя плоскости? 


Рьщенле. Пусть х,у,2 будутъ координаты основанля перпендикуляра Р, то яп 
будемъ имЪть: 


э 


= Р*— у= 2 $ 2 = Р*— ‚ Р=же-у-а 


откуда, исключая Р, найдемъ искомое геометрическое м%сто: 
ах? -- бу - ©2272 — (22 -- у? + #2)? 


Пр. 5. Три перпендикулярныя между собою прямыя, перес5каюцияся ВЪ од- од 
ной точЕЪ, касаются во всЪхъ своихъ положеняхъ поверхности втораго порядка; 
найти геометрическое м$ето точки ихъ пересфченля? 


Рьщене. Пусть уравнен1я прямыхъ будутъ: 


и Ц уи аа Ш Уи Я У Ща 
А ва у1 № А. У? Аз 3 уз 





в уравнеше поверхности: 


202 412 
+ 


подставляя въ это уравнете выраженля: 


ш ==, + Ар ‚ ужи МР , 2=а 96 
найдемъ: $ 


2, У в. 2%, [7 9 А а, У 
ЕР ри РА 5+ м ЕЕ И =0 


Услов1е касатя первой прямой поверхности есть: 


Ом о о мА : 
[а НН = ее +5 и а и 


Услов1я касаня двухъ другихъ прямыхъ будутъ: 
жа 2 
Аз 2 у22!: \› 2. у, 2% [и У 
Е и р? - 1+ м Г - 


ре | 
| — 2: ао - 29 №8 зо УЗ 
[9 РИ -Е К =) - (ен ких 


Складывая почленно эти о найдемъ: 


2 1 27 1. 1 1 
Вано 














ИЛИ. 
(62 -- с?) 2 -- (в? -|- с?) у? + (@? — В") 22, = а?6. -|- 92? -|- р2с? 


СлВдовалельно геометрическое Фото есть эллинеоидъ концентричный данному. 
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Если уравнене поверхности будетъ: 
4? 22 
— = —— 9х —0 
р т 4 


то геометрическое мЪето будетъ параболоидъ вращеня: 
у =20р 92-24 


Пр. 6. Три перпендикулярныя между собою прямыя, пересфкаюнияся въ од- 
ной точк$, перем$щаются, упираясь постоянно на данное коническое сфченле; найти 
геометрическое м$сто точки ихъ перес$ченн? 

Риющете. Пусть уравненйе даннаго коническато с$ченя бухетъ: 

2, 4? 
а уравнен!я прямыхъ тфже, что и въ предъидущемъ примфрЪ. Если выразимъ, что 
прямая: | 


я =а, + ^6 г у=и и ,‚, 2=а -У,б 


встрфчаетъ коническое сЁфчене (56), то найдемъ уравнен1е: 








[2-9 —1)-+5 [.- + [= НН 0 


\ 


> . # 
Но въ точкЪ встрфчи прямой и коническаго сфчешя г =0 ‚ б= — — , если вместо 
у 


р подставимъ эту величину въ предъидущее уравневне, найдем: 


ани, 


для другихъ прямыхъ точно также найдемъ: 


2 А. у. Г. 
нра 


2:2 


(1? 
в [2 гу АУ; а №1, | И 
С 


Складывая, почленно, эти три уравневя найдемъ: 
бер: -- ау, + (@-- 5) =”, = а 


Сл$довательно искомое геометрическое м$сто есть эллицсоидъ. Это геометрическое 
мфето будеть однополый или двуполый гниперболоидъ, если коническое с5чене бу- 
деть гипербола. Еели данное коническое с$чене будетъ ИР у? = 2рх, то гео- 
метрическое м$ето будетъ параболоидъ вращения: - 


у -- 2" = 2рх 


Пр. 7. Три перпендикулярных между собою плоскости касаются къ данному 
коническому сФчению; найти геометрическое мЪето ихъ точки пересфчен1а? 
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Рииене. Пусть данное коническое сфчеше и одна изъ плоскостей, проходя- 
щихъ черезъ точку (219:2:), будуть: 


2 у? 
2=0 , ат в=1 ‚ (2—12,) соз®, + (у — у,) соз В, (2 — 21) 03, =0 
перес$чен1е этой плоскости съ плоскостью ХУ есть: 


2 с08 ©, -- У с0з В, — (2,608 ©, -- у:с03 В, -- 2,с03 \,) = 0 


оно должно быть тождественно съ касательной: 
2:2 | У ИУ => 


откуда найдемъ: 


608, = (2, с08 @, -|- у, соз В, -{- 2, с08 1) а ‚ 6 соз В, = (2,608 9. --у160 В.лсозт,) 1 
& изъ этихъ иосл$днихъ уравненй им$емъ: 
| (2,008 @, -- 408 : + 21603 1)? = а76082%, -- 6260528, 
точно также найдемъ для двухъ рутихь плоскостей: 
(2,603 &, -|- у,с08 В, не 21608 (2)? = а26082%, -- 62037, 
(21с08 %; - у, с0з В; -- 2.08 13)? = @2603%, - 520328, 
Складывая эти три уравнен1я, найдемъ уравнен1е искомаго геометрическаго мфета: 


2, р у, 2, = а? -- 6? 


Если кривая будетъ парабола 2=0 , у*=2рх, то теометрическое мфето будетъ 
`® плоскость перпендикулярная къ плоскости ХУ и проходящая черезъ директрису 
_ параболы. 


Пр. 8. Плоскость касается поверхности втораго порядка; найти геометриче- 
ское м$сто ея полюса относительно другой данной поверхности втораго порядка? 


Рюшете. Пусть данная поверхность, къ которой касается плоскость будетъ: 
2? 1/2 ‚23 у 
а поверхность, относительно которой берется полюсъ пусть будетъ: 
22 4? 23 | | 
эго Ра 
Если черезъ (х:9:2.) означимъ полюсъ, то: 
25 У ны 1 . ЖЖ, уу 2'2 
а и 


будуть уравненл полярной плоскости точки (х;у;,2,) и касательной плоскости въ 
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ТОТ 
точк% (2’2’) поверхности (57). Отождествляя эти уравнен1я, найдемъ 
д _ У 2 


исключая 2, 9:,2., найдемъ искомое геометрическое мъето 


С?) 


и р4 ут, +2 


2 =1 


Пр. 9. Найти геометрическое м$сто центровъ коническихъ сфченлй, происшед- 


шихь отъ пересфчевля поверхности втораго порядка, плоскостями проведенными въ 
данномь разстояни отъ начала? 


Риюшете. Пусть данная поверхность и одна изъ сФкущихъ плоскостей будуть: 
вета Е =1 д соя - усоз В -- 2 сов = 


Центръ сЪчен1я находится на плоскости и на сопряженномъ ей даметрЪ, котораго 
уравнен1я, очевидно, суть: 


2 =. Ч 28. 
22608 © 0%08В — с2с03\ 


Исключая косинусы между этими уравневями и сфкущей плоскостью, . найдемъ 
уравнене искомаго м$ета: 


52| 12 





[5 
‘а 


Пр. 10. Если плоскость сБченая проходитъ черезъ данную точку, то геометри- 
ческое мФето сфчевй будетъ: 


Чун 
а (2—9) Нм ыы (у— 91) Н-= 5 (2—2) =0 
_ТДВ и,9:,2, суть координаты данной точки. 


Пр. 11. Геометрическое м%сто точки пересЪченйя трехъ перпендикулярныхъ 
касательных плоскостей къ поверхностямъ: 


д? 3/2 2 
а Гы Те = 
Г 3/2 22 _» 222 9/2 22 
Е Г Рен 


, аут а Ге! 


есть шаръ: 
дну и = 6 м А-а 


Пр. 12. Найти разстояе между точкою касавя (2’у’2') касательной плос- 
кости къ поверхности: 


22? 4/2 2? = 
ржа (59 
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и полюсомъ этой. плоскости относительно софокусной поверхности: 


22 
На! (60) 


Ришене. Касалельная плоскость къ поверхности (59) въ точкз (5'у'2") есть: 





а полярная плоскость точки (5:9.2,) относительно поверхности (57) есть: 


ПН 


отождествляя эти два уравнен1я, найдемъ: 











ЕЕ оо» УЕ И 
а? ео ) Ьз > 68 --)). ) ра с --) 
откуда: 
‚№ г № 
О п ИУ, 


означая черезъ $ разстоянле точекъ (5х’у'2') и (х,4.2,), найдемъ наконецъ: 


= 


Пр. 13. Дано уравневе эллипсоида въ плоскостныхъ координатахъ: 
а}? -- 62? -- с? —1 (61) 
Найти уравнен1е, какой вибудь, точки на нормальной лини къ поверхности въ точкЪ 
касан1я касательной плоскости данной координатами (Ем, )? 


Риюшете. Уравнен1я нормали въ точк$ (1,:2,) къ эллипсоиду въ декартовыхъ 
координатахъ есть: 


- 








—: — 62 
я у 1. У 
> а? 2 С? 
Уравнене точки касанйя касательной плоскости есть: 
ЕЕ — 6. -- ССС = (63) 


Координаты этой точки, очевидно, суть: 
2 =@* , У=06 , аА= = С°. 
откуда. изъ (62) найдемъ координаты, какой нибудь, точки на нормали: 
д = (®“— №) , у = (56° —Х)ъч: , = (®— № 
Если это координаты точки на нормали, то ея уравнене есть: 


ЕС ЛЕА 6) =0 
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Пр. 14. Уравнене: | 
22 7” С 

_ ата гее 

представляетъ систему поверхностей, иибющихъ одн$ и тфже илоскости круговыхъ 


сфченйй. 
Рэуъшене. Въ самомъ дЪлф, уравнене этой поверхности въ декартовыхъ ко- 


’ординатахь есть: | 
(а? +) 2 Лу -е-и=1 


Изъ формы этого уравневя видно, что система этихъ поверхностей имфеть одн$ и 
тф-же плоскости круговыхъ сфченй. Эти поверхности называются конциклическими. 
Пр. 15. Три конциклическля поверхности касаются одной и той-же плоскости 
въ пространств, а прямыя, соединяющая центръ этихъ поверхностей съ точками 
касан!я, перпендикулярны между собою 
Доказательство. Пусть уравнен1е системы конциклическихъ поверхностей 


будетъ: 
Е2 м Е 
РТ 
 -) + е-х 
Если эти поверхности касаются плоскостя (Е л:(:), то имфемъ: 
Е", Е а 
а? -- Ех ее 
откуда получимъ уравнев{е третьей стецени относительно \, всЪ три корня коего 


всегда дЪйствительны; пусть эти корни будутъ 1, Л.) дз. 
Сл$довательно поверхности: 


Е? | 1? 2 Е? 0? Е? 





—— =! =! 
а--) -- о), - С? --)! ) -- > = 62-2 - с). (64) 
касаются плоскости (&,1.(:). Уравневля точекъ касавая будутъ: 
а С ыы. р аа 
а?--) ( б--Х, | е-), }’ @-», ФА, @-, 
Если (жи, 2) (%2452.) Суть Декартовы координаты этихъ точекъ, то имЪемъ: 
а) 1. _3 1 6), 3 1 с): 


Ре ада № о 
5 ' бы, › бан, 


Сл$довательно косинусы угловъ, которые радлусы векторы ”, И 7, составляютъ съ 
‘координатными осями, суть: 





Е 


р Е. | ` ао 11 лав“ — С: 

С08 @, — (а? а) ‚ 0©08 В, 2 г, (6--),) К -— г. (с2-- 1!) 
ь Е те „8 т а 

С08 ©, — (аа )») о 005 6, — г. (6*-).) ‚ 0051. п. (с*-+).) 
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откуда: | 
03 9, С05 -- с05 8, с05 8, -- С0$ “(1 60$ “/ = 


‚| вер ори ЗЕ. 
пить | (ая) ад») " ФЕ Еды) | ©) © | 


Но если вычтемъ уравнения (64) поверхностей, то увидимъ, что вторая часть предъи- 
дущаго уравнения равна нулю, слБдовательно ”, и 7», перпендикулярны. 
Пр. 16. Даны дв прямыя лини; двЪ перпендикулярныя плоскости, проходя- 
ш1я, черезь эти прямыя перес$каются; найти геометрическое мЪсто ны 
Рышеще. Пусть уравнен1я данныхъ прямыхъ будутъ: 


=аг--р ‚ а=ае р 
(65) 
у= 02-94 ‚ У=Ь2 а 
уравнен1я плоскостей, проходящихъ черезъ эти прямыя, очевидно, будутъ: 
2 — аа —р=л(у— 62—49) ‚, паб =р(У— 0:2 — 4) (66) 
такъ какъ эти плоскости перпендикулярны, по условлю, то имфемъ: 
1-- Ме -- 06 — а) (#5, — а) =0 
ИЛИ: 
1 -- аа, — аб — аб -- 1-8) № =0 (67) 


подставляя ВЪ это > Ли ь изъ уравнений (66), найдемъ искомое геометри- 
ческое м$ето. 

Чтобы точно опред$лить родъ поверхности, выберемъ координатныя оси сл$- 
дующимъ образомъ: пусть АВ —=24 будетъ кратчайшее разстоян1е между двумя дан- 
ными прямыми. Помфстимъ начало координатъь въ средин$ АВ и возьмемъ за 
плоскость ХУ плоскость перпендикулярную къ АВ, ваконецъ за ось Х возьмемъ 
равнод$лящую уголъ между проэкцями данныхъ прямыхъ на плоскости ХУ. При 
такомъ положении координатныхъ осей уравнен1я данныхъ прямыхъ будутъ: 


у = тх у — —тх 
уравнен1я плоскостей, проходящихъ черезъ эти прямыя будутъ: 
# — 4=^ (у— та) , 2+ а=и(у--тх) (68) 
услове (67) сдфлается: 
1+ — 2?) №, =0 
исключая Ли Ц, съ помощью уравнений (68), найдемъ: 


—а 2-+а 


0—9) -*=4 у—тх утх к 


Или: 
_ у — т? А — т) (22 — 4?) = 0 


азст 
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или еще: и | 
у? — т? -- (1 — т?) 22 == 42(1 — т?) 


Это уравнене однополаго гиперболоида. 


Пр. 17. Найти геометрическое м$ето тозекъ, находящихся въ равномъ раз- 
стоянти отъ двухъ данныхъ ирямыхъ? 
Рьшене. Взявъ ту же систему координатъ, какъ и въ предъидущемъ прим%- 


р, найдемъ: 
тжу = (1-- т?) 4ё = 0 
уравнен1е гиперболическаго параболонда. 


Пр. 18. Найти геометрическое место точки, коей разстояне отъ данной точки 
равно я разъ взятому разстоян1ю отъ данной прямой? 

Руьшенче. Пусть А будетъ данная точка, возьмемъ за ось Х периендикуляръ, 
опущенный изъ точки А на данную прямую, помфстимъ начало координатъ О на 
разстояни а отъ точки 4; наконецъ возьмемъ за ось. @ прямую параллельную дан- 
ной прямой. Уравнен!е геометрическато м$ста будетъ: 


(2 — аду и =" [у (9—2) 
гд$ Я есть разстоян1е данной прямой отъ начала ООН Если развернемъ 
предъидущее уравнене, то найдемъ: 
(1 — 22) 22 (1—2?) у? 2? — 2аз -|- тах = 2тф— @Ф? 


поверхность, очевидно, вращенля. 


Пр. 19. Найти геометрическое м%ето точки, которой произведеше разстоян!й, 
отъ смежныхь граней даннаго параллелепипеда равно произведен1ю разстоян!й отъ 
граней, пересЗкающихся въ противуположномъ углЪ? 

Рюшене. Пусть ребра даннаго косоугольнато параллелепииеда будутъ 2а, №, 
2с. Помфстимъ начало въ центр параллелепипеда и возьмемъ за координатныя оси- 
прямыя параллельныя ребрамъ. Уравнен1я граней будуть: 

х=а ‚ у=6 ‚ = 


х=—фа , уч=-6 , =—с 
Означииъ черезъ Л, му косинусы угловъ между координатными осями и положимъ: 


=И1 + 2 у — 3 — и — у? 


разстоян1я, перем$ щающейся точки отъ граней параллелепипеда будуть: 











х—а > у — 6 _2—с 
1—2 т Им ' И 
‚аа 04 У > ас 
УЕ ИЯ ИУ? 


откуда, уравнен1е геометрическаго мФста, будетъь однополый гниперболоидъ: 
(2 — а) (уУ— 5) (#—‹) =(#- а) (У @-9 
вуг -- бла -- сху - абс = 0 
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Пр. 20. Найти геометрическое мЪсто центровъ поверхности: 


2? -- у? — 22 | 2х2 | 2 дуг — Зах — 86у - 2 =0 
гд$ Хин суть перем5нные параметры. 


Пр. 21. Шаръ скользитъ, оставаясь касательнымъь къ двумъ перпендикуляр- 
нымъ неперес$фкающимся прямымъ; найти геометрическое м$есто его центровъ? 
Отв. Гиперболическй параболоидъ. 


Поверхности, проходящия черезъ пересфчеше двухъ поверхностей втораго порядка. 
$ 677. Мы видЪли, что если: 
й = 41122 -|- а22? -- азз2? + 
— 241 2ху -- 2 зхг -- Заозуг -- 21 ати --- дазуи -- Зазаеи -- лам? =0 


[2 = 6112? -Е 652у? - 633#° -- 
-- 26 ху Е 2 зха - 25зуе -- 2 ахи-Р Ълуи -- ЭБааи -- Види? = 0 


(69) 


суть уравнен1я двухъ поверхностей втораго порядка, то уравнене: 


п — №2 =0 (70) 


будетъ представлять уравнен1е поверхности также. втораго порядка, про- 
ходящей черезъ пересЁчен1е поверхностей (69), которое есть кривая двой- 
ной кривизны четвертой степени. Такъ какъ ^ есть произвольный пара- 
метръ, то есть безчисленное множество—система поверхностей, проходя- 
щихъ черезъ пересЪчене поверхностей (69). Между этими поверхностями 
есть вообще четыре коническя. Въ самомъ дЪлЪ, мы видфли 8 533, что 


если опред$литель: 

1 015 3 114 
(51 @25 23 @24 
—®. (7 1) 
31 @з> @зз 034 


‚ Чт 42 043 444 


то уравнеше д ==0 предетавляетъ. конусъ. Если приложимъ этоть крите- 
румъ къ уравнен!ю (70), то найдемъ слфдующее услове, чтобы оно пред- 
ставляло конусъ: | 


128 —^ 6 го @ 5—6! о 5 01 3—6 3 о. @1 4—^б14 

51 —^А>1 ) Ч22— бо ‚Юю (23 —^65з о @ 4—^бо4 дя 
| —= @) (7 2) 

1 —А6 1 , @зэ—Абза , @33-—ЛЬзз ) аз4— за 


(41 —^бл ‘ @49— АБ4о . 43—Абаз д @44— Аба 


2+ 
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Это уравнене четвертой степени относительно Х, а слЗдовательно между 
системой поверхностей (70) есть вообще четыре конуса. 


Если означимъ черезъ Х,, Ао, Аз, ^^ корни уравневя (72), то: 


Г тг АЕ. в —= 0 
есть конусъ, слЗдовательно ($ 533) 5, у, #, и должны удовлетворять урав- 
нен1ямЪъ: 


0 о во М, в, М Жо 


—— р 


0% 0% ’ду ' ду о би ‘ди 
величины 2, 9,2, удовлетворяющая этимъ уравнеюпямъ суть координаты 
вершины конуса. 


3 678. Полярная плоскость‘ точки (м2) относительно поверх- 
ности (70), ееть: 


01. 01: 0, 01 0 0\ „(9 _, 90 \ 
пб аа) У ода) и Ады (ыы) 0 9 


Если полюсъ (дуг) совпадаеть съ вершиною. конуса, соотв тетвую- 
щаго корню А, то имфетъ слёдующия зависимости: 


дриенеииииике жи аириииииитичиичиь ——х пря ры сии 


о мо М М9 
— — А. = з — =— а Х — 
| 077 ь дл $ т ду: м 01 ` 021 ^ _ 92 Иа ди | ди) й (74) - 


откуда, подставляя эти выражен!я въ (73), найдемъ: 


 — (#5. Га + + В. и %)— 0 


ИЛИ: 


ж, 9 | гот ы В: ы Е.) 


те ] т и ди 


Это есть уравнеше она рнойлалоскоети вершины конуса, соотв$тетвующаго 
корню \,, такъ какъ эта плоскость не зависить отъ А, то изъ этого слф- 
дуетъ, что она есть полярная плоскость вершины конуса относительно 
всей системы (70) поверхностей. 

 Другя вершины конусовъ, соотв тствующихъ корнямъ ХФ», Аз, №, бу- 
дутъ имЪть тоже свойство. 

СлЪдовательно тетраэдръ, коего вершины суть вершины четырехъ 
конусовъ, есть оби ИйЙ полярный тетраэдръ всей системы поверхностей (70). 
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Обратно, ‘если точка въ пространств есть полюсъ одной и той-же 
плоскости относительно веЪхъ поверхностей системы (70), то она должна 
совпадать съ одной изъ вершинъ четырехъ конусовъ, ак че- 
резъ пересЪчене поверхностей (69). 

_— Въ самомъ дЪлЪ, если уравнеше (73) представляеть одну и туже 
плоскость, какое бы нибыло количество Х, то мы должны имЪть: 


ея ОР, > Оба И" д "бани у Ра 
05 тя Оу т 02) 92 [А ил 





но если изъ этихъ уравнейй исключимъ 42,,9:,2,,и1, ТО найдемъ уравне- 
не (72), слЪдовательно точка (ду 2) будетъ вершина одного изъ четы- 
рехъ конусовъ. 

Теперь покажемъ, что полярная плоскость одной изъ вершинъ ко- 
нусовъ проходитъ черезъ три вершины остальныхъ конусовъ. 


Умножая равенства: 


9 ‚Ра ОТ Ве х 972 ОТ = ИЯ д х 2 


ЗАЛОВ коим Се ьльть. сы ооадиеиыю —- — = 


0 И 0% | 04 | и 02) 021 0 № в 
На, 20, Чо, 20, и», а уравнемя: 


9) ‚Ога аа до а, тэ. ОР вже: до 


до ‘дло ’ 902 * ду. 02. 7 02 ди “ди 


рай 





на 9, 91,21, № и складывая, а полученныя суммы вычитая, найдемъ: 
а Оо 07 ОЕ 1. 
ыы о —- 2 С 75 
(А, 2} | вы У + би в и бе) —0 (75) 
зам чая, что: 

ОТ «2 ОТ г ть т ша ОТ ОТ рр ы ть 
о. и т И Кола И де Г 0 м ди 
Изъ уравневя (75) ре что вершина (759›2ои) конуса, соотв тетву- 
ющаго корню ^›, лежитъ въ полярной плоскости вершины (жи). 


Точно также можно показать, что и вершины другихъ конусовъ нахо- 
дятся въ той-же полярной плоскости. 


$ 679. Если общйй полярный тетраэдръ возьмемъ за координатный, 
то уравненйя поверхностей (69) сдЪлаются:; 


127, -а221”.-Разза Ноа ==0 , 612 Ежов хо Ех? ==0 (76) 
& (70) будеть: 
(а, 1—^6! ) 772. -- (а2 в—2№.2)5%. =- (аз в—^6зз) дз—|- (а44— ал) 17. ==0 (77) 
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Если изъ уравнеюй (76) исключимъ 41., то найдемъ уравнение: 
9 а 
(1644—1944) 21 -- (422644—боз@аа} 220 -- (@33044—зз@4а) 223 =0 


которое представляетъь конусъ, проходяпий черезъ пересчете поверх- 
ностей (76), и котораго вершина совпадаетъ съ вершиною тетраэдра, къ 
которой прилегаютъ грани 21 ==0, 25 = 0, ж==0. 


ГЛАВА ХГ. 
Образованше поверхностей, 


$ 680. Въ нашихъ изслЗдоваяхъ мы уже встрЪчали поверхности, 
образованныя перем щенемъ прямой лими или вообще кривой въ про- 
странствЪ ($ 591). Прямая лин1я или кривая, перем$щаясь скользитъ, 
упираясь на одну или нЪсколько прямыхъ ли или кривыхъ. Эти по- 
елЪднтя кривыя или прямыя называются направляющими директрисами, 
а скользящая по нимъ прямая или кривая, образующая ПоВОрНОСтЬ, на- 
зывается образующею-—женератрисою. 

Еривая въ пространств$ опредвляется перес$ченемъ двухъ поверх- 
ностей; пусть ея уравненя будутъ: 


А(вуг ‚ щ....4)=0 , Ё(Фуа, що...) = 0 (1) 


ГДЪ 9, 90,...0и Суть постоянные параметры, опред$ляющие положене и фор- 
му поверхностей, а слфдовательно и кривой, которую эти поверхности 


представляютъ. 
Такъ какъ дЪйств1я, означенныя символами |’ и |» извЪетны, то 


родъ кривой также извЪстенъ, но такъ какъ поверхности (1) содержатъ я 
параметровъ, то съ измЪненемъ ихъ кривая будетъ измЪнять положене 


въ пространств$ и форму. 
Если параметры @, оо,....аи будуть бен произвольно, то кри- 


вая (1), перемЪщаясь въ пространств безъ всякаго опред$леннаго зако- 
на, можеть иногда наполнить посл$довательными положенями все про- 


странство, не образовавъ никакой поверхности. 
Пр. 1. Если въ уравневпяхъ прямой: 


Хм _ УХ 2—2 {9` 
ое о (2) 
089 605 В 608 


которыя содержать параметры о,В,`у, будемъ перем$нять направлене пря- 
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мой а, В,']; то прямая (2), принимая около точки (21:2) всевозможныя 
направлен1я, наполнитъ все пространство, не образовавъ никакой поверх- 
ности. 


Пр. 2. Если въ уравнеюмяхъ круга: 
= с , НУР =т (3) 


которыя заключаютъ параметры а,6,с,у, будемъ ихъ измЪнять безъ вея- 
каго опредЗленнаго закона, то кругъ представляемый уравнеюями (3), 
перем щаясь, наполнить все пространство и не образуетъь никакой по- 
верхности. 


Слфдовалельно должна существовать извЪстная зависимость между 
параметрами в, оо, ...., и» Чтобы женератрисы (1), перемфщаясь въ про- 
странств$, образовали поверхность. Эта зависимость получится, если за- 
ставимъ женератрису (1) перем щаться, упираясь на я —1 кривыхъ ди- 
ректрисъ. Въ самомъ д$флЪ, пуеть: 


будетъ одна изъ директрисъ, на которую кривая (1), перем щаясь, должна, 
постоянно упираться. Такъ какъ кривая (1) пересЪкается съ (4), то въ 
точ» пересъченя х,у,2 должны удовлетворять уравневя (1) и (2); если 
изъ этихъ четырехъ уравненй исключимъ х,у,2, то найдемъ зависимость 
между параметрами 91, %,..,@». Пусть эта, зависимость будетъ: 


Ф, (01,42 ,.., 0) = 0 (5) 


слЪдовательно одинъ изъ параметровъ будетъ уже зависить отъ осталь- 
ныхъ. Если будетъ дана еще одна директриса: 


Ез (т, у,2) =0 , РЕ (х,у,2) =0 (6) 
то точно также найдемъ еще одну зависимость: 
Фо (1, ио,..,б) = 0 | (7) 


между т$ми-же параметрами, слфдовательно только (я — 2) изъ нихъ мо- 
гутъ измфняться произвольно. Сл%довательно, если будетъ дано (и— 1) 
директрисъ, то получимъ (и— 1) зависимостей между параметрами в, 
бу... бы. 


Ф, (о Е би) Е 0 ) Ф, (492 о 9) == 0 ....о Фи (01 бо оо и) — 0 (8) 
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которыя опред$ляють и— 1 параметровъ въ функши одного изъ нихъ, 
наприм$ръ в: 


02 = ф: (6), = 92 (%),..., би == фи—1 (9) (9) 
Если теперь въ уравненяхъ женератрисы: 
(2, 4,2, 4,..., 0) =0 , Ь(%,4,2,9,...,0)=0. 
ветавимъ вмЪето 0,4.,...,б» ИихЪ выражеюя (9), то будемъ имЪть: 
й (2,4, 2,0 ,® (6 )...)=0 , РВ (и, 8, ‚9 (9)...)=0 (10) 
исключая изъ этихъ уравнешй х,, найдемъ зависимость между г, у, 2: 
Ф(х,у,2) =0 - (11) 


которая и будетъ предетавлять поверхность, образованную перем щенемъ 
женератрисы (1), упирающейся при своемъ перемфщени на (и— 1) ди- 
ректрисъ. | 

_ 6 681. Въ большей части случаевъ дается одна только директриса, 
слЪдовательно женератриса не должна содержать бол$е двухъ параметровъ. 
Пусть такая женератриса будеть: | 


В (%, 9, 2,0 ‚ 05) ==0 , [2 (5, У, 2, 64 ‚ 5) ==0 (12) 
а, диревтриса.. 
Е (х, у, 2) =0 ) Е(х,у,2)=0 | (13) 


исключая изъ этихъ четырехъ уравнений х,у,2, найдемъ зависимость меж- 
ду параметрами о; и «о: 


ф (м, 0) = 0 (14) 
Но изъ уравневшй (12) имАемъ: 
и == ф1 (1,9,2) ‚ ==» (т, у, 2) (15) 
подставляя эти выражеюя въ уравнеше (14), найдемъ: | 
| (1 (1, у, 2) ‚ю фо (1, у,2)}=Ф(х,у,2)=0 | (16) 


уравнен1е поверхности, образованной женератрисой (12), упирающейея на 
директрису (13), 
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Поверхности цилиндрическя. 


$ 682. ОИ поверхности образуетъ прямая, которая пе- 


0 -ш 


мъщен1и на данную кривую. 


Пусть данная директриса будетъ: 


Е (д, у, 2) =0 , Е (х, 4,2) =0 | (17) 
Если: о 
д — те ы 4 — 72 -- бо (18) 


будеть женератриса, то въ ней параметры тит неизмзняются — они 
даютъ направлене. женератрисы, а 0: и а. изм$няются, вел детве этого 
` измзнен!я женератриса переносится въ пространств, оставаясь парал- 
лельною направлен1ю, которое опредфляется параметрами ти и. 


_ Если изъ уравневй (17) и (18) исключимъ (5,у,2), то найдемъ: 
Ф (м ) ао) —=0 
Но изъ уравневй' (18) имъемъ: 


0 —=#— 2 . 5 == убте 
откуда: | 
Ф(х— тг , у) 0 


чь: _ 


будетъ уравнене исконой ‘цилиндрической поверхности, коей форма бу- 
детъ зависить отъ формы директрисы (17). 


Пр. Пусть уравневя директрисы будуть: 


20 $ Е 
О ты" 


если женералриса: 1 
2 = ига, ‚ = 2-4 


встр5чаетъ иронии то пнфом 


/= 2 Е Не ра 0 
откуда: | 
и — т)? , (у— 2)? 
нами. 


Это есть уравнен!е ыы. коего женератриса параллельна, оси й, & директриса, 
есть элдипоъ на плоскости ХУ, 


1 
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Поверхности конячесня. 


3 683. Коничесмя поверхности образуются перемфщешемъ прямой, 
которая, проходя постоянно черезъ данную точку, упирается на данную 
‚ директрису. 


Пуеть данная директриса будетъ: 


Е (2, 9,8) =0 , Е (%,9,2)=0. _ (9) 


& женератриса: 
д — м = (2—2) Э у— и == (2—2) (20) 


Изъ этихъ четырехъ уравнеюшй, найдемъ: 


ф (1, %5) = 0 
но: 5-5 
д ор = 
7 23 8 — 1 
откуда: 
| 2—1 У —0 
ЙЕ) И 
ИЛИ: В | | 
9 (а а | (21) 
9 — 21 Еве” 


Это уравнешме конической поверхности, коей вершина находится въ точк% 
(21 у; 2,); если вершину помфетимъ въ начал координатъ, то 5х, =0, 
У ==0, 2==0, сел$довательно уравнене поверхности будетъ: 


Г 
— = | — 22 
й ) ( м 
| соочае 2 2 № 
Изъ этого уравненля видимъ, что два изъ отношевй _›-, = СУТЬ 
у 


функщи одно другаго, слЗдовательно уравневе (22) есть однородная 
функшя.^_ ми 


^ 


Пр. Пусть уравнен1е“директрисы будетъ: 


22 





8 =0 , 
& женератрисы: 


д— м, =4(2—& , у-иц=% (2%) Е. 
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изъ этихъ четырехъ уравнен!й, найдемъ: 


д: — 9,21 \? 1 — 9,2, \* _ 
(у) 


подставляя вмфето 9 и @& ихъ выражевя: 





д — —1 
ей — 1 з 6. — и 
2—2, 2—8: 
найдемъ: 
ево 1—8 (а 
| 6? — " 
| , (бр __ М _ 
Если точка (1,9,2,) находится на безконечности, то полагая т 7% , а и и 
у ь 1 1 


2: = ©, Ч, = 0, #1 = ©, найдемъ уравнение цилиндра. 


Если положимъ а=5, х,=0, у, =0, то будемъ имфть прямой конусъ: 
а 2 а” 2 
д? -|- У = 22 (2 — 21) 
1 


& 
гДЪ = 0, © есть уголь, который женератриса составляетъ съ осью й, слЪдо- 
1 | | 


вательно можно написать: 
2? -|- у? = (2 — 21) 456 


Очевидно, вершина конуса находится въ точкЪ (0, 0, 2). 


Поверхности вращентя. 


$ 684. Обыкновенно ”оверхности вращенчя образують вращешемъ 
кривой около данной оси; такъ, наприм$ръ, поверхность шара образуетея 
вращенлемъ полукруга около д1аметра; вращеншемъ кривой АВС (фиг. 174) 
около оси РР’ такъ, что каждая точка В описываетъ кругъ, коего плос- 
кость перпендикулярна къ оси РР, а центръ находится на оси, обра- 
зуется поверхность СВАЕЕ. 
Фиг. 174. Этотъ способъ образован1я поверх- 
М ностей вращеная не даетъ постоянной 
женератрисы, такъ какъ кривая АВС 
изм няется съ родомъ поверхности; но 
поверхности вращен1я допускаютъ по- 
стоянную женератрису, если онЪ обра- 
зуются перем5щетемъ круга, коего 
центрь О перемфщаетея по оси РР’, плоскость его остается перпендику- 
лярною къ оси, а рамусъ ОВ постоянно встр$чаетъ кривую АБО; въ этомъ 
с10е0бЪ образовавя женератриса поверхности есть постоянная кривая— 
кругъ, а директрисами служатъ: ось, по которой перем щается центръ кру- 
га, и кривая, на которую упирается конець радлуса, производящаго круга. 


С 
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_ Выразимъ аналитически этотъ второй способъ образован1я, который 
собственно есть тотъ-же, что и первый, разсматриваемый съ другой точки 
зрЪая. ` 

Пусть уравнен1я директрисы АБС будуть: 


Е (%,4,2) =0 , Е (х,4,2) =0 (23) 
а уравнен1я оси вращеня: 
д—и=т(#—а) ‚ у щи=и(е—а) 


ГД м, ,2 суть координаты данной точки, черезъ которую проходить ось 
вращен1я. Каждый изъ круговъ ВЕЕ, которые называются параллельными, 
можно разсматривать, какъ перес$чене плоскости перпендикулярной къ 
оси вращен!я съ шаромъ, коего центръ находится на этой оси въ точк% 
(у); слЪдовательно уравнен1я плоскости и шара будутъ: 


те-- пу 2=а ба (у—и)-+ (2—а) = (24) 


ГДЪ 9 и 9 суть перем$нные параметры, съ изм$нешемъ которыхъ плос- 
кость перем$щается параллельно самой себЪ, а радусъ шара возрастаетъ 
или убываетъ. | | 

Если теперь Замтимъ, что плоскость, птаръ и директриса (23) дол- 
жны пересЗкатся въ одной точкЪ, то изъ четырехъ уравневй (23) и (24), 
исключая 1,9у,2, найдемъ зависимость между параметрами © И о, кото- 


рая пусть будетъ: 
© —= Ф (аз) 


Но параметры в и и суть функщи координатъ х,у,2 выраженныя урав- 
нен1ями (24), слЪдовательно имемъ: 


те пу 2=$((#— 2) + (у—и)- (2—2) } — (95) 


это уравнен1е поверхности‘ вращенля. 
Если ось  возьмемъ за ось вращеня, то ж==0, и==0, елЪдова- 
тельно. уравнен1е сдЪлается: 


2 = (5? -|- уз -{ 2?) (26) 
которому можно всегда дать форму: 
а = ф (12° - 9?) (27) 


Но въ этомъ частномъ случаЪ, который впрочемъ часто встр$чается, лучше 


АЗЫ! 
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разсматривать непосредствекно каждый параллельный кругъ, какъ пере- 
сЗчене прямаго цилиндра съ плоскостью перпендикулярною къ его оси, . 
т. е. вмЪето уравнений (24) взять уравненйя: 


8 — 91 ) 12 -- у" = 


изъ которыхъ найдемъ, какъ сказано выше: 


ве Фр уз) 


Пу. 1. Возьмем, наприм$ръ, поверхность, описанную около оси Я, какою 
нибудь прямою: 


=а-6 ‚, у=аё-ЬЫ 


Эти уравненя, въ настоящемъ случаЪ, замфщаютъ женератрису (24). 
Если эти уравнен1я свяжемъ съ параллельнымъ кругомъ: 


| 2=а, ‚ у =оь 
то найдемъ: 
(аои Е 5)? -{ (але, -- 61)? = д» 
откуда: | 
(аа (ааа 
ИЛИ: 


28 -- у? — (а? -|- а?) 22 — 2 (а5 -|- а 6.) 2 — 6 -- 5, 


Это, очевидно, однополый гиперболоидъ, коего центръ, находится на оси @ и легко 
опред$ляется. 

Если за ось Х возьмемъ кратчайшее разстоян1е между осью вращеня и пе- 
ремфщающейся прямой, то плоскость. У будеть параллельна этой прямой, ел$дова- 
тельно надобно положнть а = 0, 6, =0, такъ что уравнене поверхности сдфлается: 


22 -- у? — а? 2? == 6? 
очевидно, начало находится въ центрЪ. 


Пр. 2. Найти уравнен1е поверхности, происшедшей отъ вращеня круга около 
оси 02, находящейся въ плоскости круга, но не проходящей черезъ его ть 
_Риющене. Пусть уравненя круга вращен1я будуть: 


у=0 , аа = 
пусть травненя параллельнаго круга, будуть: 
#=@“ , 2? + у? —= % 
исключая 2, у, 2 изъ четырехъ предъидущихь уравненй, найдемъ: 
(Из, — 7—9 
затфмъ, исключая параметры м и %, наЙдемъ уравнен1е поверхности: 


(а, = узи им 


которая называется тором или поверхностью кольцеобразною, 
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Если уничтожимъ радикалъ, то уравненйе поверхности будетъ четвертой сте- 
пени. Эта поверхность образуетъ кольцо, если х.>т; образуетъ яблоковидную поверх- 


ность, если =; и наконецдъ образуеть яблоковидную повержность съ внутреннею 


полостью, если 2 < г. 


Коноидальныя поверхности. 


3 685. Коноидальними повертностями. называются поверхности, опи- 
санныя прямою, которая перемфщаетея, оставаясь параллельною данной 
плоскости и упираясь на данную прямую и данную кривую. СлЪдовательно 
директрисы этой поверхности суть: плоскость, прямая лин1я.и какая - ни- 
будь кривая. 

ПомЪетимъ начало координатъ въ точкЪ встрЪчи направляющей плос- 
кости, которую возьмемъ за плоскость ХУ, съ направляющею прямою. 

Въ этомъ предположени уравнеюше направляющей будетъ: 


х=02 ‚, ужа (28) 
пусть уравнен1я другой  иревтрисы будуть: 
(2, у, =0 , Е, (2, у,2) =0. (29) 
Уравненя пи и, будутъ: - < 
у=—=и%ф-% , 2=0 (30) 
Такъ какъ прямыя (28) и (30) ветр®чаются, то’ имЪемъ: 
| в из — 40 @з -[- > 
Въ силу этой зависимости уравнен1я женератрисы (30) едЗлаются: 
8—0: ‚, У— 903 = (х — оза) (31) 


Но эта прямая ветрЪчаетъ и директрису (29), слБдовательно будемъ имЪть 
зависимость между в и аз; пусть эта зависимость будетъ: 


+ 


аз —=Ф( а) 


откуда, исключая о И @з съ помощью уравневй (31), найдемъ уравнене 
искомой коноидальной поверхности: 


2 =Ф р о (32) 


Если направляющая прямая (28) перпендикулярна къ направляющей нплос- 


яб.л 


9) 
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кости, т. е. къ плоскости ХУ, то а=0 и а ==0, слфдовательно уравне-. 
не поверхности будетъ: 
‚(+ _—_ (83) 


а уравнен1я женератрисы, если направляющую возьмемъ за ось {, будутъ: 
= . у=ах 


Пр. 1. Найти уравнен!е поверхности, описанной прямою, которая, оставаясь 
параллельною илоскости ХУ, скользить по оси & и кривой. 


2 22 


которая есть эллипеъ въ плоскости перпендикулярной къ оси Х на разстояви % 
отъ начала координатъ?. | 


Рущежще. Уравнензя женератрисы, очевидно, суть: 
2=@“ ,[ Уу=обх | (35) 


исключая х, у, 2 изъ уравнения (34) и (35), найдемъ: 


и? о 
р? С? 1 
откуда: 
т? у? 22 
фт * 
ИДИ: 


6257. 


2 


‚Если положимь 6 =, то директриса 4) будетъ кругъ, а уравнен1е поверхности бу- 
детъ: 





аще 2) 


222,1? — 222 (62 р 22) 


Пр. 8. Гелись и челисоидь. Представимъ цилиндръ, коего ось есть ось Й, а 
основан1е кругъ: 


2 у? — 
возьмемъ, какую нибудь, точку на окружности этого круга, пусть ея координаты 


будутъ х,у; если означимъ черезъ $ уголъ, который составляетъ ращусъ в прове- 
денный въ эту точку, съ осью м, то будемъ им$ть: 


д —=1тс03Ф ‚, у=гзшоФ 


Если изъ этой точки возставимъ перпендикуляръ и на немъ возьмемъь точку въ раз- 
| а$ а, 

стоянши оть основавя равномъь 2 =5__ = 5 то такая точка опишеть на ци- 

линдр$ вривую, которая называется винтовой литей или зелисомъ. 


Изъ формулы: 
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видимъ, что каждый разъ, когда радусъ опишетъ полный кругъ, 2 возрастаеть на 
количество а, которое называется щаломь гелиса. Слфдовательно гелисъ или винто- 
образная лин1я выражается уравненями: 

ий 

2 





х =1тс05Ф$ ‚, ужгФ ‚, 2= 


или уравнен1ями: 
[2% [2% 
22 -- 12 =7? , д=1608|— 22| , У=тящ|— 
д, \ Ч 
Представимъ теперь, что прямая, оставаясь параллельною плоскости ХУ, СКОЛЬЗИТЪ 


по оси Я и гелису, въ этомъ перем$щен1и она опишетъ коноидальную поверхность, 
которая называется зелисоидомь. Пусть уравневля женератрисы будуть: 


у=о% , 2= а, 


Изъ предъидущихъ уравневшй и изъ настоящихъ получимъ зависимость между пара- 
метрами © н &.: 











3 [2% 
оо. $ 
откуда: | 
рр ва че 


Это и есть искомая поверхность. 


Поверхности награфленыя: косыя и развертывающияся. 


$ 686. Налрафлеными поверхностями называютъ поверхности описан- 


ныя перем$щенлемъ прямой въ пространетвЪ; эти поверхности дЪлятся на 
два рода: развертивающияся и косыя; первыя суть т%, въ которыхъ пря- 
мыя, при послфдовательномъ перемщенши, пересЪкаются: вторая перес%- 
каетъ первую, третяя вторую, т. е. два послЪдовательныя положення же- 
нератрисы находятся въ одной плоскости; вторыя суть т, въ которыхъ 
послздовательныя прямыя не пересЪкаются, т. е. лежатъ въ различныхъь 
плоскостяхъ. 

Первыя называются развертывающимися потому, что ихъ можно раз- 
вернуть на плоскости безъ складокъ, а вторыя безъ складокъ, на плое- 
кости, развернуты быть’ не могутъ. 

Въ первымъ принадлежать поверхности: цилиндрическя, коническ1я 
и друтя, а ко вторымъ принадлежать: коноидальныя и другя. 

Выше мы сказали, что если женератрисы въ посл$довательныхъ по- 
ложеняхъ перес$каютея, то поверхность. можетъ быть развернута, на плос- 
кости. Въ самомъ д№лЪ, возьмемъ три безконечно близвя, послфдователь- 
ныя, положевня женератрисы 4.4’, А.А", ВВ’, женератрисы АА’ и АА” пе- 


рескаются въ точкЪ 4, а женератрисы АА” и ВВ" въ точкЪ В. Плос- 


‚ пе] 
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кости ДА'АА" А’ВВ’ составляютъ двуграчный уголъ, коего ребро есть 
АА", около этого ребра можно поворотить плоскость 4А’'ВВ, такъ что она 
совмЪетитея съ плоскостью А"АА' слЪдовательно два послЗдовалельные 
элемента А’АА и А"БВБ' поверхности, помЪетятся на одной плоскости; 
дЪлая тЪже разсужденя относительно элементовъ поверхности, слвдующихъ 
за элементомъ А’'ВБЬ' видимъ, что вся поверхность помЪетитея на плос- 
кости безъ складокъ. Въ цилиндрическихъ поверхностяхъ вс женератрисы 
пересЪкаются въ безконечно-удаленной точкЪ, такъ какъ онЪ всЪ параллель- 
ны, селфдовательно цилиндрическля поверхности суть развертывающуяся. 


Въ коническихъ поверхностяхъ веЪ женератрисы пересЪкаются въ 
одной точкЪ, слЗдовательно это поверхности развертываюшаяся. Въ конои- 
дальныхъ поверхностяхъ двЪ послЪдовательныя женератрисы неперес$- 
каютея, онф находятся въ различныхъ плоскостяхъ; въ самомъ дЪлЪ, же- 
нератриса ВЪ этихъ поверхностяхъ, оставаясь параллельно данной плос- 
кости, скользить По данной прямой и по данной кривой, каждое безко- 
нечно малое перем щене женератрисы можно разсматривать, какъ пере- 
мфщене по касательной къ кривой и по данной прямой; безконечно ма 
лый элементъ касательной совпадетъ съ безконечно малымъ элементомъ 
кривой, но касательная и данная прямая, только въ весьма исключитель- 
ныхъ случаяхъ находятся въ одной плоекости, слЪдовательно и два по- 
слБдовательныя положен1шя женератрисы находятся въ различныхъ плос- 
костяхъ, т. е. онБ непересЪкаются. 


3 687. Поверхности развертываюнщияеся, какъ видЪли выше, образу- 
ются при помощи одной директрисы, коноидальныя съ помощью двухъ 
директрисъ, изъ коихъ одна постоянная — прямая лия, а другая, какая 
нибудь, кривая. За этими награфлеными поверхностями слфдують поверх- 
ности, въ которыхъ женератриса, оставаясь параллельною данной плос- 
кости, скользить по двумъ, какимъ нибудь, кривымъ, очевидно, это поверх- 
ности косыя, такъ какъ въ каждый моментъ женератриса перем щается 
по двумъ касательнымъ (къ кривымъ — директрисамъ), которыя вообще 
не находятся въ одной плоскости — эти поверхности называются цилин- 
дроидами. 


9 688. Дилиндроиды. Пусть данныя двф директрисы будуть: 
В (2,у,2)=0 , Е№(1,9,2) =0 ‚Л (2,9, 2) =0 , (49,2) =0 (36) 


Если за плоскость ХУ’ возьмемъ плоскость, которой женератриса, въ сво- 
емъ перем щен, остается. параллельною, то уравневя женератрисы бу- 
дуть: 

у=аия-а. , 2=03 (37) 
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Исключая изъ этихъ уравненй и уравненй И =0, Е, =0 величины 
т, у,2, найдемъ зависимость между параметрами 4, ,аз; пусть эта зави- 
симость будетъ: 


21 (и, “о; из) == 0 


Другую зависимость найдемъ, исключая х, у, 2 между уравненями / =0, 
о —=0 и уравнеюмями (37); пусть эта зависимость будетъ: 


фа (04 ‚9, аз) ==0 
откуда найдемъ: 


0 — $ (%) ‚ = (аз) 
подставляя эти выраженя въ первое изъ уравневй (37), найдемъ: 
у= #4! (2) Е ф» (2) _ (88) 


Это общее уравнен1е цилиндроидовъ, гдЪ функции Ф, и 45 зависятъ отъ 
директрисъ. 
Пр. Пусть данныя ДВ директрисы будуть вругъ: 


\ у =? , па о (39) 
И ЭЛЛИНСЪ: 
3%} + ме. =1 ‚, #=0 (40) 
Если женератриса, будетъ: | \ 
у=оа + , 2=4, (41) 


то будемъ имфть слфдующия зависимости между параметрами &,, ®,, %: 
\ а? о 
\ 2 Е. 
(ба -- %,)? + т И а? Е а > 1 
\ 
откуда: | г 
` зщ а 
(1 И ’2— © ва Ь и 6—7, 
6х \ 


\ 


а, —= > ИУ — в, 


@. — ь 


\ | 
исключая изъ (41) параметры, найдемъ уравнеше поверхности цилиндроида: 
а Ут? — 21 ВУИ? \_ 2? а 
-- > ИБ? -— 2? 
ох, х 6 о 


у 


_ $ 689. Наконець сл$дуютъ награфленыя косыя поверхности, кото- 
`рыя образуютея, когда прямая скользить по тремъ даннымъ, какимъ ни- 
будь, кривымъ—директрисамъ, слфдовательно эти поверхности образуютея 
при помощи трехъ директрисъ. Легко показать, что прямая можеть сколь- 
зить по тремъ кривымъ; въ самомъ дЪлф, возьмемъ, какую нибудь, точку 
на первой кривой и построимъ два конуса, коихъ вершины находятся во 


у=з 
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взятой точкф, а основамями, которыхъ служатъ двЪф друшя кривыя, эти 
конусы пересВкаются по прямой, которая, очевидно, упирается на вс% 
три кривыя. Передвигая первую взятую точку по первой кривой и дЪлая 
такля-же построешя, какъ выше, для каждой точки, получимъ рядъ. 
женератрисъ, которыя и описывають поверхность, очевидно, косую—на- 
графленую. Изъ такихъ поверхностей мы уже вид$ли Ау == ОДНОПОЖИЯ 


гиперболоидъ. 
Пусть данныя три директрисы будутъ: 


Е! (х, 9,2) =0 й Во (ж, 4,2) == 
й (2,7, 2)=0 , [2 (1, 4,2) ==0 
ф1 (х, у, 2) =0 , Фо (2, у, 8) == 0 


Пусть уравнен1я женератрисы будутъ: 
д=ще-а , уе а 


исключая х,у,2 изъ этихъ уравненй и изъ каждой пары директрисъ, 
найдемъ слЪдующля зависимости. между параметрами: 


бе == Ф, (в) , из == фо (и) ‚5 а ==\; (6) 


откуда: 


д =—=аг-- ф) (аи) у = Фо (%)2-- фз (о) 


исключая изъ этихъ уравненй а, найдемъ уравнене‘ искомой поверхности. 
Это исключене можно только тогда сдЪлать, когда будетъ извФетенъ со- 
ставъ функшй Фи, Ф,, Ф., т. е. когда будуть даны явно уравнен1я трехъ 
директрисъ. | 


Пр. Даны два вертикальные полукруга, описанные на противуположныхъ 
сторонахъ даннаго параллелограма, и дана прямая, проходящая черезъ центръ па- 
раллелограма перпендикулярно къ плоскостямъ дазныхъ круговъ; найти уравнен!е 


поверхности, описанной прямою, которая скользить по даннымъ двумъ кругамъ и 
по данной прямой? 


Рюшенле. Возьмемъ плоскость параллелограма за, илоскость ХУ, данную пря- 
мую за осъ У, а за начало координалъ центръ параллелограма, ось 2 будетъ, оче- 
видно, перпендикуляръ возставленный изъ начала къ плоскости а зы 
При этой систем координатъ директрисы будуть: 

у=—6 ,‚ (х—а) А =т ; у = 5 ‚ ара’ =р 

х=0 , &= 

Уравненя женератрисъ будуть: 


=, (у— 4.) , аа, (у — “,) 


такъ КАаБЪ ‚о всегда встрзчаютъ ось у. 
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Такъ какъ женератриса скользить по даннымъ кругамъ, то имфемъ: 
[2 (6 “,) + а} -- %*, (6%, = =? 
[о (6 — %) а} -Е 9 (6 — 9,)? = и 
откуда, вычитая эти уравнен1я, найдемъ: 


и, На =0 


исключая параметры &,, @,, ®;, изъ этихъ уравненй, найдемъ уравнене искомой 
поверхности: | 


[аху -НЬ (<? -- 2?) — 624-22 -- 622? (т? — а?) 
ИЛИ: 


{ху —- в (22? -|- 22) ро [ол -- 22 ("? — а?)\ 


Конецъ второй и послЪдней части. 
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